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内 容 提 要 


本 书 分 上 下 两 卷 ， 上 卷 介绍 随机 过 程 的 一 般 理论 、 平稳 过 程 。 前 九 章 附 有 习题 与 解答 
(或 提示 )， 下 卷 叙述 布朗 运动 与 位 势 理论 的 关系 、 马 尔 科 夫 链 与 生 灭 过 程 ， 包 括 基本 理 
论 和 国内 一 些 科研 成 果 。 以 完整 的 书 的 形式 系统 地 论述 生 灭 过 程 及 其 概率 构造 ， 本 书 也 许 
是 第 一 部 。 书 末 附 录 2 综述 了 超过 程 ， 它 是 当今 国际 上 最 新 的 研究 课题 之 。 

上 、 下 两 卷 基本 上 是 独立 的 ， 阅 读 下 卷 时 不 必 和 通读 上 卷 。 

读者 对 象 为 高 等 院 校 和 研究 单位 的 大 学 生 、 研 究 生 、 老 师 和 科研 人 员 ，。 





上 着 再 版 前 言 


本 卷 初版 于 1965 年 ， 1978 年 重印 . 尽管 随机 过 程 理 论 发 展 非常 迅速 ， 这 里 所 叙述 的 
关于 马尔 科 夫 过 程 与 平稳 过 程 的 理论 仍 是 很 重要 的 ， 它 们 至 今 仍 是 每 位 研究 概率 论 者 不 
可 不 知 的 基本 理论 ， 在 这 一 版 中 ， 改 正 了 一 些 错误 . 

初版 后 承 一 些 著 名 大 学 用 作 教 本 或 参考 书 ， 热 心 的 读者 曾 多 次 赐教 ， 他 们 的 重要 意见 
已 吸收 在 新 版 中 ， 作 者 谨 对 他 们 表示 衷心 的 谢 忱 . 

作者 还 衷心 地 感激 韩 丽 娟 、 洪 良 搬 、 雇 昭 榴 、 蒋 铎 、 洪 吉 昌 等 各 位 教授 ， 他 们 关心 本 
书 的 再 版 ， 并 给 于 了 许多 帮助 。 

各 章 之 末 附 有 参考 文献 ， 卷 末 有 参考 书目 . 

81.2 表示 第 1 章 第 2 节 ， $3 则 表示 本 章 内 第 3 节 . 


王 梓 坤 ”1995.8.10 





上 卷 序 


本 着 的 日 的 是 叙述 随机 过 程 论 (简称 过 程 论 ) 的 基本 理论 ， 要 达到 此 目标 ， 不 可 避免 
地 会 磁 到 两 个 问题 : 什么 是 过 程 论 的 基本 理论 ? 怎样 才能 把 它 叙 述 得 谨 严 而 又 易 懂 ?前 
者 是 选材 问题 ;后 者 涉及 叙述 的 方式 ， 

原来 ， 过 程 论 虽 是 一 门 年 轻 的 数学 学 科 ， 它 的 于 勃发 展 不 过 是 近 三 十 年 左右 的 事 ; 
但 由 于 实际 需要 的 推动 和 数学 工作 者 的 努力 ， 这 门 学 科 已 经 具有 非常 丰 高 的 内 容 . 诸 子 百 
家 ， 巧 立 门 户 ， 早 已 形成 群 峰 觉 秀 ， 万 水 争 流 的 局 面 ， 因此， 要 在 一 本 篇 幅 不 大 的 书 里 ， 
比较 直接 而 又 详细 地 叙述 它 的 核心 部 分 ， 必须 认真 选材 才 有 可 能 不 浪费 或 少 浪费 读者 的 
精力 . 幸好 1961 年 我 国 部 分 概率 论 工作 者 曾 交 换 意见 ， 认 为 概率 论 的 基本 理论 中 ， 至少 应 
该 包括 极限 理论 ， 平 稳 过 程 和 马尔 科 夫 过 程 三 方面 . 这 给 作者 以 很 大 的 启发 遵照 这 一 意 
见 , 本 卷 主要 由 三 部 分 组 成 : 随机 过 程 的 一 般 理 论 ， 马尔 科 夫 过 程 和 平稳 过 程 (极限 理论 不 
在 本 书 范围 内 ). 在 这 三 部 分 的 具体 取材 中 ， 作 者 参考 了 Konmoropon, Jo6pymmm， hakwn, 
Doob, Loeve 和 伊藤 清 等 人 的 著作 ， 并 包含 了 作者 本 人 的 若干 结果 特别 是 江 泽 培 教授 的 
平稳 过 程 讲义 ， 给 了 作者 很 大 的 启发 与 帮助 ， 并 此 深 表 谢意 .、 

迄今 叙述 过 程 论 的 方式 主要 有 两 种 : 一 是 理论 性 的 ， 严谨 而 系统 ， 但 不 证 明 的 细节 太 
多 ， 以 致 初学 时 发 生 不 少 困 难 ; 另 一 种 是 实用 性 的 ， 关 于 应 用 方面 的 材料 很 丰富 ， 涉 及 面 
广 ， 但 作为 数学 基本 理论 ， 却 似乎 不 很 适当 . 本 书 的 任务 要 求 采用 第 一 种 方式 ， 为 了 便于 
初学 ， 作 者 力求 把 选 定 的 内 容 写 细 , 我 们 希望 ， 即 使 在 没有 外 援 的 自学 条 件 下 ， 也 有 可 能 
坚持 到 底 ， 除 最 后 - 章 外 ， 各 章 末 备 有 习题 ， 它 们 都 不 太 难 ， 而 且 几 乎 每 题 都 附 有 提示 或 
解答 ， 这 些 习 题 对 加 深 理 解 无 疑 是 有 益处 的 ， 此外， 在 备 章 末 的 附 记 中 ， 简 短 地 指出 了 作 
者 所 知 的 进一步 值得 注意 的 问题 与 参考 文献 ， 这 当然 是 十 分 浅薄 和 挂 一 漏 万 的 . 

基于 上 述 想 法 ， 我 们 力求 在 全 书 中 贯彻 选材 精炼 而 叙述 详细 的 原则 

上 卷 共 十 章 ， 可 把 它们 分 成 三 个 单元 : 一 、 三 章 主要 讲 过 程 的 一 般 理 论 ; 二 、 四、 五、 
六 、 十 章 讲 马 尔 科 夫 过 程 ; 七 、 八 、 九 章 讲 ( 弱 ) 平稳 过 程 . 后 二 单元 基本 上 是 彼此 独立 的 . 
书 末 附 篇 中 收集 了 要 用 到 的 测度 论 知识 ， 读 者 最 好 先 看 一 下 ， 以 便 了 解 正文 中 的 符号 . 

上 卷 底 稿 在 南开 大 学 部 分 地 讲授 过 ,作者 衷心 感谢 昕 众 所 提出 的 许多 宝贵 意见 ， 吴 荣 
教授 详细 阅读 了 底稿 ， 并 提出 了 许多 改进 建议 ; 来 新 三 先生 校对 了 文字 ; 胡 国 定 教授 对 本 
书 的 写作 始终 关心 和 鼓励 . 作者 并 对 以 上 诸位 敬 致 谢意 ; 同时 还 感谢 审 校 者 的 大 力 协 助 . 

由 于 作者 学 识 浅薄 ,尽管 况 力 而 为 ， 错 误 缺 点 ,仍然 难免 , 敬 请 随时 指教 ,以便 改进 ， ， 


1963 年 1 月 








下 卷 序 


本 卷 的 日 的 在 于 叙述 布朗 运动 与 位 势 、 生 灭 过 程 与 马尔 科 夫 链 (Birth-death Processes 
and Markov Chains) 的 基本 理论 ， 并 介绍 近年 来 的 一 些 研究 进展 . 所 谓 马 尔 科 夫 链 是 指 时 
间 连 续 ， 状 态 可 列 ， 时 齐 的 马尔 科 夫 过 程 . 这 种 链 之 所 以 重要 ， 一 是 由 于 它 的 理论 比较 完 
整 深 入 ， 可 以 作为 一 般 马尔 科 夫 过 程 及 其 它 随机 过 程 的 借鉴 ， 二 是 它 在 自然 科学 和 许多 实 
际 问题 (例如 物理 ， 生 物 ， 化 学 ， 规 划 论 ， 排 队 论 等 ) 中 有 着 越 来 越 多 的 应 用 . 

生 灭 过 程 是 - -种 特殊 的 马尔 科 夫 链 ， 虽 然 有 关 的 资料 已 相当 丰富 ,但 迄今 国内 外 似 平 
还 没有 -- 本 系统 的 专车 来 阐述 它们 .一些 著 名 的 学 者 如 D. G. Kendall, G. E. H. Reuter, W. 
Feller, 特别 是 S. Karlin, J. McGregor 等 人 ， 在 这 方面 做 过 许多 深入 而 重要 的 研究 ， 他 们 用 
的 大 都 是 分 析 数 学 的 方法 ， 作 者 深 愧 未 能 饥 尝 百味 之 鲜 . 我 们 用 的 主要 是 概率 方法 ， 即 从 
考察 运动 的 轨道 出 发 ， 提 取 直 观 形象 ， 然 后 辅 以 数学 计算 和 测度 论 的 严格 证 明 . 此 法 的 优 
点 是 概率 意义 比较 清楚 ， 但 可 能 失 之 于 元 长 . 

现代 概率 论 的 重要 进展 之 一 是 发 现 了 马尔 科 夫 过 程 (简称 马 氏 过 程 ) 与 位 势 理论 〈 简 
称 势 论 ) 之 间 的 深刻 联系 。 这 -发现 使 势 论 中 许多 概念 和 结论 获得 了 明确 的 概率 意义 ， 
同时 也 使 马 氏 过 程 有 了 新 的 分 析 工 具 ， 央 而 两 者 相互 促进 ， 丰富 了 彼此 的 内 容 . 本 书 试图 
通过 比较 简单 的 马 氏 过 程 ， 即 布衣 运动 ， 以 及 与 它 相 对 应 的 古典 位 势 (牛顿 位 势 与 对 数位 
势 ) ， 来 对 一 般 理论 作 一 前 导 . 

第 十 一 、 十 二 章 讨论 布朗 运动 与 古典 位 势 . 第 十 三 、 十 四 章 讨 论 马 尔 科 夫 链 的 分 析 性 
质 与 轨道 行为 ， 第 十 五 章 讲 一 些 专题 ， 第 十 六 、 十 七 章 讲 生 灭 过 程 ; 这 后 三 章 基 本 上 是 国 
内 近年 来 的 一 些 研究 成 果 . 详 见 下 卷 关 于 各 节 内 容 的 历史 的 注 . 

前 两 章 承 科学 出 版 社 于 1983 年 出 版 发 行 单行 本 ， 生 灭 过 程 与 马尔 科 夫 链 也 曾 由 科学 
出 版 社 于 1980 年 出 版 ， 后 由 作者 与 杨 向 群 教授 合作 ， 扩 充 了 内 容 ， 由 Springer-Verlag 与 
Science Press 出 版 了 英文 本 ， 书 名 仍 为 《 Birth and Death Processes and Markov Chains 》， 
1992. 

超过 程 是 当今 国际 概 康 界 关注 的 一 个 新 的 发 展 方 向 ， 附 录 2 是 关于 超过 程 的 一 篇 综 
合 报 告 ， 它 是 钱 敏 平 教 授 建 议 作 者 写作 的 ， 

作者 衷心 感谢 吴 荣 、 杨 向 群 、 刘 文 、 杨 振明 、 钱 敏 平等 教授 ， 他 们 仔细 阅读 了 底稿 并 
提出 了 许多 改进 意见 


1995 年 8 月 15 日 
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上 卷 随机 过 程 的 一 般 理 论 


第 一 章 随机 过 程 的 基本 概念 
$1.1 ”随机 过 程 的 定义 


(一 ) 象 许多 其 它 数学 学 科 一 样 ， 概 率 论 需 要 自己 的 公理 结构 ， 我 们 采用 A. H. Ko 
woropoa 于 1933 年 所 引进 的 公理 系统 ， 它 使 概率 论 建立 在 测度 论 的 基础 上 ， 因 而 有 可 能 
充分 利用 测度 论 中 的 结果 和 工具 ， 虽 然 如 此 ， 从 历史 上 看 ， 概 率 论 的 产生 远 在 一 般 的 测度 
理论 建立 以 前 ， 它 有 专门 的 术语 和 偏重 的 问题 . 为 了 保留 这 些 术 语 的 直观 意义 ， 我 们 自然 
应 该 沿用 概率 论 中 的 名 词 

有 关 测 度 论 的 预备 知识 都 收集 在 附 篇 中 . 

测度 空间 (9, 大 , 忆 ), 如 果 满足 条 件 P(Q) = 1, 就 称 为 概率 空间 . 本 书 中 ,为 了 避免 许多 
繁琐 的 关于 和 零 测 集 的 子 集 的 说 明 ， 总 设 忆 为 完全 的 概率 测度 . 概率 论 中 ， 称 0 中 的 点 
为 基本 事件 , 为 基本 带 件 空间 ,六 中 的 集 4 为 事件 , 称 P(4) 为 4 的 概率 . 定义 在 9 上 取 
实数 值 的 大 可 测 函 数 z(w) 称 为 随机 变量 ,w 的 复数 值 函 数 tl), E(w) = y(w) +iz(w), 如 果 
它 的 实 部 y(w) 和 虚 部 z(w) 都 是 随机 变量 ， 就 称 为 复 随机 变量 . 以 后 如 果 同 时 研究 多 个 随 
机 变量 ， 除 非特 别 声 明 ， 我 们 总 设 它们 定义 在 同一 个 概率 空间 上 . 

对 随机 变量 z(w), 函数 

F(X) = P(z(w) < \) (1) 


称 为 z(w) 的 分 布 函数 , 它 对 一 切 Xe KR! 有 定义 ， 而且 是 和 的 不 下 降 右 连续 函数 ， 满 足 条 件 


,lm FO)=0, lm FO)=1 (2) 


( 右 连续 性 及 (2) 由 测度 的 连续 性 公理 推出 ). 因此 ，F(^) 具备 一 维 分 布 函数 的 一 切 性 质 ， 从 
而 它 在 Br 上 产生 一 个 概率 分 布 !, 后 者 定义 为 (和 A) 所 产生 的 Lebesgue Stieltjes 测度 ， 
即 测 度 

/ daF(A), AE Br. (3) 


这 测度 在 5 上 的 限制 叫做 z(w) 的 分 布 . 
对 于 任何 一 个 一 维 分 布 函数 (以 后 “一 维 ” 二 字 省 去 ), 如 果 存 在 某 个 Lebesgue 可 测 而 
且 可 积 函 数 f, 使 


入 
FQO= /7 如 QeR) (4) 


就 称 f 为 F 的 分 布 密度 , 或 者 说 ，F 有 分 布 密度 为 f. 
! 记 号 B1, B1,F 等 的 意义 见 附 篇 (二 ) 段 . 





今 设 有 守 个 随机 变量 x1(w),… ,zn(w), 它们 构成 一 个 维 随机 矢量 
X(w) = (z1(%), ,Tn(w)). (5) 


nn 无 明 数 
F(A ,An) = P(rzi(w) 所 和 :entfw) < An 1 (6) 


是 nn 维 分 布 卫 数 [ 附 篇 中 (9) 式 的 满足 是 由 于 它 左 方 的 值 等 于 PQ; < zj(w) < 襄 ,j= 
1…,n) > 0), 称 为 XX(w) 的 联合 分 布 函数 . 它 在 Br 上 产生 一 个 概率 分 布 ， 后 者 定义 为 
天 (Au) 所 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 即 测度 


ee 4E FF (7) 
A 


这 测度 在 5B.. 上 的 限制 叫做 X(w) 的 分 布 . 
对 于 任 一 n 维 分 布 洋 数 下, 如果 存 在 某 个 Lebesgue 可 测 而 且 可 积 晃 数 f, 使 


和 1 Xn 
Fo = ] -| fp pe) dp di (8) 


对 任意 (和 1,… ,An) E Rn 成立， 就 称 f 为 FF 的 分 布 密 度 , 或 者 说 ， 已 有 分 布 密度 为 f. 

n 维 随机 矢量 的 一 般 化 是 随机 过 程 ， 设 荆 C Ri 是 已 给 的 实数 集 ， 有 穷 或 无 穷 ， 可 列 
或 不 可 列 均 可 ， 设 工 中 每 一 元 二 对 应 于 一 随机 变量 zi(w), 就 称 随机 变量 族 zt(w) (te 了 T) 为 
一 随机 过 程 .与 (5) 类 似 ， 记 此 过 程 (随机 过 程 的 简称 ) 为 


X(w) = {zt(o)tEI}， (9) 


Zi (w) 有 时 也 写 为 X(t,w) 或 zz 或 zt 
对 任意 了 个 值 厂 :已 E7T, 考虑 x4，,… ,Zi 的 联合 分 布 酒 数 


天 (AT ,An) 一 P(z < A1, “Tt, < 和 An )， (10) 
当 nn 在 正 整 数 集 及 在 工 中 变动 时 (1 < i<n), 得 到 -- 族 分 布 函数 
F= {Ft (M,N), n>0, ti ET)}, (11) 


称 巨 为 过 程 X(w) 的 有 穷 维 分 布 消 数 族 . 

与 附 篇 中 (10),(11) 二 式 的 证 明 完全 一 样 (只 要 在 那里 的 证 明 中 , 以 zu zu 代替 和 (#), 和 (ti))， 
可 见 已 满足 相 容 性 条 件 ， 根 据 附 篇 定理 4, 正在 Br 上 产生 一 概率 分 布 Pe, 简 记 Pe 为 已 
它 在 Br 上 的 限制 叫 过 程 X(w) 的 分 布 . 今 证 对 任意 4e Br, 有 


F(A) = P(X(w) € A). 


实际 上 ， 使 上 式 成 立 的 全 体 4 e Bz 构成 Rr 中 的 X 系 A. 由 (10), A 包含 全 体形 如 (X(t) : 
和 (ty) < Xi 了 = 1 mn) 的 集 ; 既然 全 体 这 种 集 构成 Rr 中 的 六 系 ,由 附 篇 引 理 3, 可 见 
A F{H} = Br. 





:以 了 表示 定义 在 概 闪 空 间 (R, 大, P) 上 的 随机 变量 全 体 ， 可 以 把 随机 过 程 {ze(w),t ET} 看 成 为 定义 在 工 上 而 取 
值 直 了 中 的 抽象 吊 数 :或 者 视 为 自 代 到 Y 中 的 映 象 . 


. 2. 








在 上 述 随机 过 程 的 定义 中 ， 我 们 假定 了 工 是 某 实 数 集 ， 守 可 解 群 为 时 问 的 集 ; 其 次 ， 
还 假定 了 zi(w) 的 值 为 实数 (或 复数 ) 其 实 从 数学 理论 上 看 米 ， 没 有 必 归 一 定 要 这 样 做 ， 例 
如 ， 开 也 可 以 取 为 平面 上 的 点 集 ， 而 zi(w) 可 取 什 十 任意 可 测 空 间 (全 ) 其 中 8 为 抽象 
点 e 的 集 书 中 某 指 定 的 c 代数 ， 这 时 ， 随 机 变量 的 定义 应 如 下 推广 称 z(w) 为 取 值 于 
(5,B8) 中 的 随机 变量 , 如 对 位 意 BeBu 集 (zlojsD)EF 显然 党 (B) 为 (RbB) 时 ， 
这 定义 化 归 以 前 的 定义 ， 如 对 已 给 集 工 中 任 一 点 二 有 一 取 值 于 (5.8) 中 的 随机 变量 zi(w) 
与 之 对 应 ， 就 称 Yitei = {zi(w),te 了} 为 取 值 于 (E,8) 中 的 随机 过 程 ; 或 简称 随机 过 程 (如 
(B,B) 已 明确 固定 ). 内 此 ， 对 随机 过 程 Xeoj, zi(w) 是 wecente7 的 二 元 晒 数 :， 当 te 了 
岗 定 时 ， zi(w) 是 随机 变 基 ; 而 当 wE9 固定 时 ， Zi(w) 是 定义 于 了 上 而 取 值 于 的 限 
数 ， 称 为 (对 应 于 w 的 ) 样 本 函数 .(E,8) 称 为 相 空 间 . 

然而 以 后 如 无 特别 声明 ， 总 设 上 及 zi(w) 都 取 实 数值 . 

随 着 了 及 已 是 可 列 集 1 或 非 可 列 集 ， 可 将 随机 过 程 分 为 四 类 : 已 了 均 可 列 ; 均 不 可 
列 ; 天 可 列 人 不 可 列 ; 了 可 列 瓦 不 可 列 ， 这 是 形式 上 的 分 类 . 另 一 种 分 类 是 根据 过 程 内 
在 的 概率 法 则 进行 的 ， 于 是 得 到 以 后 要 专门 讲述 的 各 种 过 程 ， 例 如 半 巩 、 正 态 过 程 、 马 
过 程 、 平 稳 过 程 等 等 ， 这 留待 将 来 细 讲 .事实 上 大 多 是 把 两 种 分 类 结合 起 来 ， 研 究 时 比较 
方便 ， 因而， 壁 如 说 ， 马 尔 科 夫 过 程 中 又 分 E,T 均 可 列 ; 均 不 可 列 等 等 四 种 (但 对 正 态 过 
程 ，B 可 列 无 意义 ). 

作为 一 例 ， 试 引进 独立 随机 过 程 的 观念 ， 

称 随机 变量 族 {zi(w),t € 了 T} 为 独立 的 , 如 对 任意 有 穷 多 个 不 同 的 太吉 ET 任意 
B; EB,i=1,.…,n, 有 


n 


Plza(w) € Baoi=1,..,n)= [Ps Bi). (12) 
如 果 {zi(w),t eT} 独立 ， 称 六 (w) = {zi(w).t eT} 为 具有 独立 随机 变量 族 的 随机 过 程 , 或 
简称 为 独立 随机 过 程 . 
更 一 般 地 ， 设 对 每 个 入 e A, Ac RR, 存在 一 随机 过 程 X、(w) = {zi(w),t Ee TT}. 考虑 乘 
积 空 .加 EY 中 的 乘积 o 代数 87. 说 随机 过 程 族 XA(w), 和 e A 是 独立 的 , 如 对 任意 有 穷 多 
个 不 同 的 和 i, 和 € A, 任意 Be Bi,i=1,.…,n, 有 - 


nn 


PX) € Ba i= 14,7)= TP) € By). 
一 1 
注意 ， 一 随机 矢量 可 看 成 为 -随机 过 程 ， 故 上 定义 中 也 蕴含 着 随机 矢量 族 的 独立 性 定义 . 
以 下 设 (E,B) = (Ri,B1). 条 件 (12) 等 价 于 : 对 任意 (和 1,… ,Xn) ER 有 


P(x (w) & Xi, i=1,.…,n)= [P(t() < Ah)， (121) 

这 可 记 成 
Pas A177 Mn) = FE Fi Oi). (122) 

i=1 





! 为 方便 计 ， 有 穷 集 ( 即 只 含有 穷 多 个 元 的 集 ) 也 算 可 列 集 . 





现在 设 了 T= (1,…,n) 而 考虑 具有 独立 分 量 的 随机 矢量 X(w) = (zi(w)……zn(w)), 因而 
它 的 分 布 蚌 数 
FOX)= 工 已 (OA 


令 Sn(w) = zi(w). 试 证 


引 理 1 对 任意 Xi e Pi = 1 和 -LAEeR ,有 
Plzi(lwlj 所 Ai 了 =1 ,nm 1; Sn(w) < A) 


和 1 An_1 
=/ Re 上 人 En(A 一 上 一 人 1)F i(dtn1). (13) 
证 令 4cCR 为 如 下 的 m” 维 点 集 
一 (人 6 如 < A 和 j, 7 二 1,...,n—1; 》 6 < 小， 
这 1 


又 以 W 表 (13) 左 方 括号 中 的 w 集 ， 由 积分 变换 定理 及 独立 性 假设 ， (13) 左 方 值 等 于 
P(W) = 人 :Pow)= 广 /7 (dé1,. ,den) -/- “fn dé1) -Fa(dén), 


计算 此 式 最 后 的 n 重 积分 ， 即 得 (13) 中 右 方 的 数值 ， 口 
作为 (13) 的 特殊 情形 是 


P(Ss(w) < A) = 人 (de 人 ”Qtde ) 31) 


(二 ) 下 述 定理 在 理论 上 具有 重要 的 意义 ， 它 肯定 了 以 已 给 已 为 有 穷 维 分 布 函数 族 的 
过 程 的 存在 ， 
定理 1 (存在 定理 ) 设 已 给 参数 集 了 及 满足 相 容 性 条 件 的 有 穷 维 分 布 函数 族 


F= {Fe ta (M1 An), n>0,te T}, 


则 必 存 在 概率 空间 (9, ,PP) 及 定义 于 其 上 的 随机 过 程 六 (w) = {zi(w),t eT}, 使 X(w) 的 有 
穷 维 分 布 函数 族 与 相 重合 . 
证 令 Q= Rr; w= 和 (),(-) 表 定义 在 T 上 的 实 值 瑞 数 A(t), te T; 大 = BT. 
P 为 F 所 产生 的 Br 上 的 概率 测度 ， 即 P = Pr( 见 附 篇 定理 4), 因而 对 n 维 柱 集 
Ct.tna(Bn), 有 
P(C4ts (Bn)) = Fi (B,). (14) 


于 是 得 到 概率 空间 (8, 天 ,PP), 即 (Rz, Br, Pr). 在 此 空间 上 ， 对 每 固定 的 te 7, 定义 一 w 的 
函数 





换 句 话说， zi(w) 是 Rr 上 的 上 坐标 函数 ， 亦 即 zs 在 w = 和 (-) 上 的 值 ， 等 于 A(-) 在 点 t 上 
的 值 2). 由 定义 并 采用 附 篇 (6) 式 中 的 记号 Wi 即 得 


(zi(w) < Mi, i = 1,.,n) = W, € Br7, 
故 X(w) = {zi(w), te T} 是 随机 过 程 ， 由 (14) 
P(zr,(w) & Mi, 1 = 1, ,ne) 一 P(W',) 一 天 (Al “An), 
这 表示 X(w) 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 与 重合 ， 口 
上 述 定理 肯定 了 以 已 给 玉 为 有 穷 维 分 布 隆 数 族 的 过 程 的 存在 性 ， 然 而 这 种 过 程 及 概 
率 空间 一 般 不 唯一 而 有 多 种 造 法 . 定理 1 证 明 中 所 造 出 的 空间 及 过 程 称 为 标准 的 . 
为 了 说 明 造 法 不 唯一 ， 试 述 两 种 典型 方法 : 联合 与 清洗 概率 空间 ， 利 用 这 些 方法 ， 可 
以 造 出 无 穷 多 个 具有 上 述 性 质 的 过 程 . 不 仅 如 此 ， 这 些 方法 还 有 其 它 广泛 的 用 途 . 
引 理 2 (空间 的 联合 ) 设 关 (1) = {zs(on), t & T} 是 定义 在 (Qi 三, 已 ) 上 的 随机 过 
程 ， (f22, 万 , 户 ) 为 另 一 概率 空间 ， 0; = (wi), i = 1,2. 令 
中 一 TI x 0, FxF, P=PxP,, (15) 
yt(w) = zi(w1), 如 w = (wal,wa)， (16) 
则 了 (wo) = {yi(w), te 了 T} 是 定义 在 (9, 天,P) 上 的 随机 过 程 ， 而 且 X(wi) 与 Y(w) 有 相同 的 


有 穷 维 分 布 函数 族 . 
证 因为 
(w: (v2) A)=w= (vw): TAw) EN)= (ol: TA(wi) & A x NEF, 
故 Y(w) 是 随机 过 程 ; 第 二 结论 则 由 于 
Pl(w: Yei(w) & As, i1= 1,...,n) 
三 Pi (wi : zt: (wi1) < Ai 1 二 1,， “ -,n) x P2(02) 
二 已 (wol: za(w1) & Mi, 1=1,.…,n).0 
如 果 说 空间 的 联合 是 为 了 解决 原 有 空间 太 小 的 困难 ， 那 么 空间 的 清洗 便 可 免除 由 于 
空间 太 大 而 引起 的 麻烦 . 有 些 基 本 事件 空间 过 大 ， 其 中 包含 了 许多 不 必要 的 点 ， 此 时 自然 
想 把 它们 清洗 出 去 . 
引 理 3 (空间 的 清洗 ) 设 对 概率 空间 (9, 开 , P), 2 co 是 外 测度 为 1 的 集 !, 则 (6, 庆 , 户 ) 
也 是 概率 空间 ， 其 中 
大 =GF， 即 六 = (B) (B= 14, A e 7), (17) 
PB(B)=P(A4); (18) 
又 如 闫 (w) = {zz(w),t ET} 是 (9, 大 ,P) 上 的 随机 过 程 ， 则 革 (w) = {E(w),t eT} 是 (9 元 P) 
上 的 随机 过 程 ,而且 X(w) 与 苹 (w) 有 相同 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 ,这 里 Fi(w) = Zw),w EN. 
1 即 指 负 具有 性 质 : 如 Ce 下 ， 9 c c, 则 P(C) = 1 








证 六 是 台 上 的 ve 代数 是 显然 的 . 试 证 BE(B) 的 值 叭 一. 设 04 = B = 942, 则 
A 人 A = 4i04， (4 一 442)9 = 办 于 是 R- (4 -44) 2 9， 因 8 的 外 测度 为 1， 
故 有 (D) 一 P(Ai 一 4142) 一 1, P(A! 一 4142) 一 0, 于 是 得 证 P(A 二 P(A1 A2); 同样 ， 
P(Ahz) = P(4142) = P(A1), 因而 证 明了 P(B) 的 值 唯一 ， 显然 P(B) > 0, P(0) = 1 而 且 P 
在 天 上 完全 可 加 ， 故 户 是 天 上 的 概率 测度 . 

最 后 ， 由 

P(E (w) < Ni i= ,n= PON(z (ww) SN i= 1,.…,n)) 
= P(r (w) & Ni, 1 = 1,..,n), 

即 知 X(w) 与 苹 (w) 有 相同 的 有 穷 维 分 布 函数 族 . 口 

现在 举 一 例 以 说 明 上 述 结果 ， 先 引进 记号 (% “1 “), 它 代表 一 个 分 布 ,使 

F({ai)) =p: >0, ,pi=1. 
z 一 0 

{qi} 表示 只 会 一 个 点 ai 的 集 ， 叫 做 单 点 集 , 这 种 形状 的 分 布下 叫 离散 分 布 , 它 的 分 布 函 


数 为 
FO)= 9) pi 


(ias <&A) 


例 试 造 (8, 下,P) 及 定义 于 其 上 的 二 随机 变量 zi(w), z2(w) ( 即 工 = (1,2) 的 过 程 ), 使 


分 别 有 分 布 
中 5 )， B (1 2)， 


(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 
B= (0 1/4 9 2) 


而 且 它 们 的 联合 分 布 为 


解 造 法 1. 分 布 族 (五 , ,Fi2) 是 相 容 的 :， 故 由 存在 定理 ， 可 造 标准 过 程 ， 此 时 
(Q, £, P) 一 (R2, B2, Fi2), 


其 中 Fz 应 理解 为 B。 中 的 分 布 ， 即 


k 
4， 
而 天 为 A 所 含 ((0,0), (0, 了 DD),(1,0), (1,1) = 人 中 点 的 个 数 ， 然后 定义 


Fi2(A) 一 


ZT1(wW) = wl，za(w) = we， 如 w= (w1,w2) € BR2. 


_ 造 法 2. 因为 五 z(9) = 1, 故 可 清洗 上 面 所 造 的 9 = Ro, 经 清洗 后 ， 所 得 为 (9, 太 ,万 ), 其 
中 三 为 9 中 全 体 子 集 所 成 o 代数 ， 五 := .又 


E1(w) = 1 Kaw) = wz， 如 w = (w1,w2) € 9. 


1f21 = Fl2 略 大 . 


.6. 





造 法 3. 令 D = (0,1, 它 只 含 0 与 1 二 点 ， 万 是 Qi 中 全 体 子 集 所 成 o 代数 ， 已 = 五 . 
又 


zi(w1) = CI1， Wl € Qi1. 
于 是 得 到 概率 空间 (91, 厂 ,只 ) 及 其 上 定义 的 随机 变量 zi1(w), 显然 zi(w1) 的 分 布 是 五 . 
完全 同样 地 造 (82, 2, 己 ) 及 xz2(w2). 
然后 依照 引 理 2 造 乘积 空间 : 


(0, F, P) 一 (91 x 02, 1 x TD 万 x P;), 
并 在 (9, 大 , P) 上 ， 定 义 二 随机 变量 XX(w) 及 X2(w), 使 
KX1(wW) = wi, KX2(w) = wa 如 w= (ww2) EN. 


易 见 Xi1(w), XX2(w) 分 别 有 分 布 五 及 三 , 再 注意 玉 2 = 所 x 及 = 吃 x 忆 , 即 知 它 们 的 联合 
分 布 为 五 ?. 形象 地 说 ， 我 们 已 把 定义 在 二 空间 上 的 随机 变量 ，“ 搬 到 ”同一 空间 上 来 了 . 

(三 ) 简单 回顾 一 下 概率 论 中 的 基本 观念 和 事实 ， 凡 是 在 普通 概率 论 教程 中 能 找到 证 
明 的 ， 这 里 都 不 重新 证 明 . 

设 z(w) 是 随机 变量 ， 因 为 它 是 Qf 上 的 下 可 测 函 数 ， 故 对 它 可 取 Lebesgue 积分 (关于 
概率 测度 P). 如 果 z(w) 的 积分 存在 ， 就 称 此 积分 值 为 z(w) 的 数学 期 望 , 或 期 望 ， ,并 记 
为 Bz 或 Ez(w): 

Br = | slo)P(ao) (19) 
0 


直观 地 说 ， Ez 是 z(w) 在 全 9 上 关于 PP 的 平均 值 ， 由 测度 论 可 知 ，z(w) 可 积 的 充 要 条 件 
是 Blz| < oo. 既然 期 望 无 非 就 是 Lebesgue 积分 ， 所 以 期 望 的 性 质 也 就 是 Lebesgue 积分 的 

如 果 说 ， 期 望 表达 随机 变量 的 集中 位 置 ， 或 者 说 “重心 ”, 那么 方差 Dz 便 表达 z 对 它 
的 期 望 Bz 的 分 散 程度 ， 我 们 定义 


Dz = 上 (z(w) — Ex)?P(dw). (20) 


Dz 非 负 但 可 能 等 于 oo. 

可 测 函 数列 的 各 种 收敛 性 ( 见 附 篇 ), 可 以 用 作 随 机 变量 列 的 对 应 的 各 种 收敛 性 的 定 
义 . 于 是 得 到 随机 变量 列 {zn(w)} 向 随机 变量 z(w) 的 概率 1( 即 几乎 处 处 ) 收敛， 依 概率 (或 
称 依 测度 ) 收敛 及 均 方 收敛 (或 一 般 地 ，? 方 收敛 ,+ > 0). 如 所 周知 ， 由 概率 1 收敛 或 7 方 
收敛 都 可 推出 依 概率 收 贫 ， 反 之 ， 如 P_ lim zn = z, 即 {zn} 依 概率 收敛 于 z, 那么 {znl 的 
任 一 子 列 {z4.} 必定 包含 一 子 子 列 {z4.}, {xz 和} 以 概率 1 收敛 于 zx. 

更 弱 的 一 种 收敛 性 如 下 : 设 F(A), F(A) 都 是 分 布 函数 ， 说 {F(A)} (或 分 布 瓦 ) 弱 收敛 
于 F(A)( 或 分 布 F), 并 记 为 及 一 下, 如 果 在 F(A) 的 连续 点 集 B 上 ， 有 lim F(X) = FO). 

如 果 户 , » ,Fa ,F(A) 与 F(A) 的 连续 点 集 的 交 记 为 C, 由 不 减 函数 的 性 质 知 C 
在 Ri 中 稠密 ， 因 而 F(A) 与 F(X) 在 C 上 一 致 ， 再 由 分 布 函数 的 右 连续 性 知 F(A) = F(X)， 
Ae Ri. 这 证 明了 极限 的 唯一 性 . 

1 如 果 &(w) = y(w) 十 iz(w) 是 复 随机 变量 ， 而 且 Ey 及 Bz 存在 ， 便 定义 的 数学 期 望 为 BE = Ey + iEz. 





.7 了 . 


设 随机 变量 rc。 及 z 分 别 有 分 布 函数 为 玉 (A) 与 F(A), 如 果 瓦 号 F, 就 说 {zn} 依 分 布 
收敛 于 z. 注意 这 种 收敛 不 需要 通过 w 来 表达 . 

引 理 4 设 {zn} 依 概 率 收敛 于 z, 则 {zn} 必 依 分 布 收敛 于 z. 

证 采用 定义 中 的 记号 ， 因 


:zsgM=w:mgNzgNwulw:z>NzgMN) 
C (wo:zn 和 MU:zn > Mr <N), 
政 P(z < 和) < F(A) +P(zn > 和 2<N). 如 P lim on =z, 而 且 X < 和 则 
Plzn > Nz < NS P(en -zl> 和 -AN 一 0 
从 而 F(X) < lim FN), <A. l 
同样 ， 对 调 z 与 so, 和 与 再 换 入 为 w, 即 得 
lim FO) < F(X"), AgNX. 
故 如 入 < 入 < 入, 则 
FO0) < 血 nO) < Bm FO) < FOX 
由 此 可 见 ， 如 入 e B, 则 令 入 1 和 和 4 入, 即 得 
F(X) = lim, F(A). 口 
设 z(w) 的 分 布 函数 为 FF, 函数 


B(t) = 已 etta = 广 ett PdA) (t€ RI) 


称 为 z(w) 的 (或 下 的 ) 特 征 画 数 . 它 具 有 下 列 性 质 ， 它 们 在 概率 论 中 都 已 证 明 . 
A. 盏 是 te Ri 上 的 有 界 、 一 致 连续 函数 ;满足 


|®W| < 更 (0) = 1, ®(-t) = 0) 
如 如 {lzl"}< ceo, 则 旬 有 级 连续 导数 ， 而 且 


Bt) = / (iA)"ei2 F(AA), [EO < / IA* F(aM). 


B. 分 布 函数 FF 被 它 的 特征 函数 ® 唯一 决定 ， 下 列 Lévy 公式 成 立 : 


F F(py—0 人 人 一 © eitk ~ eit\ 
WFD POHIOTO im f ela 
2 2 _e —272t 


CC 一 OO 


C. 如 z1,…,zn 为 独立 随机 变量 ， 分 别 有 特 征 函数 为 盏 ,…,8。 则 叶 zi 的 特征 函数 
t=1 
为 





D. 如 {zn} 依 分 布 收敛 于 zx, 则 {zn} 的 特征 函数 列 $; 收敛 于 zx 的 特征 函数 鲁 , 而 且 这 
收敛 在 任 一 有 穷 t 区 间 中 是 一 致 的 . 

也. 反之 ， 设 分 布 函 数列 {FF} 对 应 的 特征 函数 列 为 更。 而 且 {B,} 收敛 于 特征 函数 更 ， 
如 果 对 应 于 鲁 的 分 布 函 数 为 已 则 在 F 的 连续 点 集 上 ， 有 lim 已 (A) = F(A) 

若 只 假定 Jim 再 (的 三亚 存 在 te 已 , 但 补 设 此 收 和 敛 在 某 一 含 0 的 开 区 间 中 一 致 ， 
则 B(t) 必 是 特征 函数 ， 而 且 上 述 结 果 仍 成 立 . 

G. Bochner-XwHquH 定 理 ! 连续 函数 亚 ( 昌 ,ie Ri, $(0) = 1, 是 某 分 布 的 特征 泊 数 的 充 
分 与 必要 条 件 是 : 它 具 有 非 负 定性 ， 即 对 任意 有 穷 多 个 复数 a1,… ,an, 任意 实数 厂 ,…… ,二 


有 nn . 
》， > Qiaj P(t 一 tj;) 之 0. 
1 一 1 7 一 1 


下 面 我 们 将 通常 用 到 的 一 维 分 布 及 与 它 对 应 的 特征 函数 列 成 一 表 . 

在 下 表 中 f(z) 表 分 布 的 密度 ; E(t) 表 特 征 函 数 ; 如 分 布 是 离散 的 ， 则 以 Pi 表 分 布 在 
点 上 的 概率 ， 换 句 话说， 如 < 的 分 布 是 离散 的 ， 即 存在 可 列 点 集 4, 使 P(t € 4) = 1 则 
P(E = 上 )= Poe, k€ A;€ 的 上级 矩 Et 记 为 mw, 方差 记 为 D, DE = E(€ -mi)? = mz 一 mm, -一 
般 地 ， 记 ck = B(E -ma 此外， 回忆 Gamma 函数 的 定义 ， 


TO) = 广 zr? le dz (p>0), 


0 


并 注意 Flna + 1) = 如. 
类 似 地 可 以 考虑 mn 维 随机 矢量 


X(w) 二 (x1(w), “0 ,Tn(w)), 
它 的 分 布 函数 记 为 F(A , An). 对 任意 m<n, (人 C (1,.… ,7), 定义 


Ai) = ,lim PFO, Mn), 


~WiE(t im ) 


它 叫 做 fF 的 m 维 边沿 分 布 函数 , 实际 上 是 随机 矢量 (xi,(w),… ,zi (w)) 的 分 布 函数 ， X(w) 
的 数学 期 望 是 一 n 维 矢量 
EX = (Ezr1,..., Er,), 


其 中 Ez; 是 zi 的 期 望 .与 一 维 情况 的 方差 相当 的 是 协 方差 矩阵 DX 
DX= (Do) am 
其 中 
Dij = EB{(zi — Exi)(z; — Ez;)} 


一 / / (Xs 一 Erzi)(M; 一 五 zj)Faji(dXidAi). 





! 证 明 见 [ 门 或 和. 












































分 布 名 称 分 布 或 密度 函数 上 z) f(z) 的 图 形 
-- 二 
本 网 P=1 
单 点 分 布 | . (c 为 某 常 数 ) 
_ Po=g, / p>0,g>0 
两 点 分 布 Pp (2 ) 
-| 
P=( jp*g” * 
一 项 分 布 B(n,p) D > 0,9 > 0 为 常数 ,p 十 9 一 1 
k=0,1,..,n 
, A | 
普 阿 松 (Poisson) 及 =e “而 
分 布 P( 和 ) (k=0,1,...,A>0) 
站 . Pe=pg* 1, k=1,2,.…, | 
几何 分 布 ja (p > 0,9 > 0 为 常数 ,p 十 9= 1) 
1 h<z<ath 二 | 
ja- 3 2 
均 勾 分布 0， 它 . 
(a 及 h > 0 为 常数 ) a—h a at+h 
be xz>0. 
. f(z)= b=0.5 
指数 分 布 0， z < 0， 
(5 > 0 为 常数 ) 
正 态 分 布 (2)=— le 
N(a,o) OV27 
(o >0) (a 及 o > 0 为 常数 ) 
0， Z < 0， 
= 1 于 106- 时 
X2(m) 分 布 f() 237(7) 
z > 0 加 正 整 数 ) 








加 马 (Gamma) 
一 分 布 了 [w， 中 


0, Z<0; 
f(z)= -人 rzp-lie-tz zz>0. 


p) 
(b> 0,p > 0 常数 ) 

















1. 设 C 为 某 类 分 布 ( 例 如 正 态 分 布 类 ) 如 对 任意 记 EC， Fz € CO, 它们 的 着 积 本 * F2 € C,( 参 看 


.10 . 





分 布 表 















































1 
mk= FFEP(P+1)-... (p+k—1), 





(k=1,2,.°); 


C2 一 


加 





82.8(6)), 就 说 对 C 加 法 定理 成 立 . 


了 大 阶 矩 nx， (m1 为 数学 期 望 ) 加 | 
| 特征 函数 ?0 | 和 阶 中 心 难 cu (cz 为 方差) | 附 ” 注 
eict mk=C 
ck 一 0 
pe't +g mx=p 十 
| c2=pg | 
1. 加 法 定理 成 立 ] : 
it n m= 二 np Bln,p) * Blmp)= Bln+ mp) 
(pe + gq) cs =npg 2. 如 &; 独立 ， 有 相同 的 两 点 分 布 ， 
(i 二 1,.…,n) 则 3 上 有 二 项 分 布 
| 4 一 上 
Ca ms 加法 定 邓 成 立 
C2 一 P(A1) * P(A2)= P(A 十 和 Xz) 
让 ity—1 mi=p ， 
pe (1 一 ge ) c=gp? 
ml (a ht (a—h) 
,= 
oita Sinth 和 如 & 的 分 布 函数 玉 (z) 连续 ， 则 
大 (k=1,2,..) 7 二 (6) 在 [0,1] 中 均匀 分 布 
QF)” 指数 分 布 是 Gamma 分 布 的 特殊 情形 
加 法 定理 成 立 : 如 & 独立 ， 各 有 分 布 为 
了 212 各 阶 矩 存在 : 入 (ai,0i), d 为 常数 
e” 2 mi 则 cit; 卡 d 的 分 布 为 
c2k+1 一 0 2 这 
ck =1:3...(2k— 1)o N{ Yaata, /Teo? 
1=1 $=1 
1， 加 法 定理 成 立 : 
x (nN) * x (mm)=x (n+ m). 
1 m=n(n t+ 2) (n+ 2k— 2), 
yD (k=1,2,- “…) 2. 如 &i 独立 则 分 布 为 入 (0,1)， 则 
(1 — 2it) 02 =2n. , 
] 》 ”全 之 分 布 为 X2(m) 
+ 二 1 
一 | 1. 它 是 p 个 (p 为 整数 时 ) 指数 分 布 的 郑 
积 ; p 二 1 时 化 为 指数 分 布 . 


2. 如 法 定理 成 立 : 
Tf{b, Pi] * Tlb, pz] =T[b, pi + p2]. 





他 6 二 上 时 化 为 X22(n) 分 布 











分 布 名 称 


| 分 名 或 密度 卫 数 f(z) 


f(x) 的 图 形 





们 塔 (Beta) 分 


0，z 之 0 或 x > 1; 
Tp+g) pi 
I 1 
Fo ( 
0<z<1， 
(P > 0,9 > 0 常数 ) 





Z)? 


so-{ 
布 










































1 入 一 
廿 (Cauch 一 天 
Wen) 1 一 元 下 二 (z — p)2 A/ i 
: (入 > 0 常数 ) 
kK 
十 | 
拉 普 拉 斯 1 -= 1 
(Laplace) f(z)= 2 ^ 2X 
分 布 (入 > 0 常数 
| 7 
学 生 (Student) f(z)=——— 2 (1 + )- 3 
分 布 (tfm) 分 布 ) VmT r(3) n 
其 中 T(p)= fz? ie dz(p > 0) -4 -202 4 
nn 二 3 时 
Ge)=， | 
T(E) Sy 0 (k1 =10, ka =50) 
反 _ 分 布 Rv ka «2 | 0.6 
rT()T(=) (kz + k1z) 加 (k1=10, k2 =4) 
(Fk,k2) 2 2 
如 z 之 0; 
0， 如 zx < 0. 





4 (Weibull) 分 f(z)= 


(kk1, Kk2 为 正常 数 ) 
(x < 0); 


1。 
az le (z > 0) 
(和 > 0,a > 0 是 常数 ) 





对 数 正 态 分 布 





-—— 一 一 
0， (z < 0); 
f(z)= 1 (ogz-e)? 
ee 2 ) (z > 0) 
ZIOCV2T 



































特征 函数 理 (t) 





大 阶 怎 rmky (m1 为 数学 期 望 ) 
K 阶 中 心 矩 ck, (cz 为 方差 ) 





C2 





Et 一 入 | 引 


ei pt 


1 十 入 2t2 








plp+1)...(p+k—1) 


Piap+tatl). (+atk—1) 


) 2 


-Pd 
(p+q)*(p+g+1) 


各 阶 矩 都 不 存在 


k(< 7m) 阶 和 矩 有 穷 : 
m1 二 0, 
M2v 二 C2u 一 
_ 1 .3.…(2u — 1)n” 
人 一 2)(m2 一 4 人 (一 2u) 
( ) 


(1 < m)i 





mx = kz AT( 立 
Rk/ /Riv /ka 
' r(3F)r(3) 
对 ki < 2k < kz 存在 ; 


_ 2k2(ki + k2 — 2) 
c2 二 PC 一 3)2(ka 一 分， (kz > 4). 


mk =r(2 十 1T)X 2"， 
c= [T(E +1) - {T(t +1))] 


~eto /2 


2(a+o?) 


m1 

m2 二 € 
2 2 

c2=e2°+o (e®” 一 1 ， 





2 2 
myp 一 ena 十 (mn o°)/2 





续 表 


附 注 


1、 如 上 … ,én+m 独 立 ， 同 分 布 为 
N(0,0), 则 
7m ni+m 
Se/ Ye 
t=1 j=1 m n 
有 Beta 分 布 ， 此 时 P 一 本 ,9 二 了 
2、 当 p 一 9 一 了 时 ， 化 为 反正 到 分布 
其 密度 为 


1 
TVz(l 一 z) 


分 布 函数 为 过 arcsin Vz 


(0<z<1)i 


加 法 定理 成 立 : 
c(M1, p11) * c(A2, 12) 
= cM M2, 11 + 2) 


1， 设 上 6 ,如 独立 ， 同 分 布 为 
N(0,0), 则 


‘/ i 如 有 Student 

i=1 

分 布 :(n), (与 9 > 0 无 关 ). 
2.n = 二 1 时 化 为 Cauchy 分 布 c(1, 1) 


如 ,7 独立 ， 分 别 有 x?(k1), x?(k2) 
分 布 , 则 

é€/k1 

7/k2 





有 下 一 分布 Fe ,x 


当 a 二 1 化 为 指数 分 布 


设 有 N(a,c) 正 态 分 布 ， 
令 《二 logn, 则 和 7 有 对 数 正 态 分 布 


. 13 . 





令 A = (M1,.…, NM,) CE R,, t == (ttn) E Rh, 记 (t, A) 一 2 tiNi, 并 称 Nn 元 铺 数 
i=1 
= Be = ff eh Pen dd) 
Rn 


为 X(w) 的 特征 孙 数 ， 一 元 特征 函数 的 性 质 在 多 元 情况 仍 保 留 ， 例 如 ， 分 布防 数 由 它 的 特 
征 滑 数 所 唯一 决定 1. 


81.2 ” 正 态 随机 过 程 


(一 ) 在 引入 正 态 过 程 的 定义 以 前 ， 和 需要 较 仔 细 地 研究 n 维 正 态 分 布 的 性 质 . 
设 已 给 n 维 矢量 


m= (mi,…, mn) € RR, 
及 nn 阶 非 负 定 对 称 矩阵 A = [Ajxrl, 即 满足 下 列 条 件 的 矩阵 : 对 任意 实数 由,… ,nn, 有 


> AjxTINk > 0 Mk = Ab (1) 


j,k=1 


此 外 ， 如 (1) 中 前 式 当 且 仅 当 一 切 力 =0 时 等 号 成 立 ， 则 称 A 为 正定 对 称 的 . 考虑 定义 在 
了 上 的 、 t= (t1,° 7, tn) 的 函数 





HO = fl sty) = erp {iD mt -3 
j=1 


2 Ntite), (2) 


Dk=1 
采用 矩阵 记号 ， 可 改写 (2) 为 
f(t) = exp{ imt 一 atAt (3) 


其 中 刀 为 t 的 转 置 矩阵 ， 
今 证 jb 为 二 元 特征 函数 .实际 上 ， 设 A 正定 ， 由 概率 知 结论 正确 ， 而 且 它 所 对 应 
的 分 布 有 密度 函数 为 





1 了 
(2x)"/2 exp [一 5 》、 ajk (Yj — mj) (Ys 一 ma 
3,Kk=1 


这 里 [ajx] = A 是 A 的 道 矩 阵 ， 如 果 A 不 是 正定 的 ， 对 任意 正 整 数 s, 令 As。 = A + 11, (I 
为 n 阶 么 矩阵 ， 其 元 为 6;), 则 由 (1) 


/ 


1 1 
nAsn = nA 十 97 > sm 


故 A, 为 正定 的 ; 如 上 所 述 | 
f(t) = exp {imt’ — 3tAst'} 





:详细 的 叙述 与 迹 明 可 见 参考 书目 中 [15 
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是 m” 元 特征 函数 ， 因 为 | 
flt) = f(t)exp { 一 元 弛 下 ， 


所 以 f(t) 在 t 的 任意 有 界 集 上 一 致 收敛 于 f(t), 从 而 得 证 f(t) 也 是 m 元 特征 函数 ， 

称 f(t) 所 决定 的 分 布 为 n 维 正 态 分 布 , 特别 ， 当 A 不 是 正定 ， 即 A 的 行列 式 |A|=0 
时 ， 称 此 正 态 分 布 为 退化 的 . 

由 于 nn 维 正 态 分 布 由 mm 及 A 决定 ， 故 记 它 为 N(m,A); 如 n= 1, 则 化 为 N(m,o?), 通 
常 简写 后 者 为 N(m,o), 我 们 以 后 也 采用 这 个 简单 的 记号 . 如 果 o = 0 分 布 退化 而 质量 集中 
在 一 个 点 m 上 . 注意 o 总 是 非 负数 . 

(二 ) 称 随机 变量 集 X(w) = (z(w)) 为 正 态 系 , 如 果 它 的 任意 有 穷 多 个 元 z1(w),…， 
zn(w) 的 联合 分 布 是 维 正 态 的 ， 由 此 立 知 : X(w) 的 任 一 子 集 是 正 态 系 ; 反之 ， 如 某 随 
机 变量 集 的 任 一 有 穷 子 集 是 正 态 系 ， 那 么 它 本 身 也 是 正 态 系 . 

定理 1 为 使 随机 变量 集 X(w) 是 正 态 系 ， 充 分 与 必要 条 件 是 X(w) 中 任意 有 穷 多 个 
元 的 线性 组 合 的 分 布 是 一 维 正 态 的 . 

证 根据 上 述 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 只 要 对 有 穷 集 X(w) 作证 明 . 设 


天 (w) 一 {fziwo)j,rz(w)， 机 ,Tn(w)}. 


充分 性 : 由 假定 ， 对 任意 实数 aj(i = 1,…,n), 随机 变量 


Y(w) = >》 ojzji(w) 


ji 
有 一 维 正 态 分 布 ， 由 此 推出 ， 每 个 zx; 都 是 正 态 的 .由 于 正 态 分 布 有 各 级 矩 ， 故 
mj 一 Ezy, Ni;= BE(z;— mi) (4) 
有 穷 再 由 Blz; -mjllzk -mx| < VFXik < oo 知 
Nk = E(z; 一 mn) — my) (5) 


也 有 穷 . 由 此 立 得 n n 
EY = >， mj Qj;, D2Y 三 》， Mjkajak, 


J=1 j,k=1 


而 YY 有 分 布 为 N( > mjQj, | bo 有 特征 晒 数 为 
j= 上 二 


| n {2 nn 
EleitY) = ~ {#5 mjaj 一 可 》， Noson). 


I=1 也 天 一 了 


令 t1=1, 得 _ 
i) ajzi 


: . n 1 n 
al。 7 一 :1 ) = exp {> mjaj;— 了 >», Nosor (6) 


了 天 一 1 





由 于 a; € Ri 可 任意 ， 上 式 表示 z1,…,zn 的 分 布 是 nn 维 正 态 的 . 
必要 性 : 设 rz，……,zn 的 联合 分 布 为 N(m,A), m = (mi,… ,mn), A 二 (jr), 则 对 任意 
实数 al ,an 有 


oj n 1 n 
5(e j=1 ) = exp {i 区 MjQ; 一 3 2 Noo 
I=1 2, 二 1 
考虑 Ti Tn 的 任 一 线性 组 合 


n 
2 一 ao 十 y QjTj, 
I=1 


Em 


. iD, 已 了 并 了 ， i (az 
E(e't2) 一 Be j=1 ) 一 ce 人。 j=1 ) 


3 (ost)(ond) | 


， 1 
一 etaot exp | >》, mj(ajt) — 3 
I=1 Dk=1 


n 2 n 
. t 
= exp {i(e 十 > or 一 可 》 wearet|， 
j=1 


了 ,大 一 


这 表示 2 的 分 布 为 wm + osm Xxasot ) 0 
了 7 一 Tk=1 


至 于 (2) 中 常数 mj, 和 jx 的 概率 意义 则 有 
系 1 设 关 (w) = (x1(w),…,xn(w)) 的 特征 函数 为 (2), 则 


mj = Ezjy, Nk = E(z;— mi)(Tk — me). (7) 


证 根据 定理 1 知 xz1(w),…,za(w) 的 任 一 线性 组 合 有 一 维 正 态 分 布 ， 仿照 定理 1 充分 
性 部 分 的 证 明 (参看 (4)-(6)), 知 存 在 


mj = Ez;, Wk = E(z;— mj)(Tk — my), 


而 且 XX(w) 的 特征 函数 是 


由 假定 ， 它 应 等 于 (2) 中 右 方 项 ， 由 此 并 利用 &; 的 任意 性 及 和 js = 和 kj, 和 jx = 和 wj, 即 得 
my = mj, Ajk 一 入 了 . 口 


正 态 分 布 随机 变量 具有 重要 特性 : 独立 性 与 不 相关 性 是 等 价 的 ， 精 确 些 说 ， 就 是 
引 理 1 设 X(o) = (zi(w)…zn(w)) 的 分 布 是 n 维 正 态 的 ， 则 不 相关 性 即 


Mx =0 (7 Ak) 
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是 z1(w),… ,zn(w) 相互 独立 的 充分 与 必要 条 件 . 
证 如 不 相关 ， 则 (2) 化 为 


f(t) = 和 > mjt; — 3 3 5) -1 一 je {imss 一 278}. 


既然 exp {imjtjy 一 jj 好} 是 一 维 正 态 分 布 N(mj, VAii) 的 特征 函数 , 故 由 上 式 即 知 z1(w),….， 
zn(w) 相互 独立 ， 而 且 zj(w) 的 分 布 是 N(mj, VAj7)( 如 Aj; =0, 则 退化 为 集中 在 m; 上 的 单 
点 分 布 ). 这 便 证 明了 充分 性 ， 至 于 必要 性 则 是 一 般 随 机 变量 所 公共 具有 的 : 


Np = E(tj; — mj)(Tk — mE) 三 五 (zi — mi;): E(zk — mk) = 0.0 
引 理 2 设 一 维 正 态 分 布 列 Fn = N(mn,Vdn) 弱 收 敛 于 一 维 分 布 F, 则 极限 


m= im mn, d= lim dn (8) 


nO0 


存在 ， 而 且 已 = N(m,Vd)， 
证 设 束 ,下 的 特征 函数 分 别 为 万 及 所 由 假定 


/= Jim, fl = ep {imot— 党 #}, (9) 


因此 ， 如 能 证 明 (8) 中 二 极限 存在 ， 则 引 理 得 以 证 明 . 
由 (9) 
exp (— Se) = AGO 1 


因 f(t) 连续 而 且 f(0) = 1, 故 必 存在 如 大 0 使 Ato) 关 0 从 而 一 dnt2 一 log |f(to)| 关 一 00, 故 
得 证 极限 4 = lim d。 存在 . 


由 上 一 _ 段 证 明 及 及 与 已 知 ， 关 于 te [0,1] 一 致 地 有 e 轨 一 e 扣 ,f(t) 一 四 因而 
eimnt = 户 (He 于 -te 后 ， (10) 


故 得 
f(Des*|= lim le™"|=1. 


今 取 积 分 路 线 


On: =e™t, Osgtgl1 
C: 《5= De 入 ,0<tskl， 


由 (10)，Cn 一 C,( 即 指 表示 Cn 的 函数 em 在 0 < t < 1 上 一 致 收敛 于 表示 C 的 函数 
Hbe 拓 ). 既然 在 积分 路 上 ，| 引 = 1 工头 0, 故 


和 
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即 极限 mm = im mn 存在 . 口 

出 定理 1 及 引 理 2 知 正 态 系 X 具有 下 列 性 质 . 

定理 2 设 铸 = (z(w)) 是 正 态 系 ， 则 

A.X 所 张 成 的 线性 集 L(X)( 即 由 中 有 穷 多 个 元 的 线性 组 合 全 体 构 成 的 集 ) 是 正 态 
系 ; 

B. 在 依 概率 收敛 意义 下 ，X 的 闭 包 XX( 即 指针 中 任 一 元 可 表 为 六 中 某 一 列 相同 或 不 
相同 的 元 在 依 概率 收敛 下 的 极限 ) 是 正 态 系 ; 故 L(X) 也 是 . 

证 A.Z(X) 中 有 穷 多 个 元 的 线性 组 合 可 表 为 X 中 有 穷 多 个 元 的 线性 组 合 ， 故 两 次 用 
定理 1 即 得 . 

B. 任 取 有 穷 多 个 元 zi E 又 ,1 = 二 1,:…,k. 令 


Ti=P lim zin, Zin € X, 
no00 


则 Da 二 P lim, (airin), 因而 Da 的 分 布 瓦 验收 全 于 Dar 的 分 布 F. 但 
> ozin 有 正 态 分 布 ， 故 由 引 理 2 知 叶 asz 因而 oo + 人 wz 也 有 正 态 分 布 ， 利 用 定理 1 
即 得 所 和 欲 证 . 口 

(三 ) 考虑 复 随机 过 程 X(w) = {ze(w),t ET}, 其 中 每 rt(w) 是 复 值 随机 变量 ， 设 二 级 抵 
Elzil? < co,teT, 因 之 也 存在 





ml(t) = Ez:(w) (11) 
及 一 -一 一 一 一 一 一 一 
Ms,t) = E(xs — zsj(zt 一 瑟 zi) = Ezsz: — m(s)mlt). (12) 
引 理 3 函数 A(s,1t) (s,te T) 具有 下 列 性 质 
(a) Ms,t) = Xt, 3); (13) 
(b) 非 负 定性 : 对 任意 妇 e 7T, 任意 复数 oj = 1,…,n, 有 
>, Mtj,te)asae > 0. (14) 
j=1 


证 (a) 由 (12) 直接 推出 (14) 左 方 值 等 于 
a| > >», (z(t;) ~ m(t;)) (z(t) — mtorr| 


j,k=1 


- sl{ Dl) - 本 Da- me 


k=1 





2 


二 E 之 0. 口 





D(z(6) — m(t))o; 
J=1 





称 复 过 程 z(t,w) = zi(t,w)+iz2(t,w) 为 正 态 的 1, 如 随机 变量 集 {zx1(t;w), z2(t,w),t ET} 
是 正 态 系 . 
:以 后 a1, a2 表 复 数 a = al + ia2 的 实 、 虚 部 分 . 








定理 3 设 了 为 任 一 参数 集 ，m(b(t e T) 为 任意 复 值 函数 ，X(sb (ste T) 为 任意 满 
足 条 件 (a),(b) 的 函数 ， 于 是 必 存 在 正 态 过 程 X = {zi(w),te T}, 使 (11),(12) 成 立 ; 而 且 如 
m(t), As, 是 实 值 函数 ， 则 可 取 X 的 实 正 态 过 程 

证 先 设 m(b, X(s, 为 实 值 函 数 , 使 (a),(b) 满足 . 对 任意 交 个 值 ， 三 ET 了 = 
造 m 维 正 态 分 布 N(m,A), 这 里 ma = (m(t)，……m 人 (tn)) 而 A= (Mbith)) 是 级 矩阵 ; 换 言 
之 ， 这 分 布 的 特征 函数 是 


n 


exp { 2 mlti)o; 一 > >， Mrtoan| ， (15) 
I=1 有 


j,k=1 


在 (15) 中 仿 o = 0,n? < 和 mu 则 (15) 化 为 m 维 正 态 分 布 N(m?,A?) 的 特征 函数 ， 这 里 
Im = (m(t1),…,m(tno)) 而 A? 是 mo 级 矩阵 (和 (tj,tk)), jk < n9. 因此 ， 由 (15) 决定 的 有 穷 
维 分 布 族 是 相 容 的 ， 由 随机 过 程 的 存在 定理 ， 可 找到 实 值 正 态 过 程 {z:(w),t € T}, 满足 条 
件 (a),(b). 
现在 考虑 取 复 值 的 m(t) 与 和 A(s,t). 如 果 能 找到 复 过 程 z(t,w) = zi(t,w) + iz2(t,w), 满足 
条 件 
Ezi(t) = milt), Ez2(t) = m2(t); 


Bzi(s)w(t) ~ Ezi(s). Ezi(t) = 3Au(s,t); 


1 (16) 
五 zz(s)z2(t — Ezr2(s). Er2(t) = 2X1(s,t); 
Ex1(s)x2(t) - Ezxi(s): Ezx2(t) = -5X2(s,); 
则 {zz(w),te 7 满足 (11),(12). 实际 上 ， 由 (a) 
.A1(s,t) = A1(t,s), M2l(s,t) = —A2lt, s). (17) 


然后 以 (16) 代入 (11),(12) 的 右 方 ， 所 得 即 分 别 为 (11),(12) 的 左 方 值 . 

因此 ， 只 要 证 明 的 确 存 在 满足 (16) 的 复 正 态 过 程 {z(t,w),te T}. 为 证 此 , 我 们 利用 上 
面 对 实 值 情况 已 证 明 的 结果 ， 只 要 证 具有 性 质 (16) 的 {x1(t,w), z2(t,w),t e T} 中 ， 任 意 有 
穷 个 的 协 方差 矩阵 是 对 称 的 ， 非 负 定 的 ,不 失 一 般 性 ! ,只 要 对 n 对 随机 变量 z1(t;), zx2(t;) 
(7 = 1,…,n) 作证 明 . 这 样 一 来 ， 剩 下 的 问题 只 是 证 明 2n 级 矩阵 


Mt) 加) Mb) 1 Nt tn) 

pp) = | ma ee Ants) ality) a(t) 
7 —A2(t1t1) 7 Mt) Atti) 7 AAI,tn) 
—AM2(t1, tn) “ —A2 (tn, tn) Ailtn, t1) “ AM1(tn, tn) 





1 对 称 非 负 定 和 矩阵 的 主子 式 也 是 对 称 非 负 定 的 ， 因 此 ， 例 如 给 定 的 是 z1(t1); xz2(t2), xz2(t3), 则 可 把 它们 配 成 双 而 考 
处 z1(t1), zi1(t2), 1(t3); 22(t1), zz(tz),za(ta). 





是 对 称 的 ， 非 负 定 的 . 对 称 性 由 (17) 易 见 ; 为 证 非 负 定 性 ， 只 需 证 对 任意 实数 ”a1,:… ,azn， 
和 数 


2n n 
1 
dpijkajak =3 Do Nt ti)(ajag + antjontk) 
jk=1 jk=1 
1 n 
+ 3 Nalésti) (ntjak ~ jantk) (18) 
Dhl 


非 负 ， 然 而 根据 假定 (14), 有 


>, M(tj, tk) (a; 一 tan+7)(ak 十 ian+k) 
下 一 


她 四 nn 
2 
>》 ， 和 (好 ,不 )(ajak + Gantjantk) 一 5 D>, Mt, te) (antjok — Qjantk), 
k=1 j,k=1 


以 和 (tj,tk) 二 和 (ty,tk) 十 iAz(tj,tx) 代入 上 式 ， 把 最 后 一 方 分 解 为 虚实 二 部 分 ， 因 为 最 后 一 
方 是 实 值 (> 0), 故 虚 部 应 为 0, 而 实 部 则 恰好 等 于 (18) 式 中 右 方 的 值 . 这 样 便 证 明了 非 负 
定性 .， 口 
注 1 在 定理 3 的 证 明 中 ， 根 据 (16) 所 造 出 的 复 值 过 程 z(t) = zi 的 +izs( (te T) 还 
满足 
Ezx(s)z(t) = m(s)m(t). (19) 


实际 上 ， 利 用 (16) 得 上 式 左 方 : 
Ezi(s)z1(t) + iBz2(s)z1(t) + iEz1(s)z2(t) — Ez2(s)z2(t) 
= mi(s)mi(t) + 二 has 4 imi(t)m2(s) — at 
+ima(sjmatb) ~ SAa(s,t) -ma(sjmatt) - 3X1(s,t), 
由 (17), 上 式 右 方 化 为 
Ima(s) 二 ama(s]maft) + ima(t)] = mm(sjmi(， 


注 2 试问 满足 (11),(12) 的 正 态 过 程 是 否 唯一 ? 这 问题 的 准确 提 法 是 : 满足 (11),(12) 
的 相 容 的 有 穷 维 正 态 分布 族 是 否 唯 一 ? 在 实 值 情况 答案 肯定 ， 因 为 % 维 正 态 分 布 N(m, A) 


2n 2n 
> Pik Qjdk = > Pik (bi + icy)(bk ~ ick) 
了 天 一 上 天 一 
2n 


一 p> Pik [bibk + ejck + ibkc; — ibjck), © 
了 大王 1 


由 于 pjk = pkz, 改 庶 部 为 0, 而 实 部 则 由 上 所 证 为 非 负 . 
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完全 由 m 及 A 决定 . 在 复 值 情形 ， 可 以 证 明 ， 满 足 (11),(12) 及 (19) 三 条 件 的 正 态 过 程 唯 
一 : 实际 上 ， 由 此 三 条 件 得 二 方程 


Ez(s)z(t) = Ms,t) + m(s)m(t), Ez(s)z(t) = m(s)m(t). 

以 z= zi 十 iz2, 入 二 和 十 iA2, m= mi+im2 ( 自 变量 省 去 ) 代入 上 二 式 中 ， 比较 虚 实 部 分 得 四 
个 方程 . 由 此 四 方程 可 唯一 确定 Ezi(s)z1(t), Ez1(s)z2(t), Eri(t)z2(s) 与 Bz2a(s)z2(). 此 外 ， 
(11) 还 确定 了 Ezi(t) = mi(t), Bx2(t) = m2(t). 这 样 一 来 ， 正 态 系 {zx1(t,w), x2(t,w),t € TT} 的 
联合 分 布 便 唯一 确定 . 

根据 定理 3, 可 见 当 研 究 任意 具有 有 穷 二 级 矩 过 程 {z(t,w),t e 全 }, Blz(t)|? < oo 的 均 方 
性 质 ( 即 可 用 一 二 级 矩 来 表达 的 性 质 ) 时 ， 不 妨 假定 该 过 程 为 正 态 过 程 . 

实际 上 ， 令 

m(t) = Ez(t). Ms,t) = E(z(s) — m(s) 0D —mtd)). 


由 引 理 3, 此 X(s,t) 满足 条 件 (a),(b). 根据 定理 3, 可 找到 正 态 过 程 {z(t,w),t Ee T}, 使 
m(t) = Ez(t), Ms,t) = E(x(s) — m(s)) (z(t) — m(t)). 
从 而 二 过 程 有 相同 的 均 方 性 质 ， 而且 如 {z(t,w),t eTT} 是 实 过 程 ， 则 {z(t,w),t eT} 也 可 选 


为 实 正 态 过 程 。 不 过 要 注意 的 是 ， 一 般 地 二 过 程 所 在 的 概率 空间 是 不 同 的 . 
实 值 正 态 过 程 的 一 个 特点 是 : 由 不 相关 性 


Ez(s)z(t) = Ez(s). Ez(t) (s,t €T), 


可 得 过 程 的 独立 性 ， 因 此 如 原来 的 实 值 过 程 {z(t,w),t e T} 满足 Ez(s)z(t) = Ez(s) . Ez(t)， 
那么 上 述 实 值 正 态 过 程 {z(t,w),te 7T} 甚至 可 取 为 独立 的 . 

称 随机 变量 集 {z(w)} 为 独立 的 ,如 其 中 任意 有 穷 多 个 元 是 独立 的 ; 称 复 过 程 {z(t,w),t e 
T} 是 独立 的 , 如 二 维 随机 矢量 族 {z1(t,w),zz(t,w)}, t ET, 是 独立 的 . 

继续 讨论 刚才 的 问题 . 如 果 原 来 的 复 值 过 程 {z(t,w),t e T} 满足 Bz(s)z(t) = Ez(s)Bz(t)， 
试问 如 上 所 造 的 满足 (19) 的 复 正 态 过 程 {z(t,w), te T} 是 否 也 独立 呢 ? 答案 仍然 肯定 . 因 
为 由 假定 及 (19), 同时 有 


Exz(s)z(t) = Ez(s)Ez(t), .Ez(s)z(t) = Ezx(s)Ez(t). 
由 此 二 式 得 
已 zi(s)zli(t) = Ez1(s)Ezi(t);, Ezi(s)r2(t) = Exi(s)Er2(t); 
Exa(s)z2(t) = Ex2(s) Ez2(t); Ex2(s)z1(t) = Exr2(s)Ezi(t). 


因此 , 正 态 系 {zx1(t,w),z2(t,w),t ET} 是 两 两 不 相关 的 , 从 而 是 独立 的 . 故 过程 {z(t,w),t eT} 
也 是 独立 的 . . 
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81.3 ”条 件 概 率 与 条 件数 学 期 望 


(一 ) 设 (0, 了 ,PP) 为 概率 空间 ，Q = (w), 2 是 和 大 的 子 c 代数 ，y(w) 是 某 随 机 变量 ， 
Ely| < cc. 

定义 1 具有 下 列 二 性 质 的 随机 变量 BylB5) 称 为 y(w) 关 于 8 的 条 件数 学 期 望 : (简称 
条 件 期 望 ), 如 果 

1.1. EB(y|8) 是 8B 可 测 函 数 ; 

1.2. 对 任意 4e 8, 有 

/EeelPlto) = yet) (1) 
A A 


定义 2 设 Ce 厂 为 任 一 事件 ， 则 它 的 示 性 函数 ， 即 


(6) 1， 如 we C， 
Xc (w) = 
0， 如 wEC， 


关于 8 的 条 件 期 望 称 为 C 关 于 8 的 条 件 概 率 , 记 为 P(C|B8). 
换言之 ， P(C|B8) 是 满足 以 下 二 条 件 的 随机 变量 : 
1.1'. P(C1B) 为 B 可 测 函 数 ; 
1.2'. 对 任意 4e 8, 有 
人 P(C|B)P(dw) = P(AC). (2) 


由 于 条 件 概率 是 条 件 期 望 的 特殊 情况 ， 故 只 要 讨论 后 者 就 够 了 ， 
为 使 定义 合理 ， 必 须 保 证 满足 条 件 1.1 及 1.2 的 随机 变量 存在 . 为 此 ， 注 意 (1) 的 右 方 
值 /yP(d) 是 8B 上 的 广义 测度 ， 而 且 8 在 上 ， 它 关于 测度 已 是 绝对 连续 的 ， 即 


当 P(4) = 0 时 ， /pw =0 


因此 ， 由 ? Radon-Nikodym 定理 可 见 : 满足 1.1, 1.2 的 随机 变量 E(y|8) 的 确 存 在 ， 而 且 一 - 
般 地 有 许多 个 ; 但 如 有 二 随机 变量 Bi(y|8) 及 Es(y|8) 都 满足 1.1 与 1.2, 那么 


Po :EtylB) = E2(y|B)) = 1. (3) 


既然 y 关于 8 的 条 件 期 望 一 般 不 唯一 ， 我 们 以 后 所 说 的 条 件 期 望 B(y|8), 只 是 指 它们 之 中 
的 一 个 代表 . 

例 1 设 8= (办 9). 为 使 E(y|8) 满足 1.1, 充分 与 必要 条 件 是 它 为 某 一 常数 , 即 E(y|B) = 
c. 为 使 1.2 成 立 ， 必须 也 只 须 c= Ey. 实际 上 ， 以 c 代 入 (1) 中 的 E(y|8), 并 取 4 = 9, 即 得 
c= Ey. 由 于 B 只 含 $,0 二 元 ， 故 此 c 使 (1) 对 任意 4&8 成立. 

特别 ， 如 YC 二 Xe, 则 E(xelB) 一 P(C)， 





“ 虐 然 B(g|B) 是 一 随机 变量 ， 明 确 些 应 把 妃 (y|B) 写成 E(y15)(w), 以 表明 它 是 w 的 函数 ， 这 里 及 以 后 都 略 去 了 w. 
关于 正面 的 P(C18) 也 如 此 ， 
“参看 附 篇 (五 ). 
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例 2 设 B=(bD,TQ),Der0<PD)<1L 万 -=Q_D 试 证 此 时 


B05; | P(e) = E(y|D)， 如 we D， 
E(ylB) = 2 (4) 
1 
a5 bo 
1 


PD y(w)P(dw) = E(y|D),， 如 w e 万 ， 


(5) 


PD ?CD) = PCCID), 如 weD, 
P(C|B) = 
P(C 万 ) = P(CID),， 如 we 万 


而 且 El5), P(CIB5) 是 唯一 的 ， 
实际 上 ， 为 使 1.1 成 立 ，E(y|8) 必须 也 只 须 旺 下 形 : 


如 w 
如 


Yb 
3 
8 
穆 
小 


so 加 = 人 


以 之 代入 (1) 并 令 4 二 万, 即 得 
aP(D) = yp) 


或 cl = pp) JpyP(ldw) = E(yID); 同样 证 明 co = E(y|D), 而 且 这 样 决定 的 cues 使 1.2 对 
一 切 4e 成立. 因此， 用 (4) 定义 的 B(y|8) 是 y 关于 B 的 条 件 期 望 的 一 个 代表 ， 今 设 
EE(y|8) 是 另 一 代表 .由 上 所 述 知 


及 Cl， 如 w e 也 ， 
ao 四 -人 二 
C2， 如 weED 


如 说 握 关 cu 则 P(E(y18) 关 瑟 (ylB)) > P(D) > 0, 这 与 (3) 矛盾 ， 故 抽 = cu 同样 入 = es. 

在 (4) 中 令 y(w) = xc(w), 即 得 (5). 

例 3 设 8= 天. 易 见 y 关 于 8 的 条 件 期 望 的 一 个 代表 就 是 y, 即 Byl5) = y(w) (a.s.). 
令 y=xc, 则 P(CIB) = xe(w) (a.s.). 

，( 二 ) 试 研究 BCylB)( 特 别 地 ，P(ClB5)) 的 性 质 . 由 于 E(y|8) 是 用 可 测 性 1.1 和 积分 性 

质 1.2 定义 的 ， 符 易 想 到 关于 通常 的 勒 贝 格 积分 的 性 质 对 E(y|8) 也 成 立 . | 

以 下 的 等 式 ， 不 等 式 或 极限 关系 式 都 是 以 概率 1 成 立 的 ， 又 y(w), yi(w) 都 是 随机 变 
量 ， 而 且 Ely| < co, Blyi| < oo. 以 后 不 再 一 一 声明 上 述 条 件 . 

A. 对 任意 Cc1€ Ri,c2 所 Ri, 有 


Elciy + c2y2|B) = ci E(y1|B8) + ceE(y2|B). 


证 我 们 先 来 说 明证 明 这 类 关系 式 的 一 般 方法 . 上 式 表示 c1E(wn|B) 二 czB(y2|8) 是 
ciy1 十 c2y2 关于 B 的 条 件 期 望 的 一 个 代表 ， 由 定义 只 要 证 明 : cl 五 (oa 5) 十 czB(y2o|B8) 是 关 
于 8 可 测 的 随机 变量 ; 而且 对 任意 4e B, 有 


(所 ,2 常数 )， 


VA (y118) + csB(yalB)IP do) = { (crm + ca) Paw), (6) 
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这 里 ， 由 BE(yi|8) 的 定义 ， 它 们 都 是 已 可 测 的 ， 故 ciBE(m1B)+caB(yalB) 也 是 8 可 测 ; 
又 因 对 4e 8, 有 


/ E(yi|B)P(dw) = / yiP(dw) (i=1,2), 
A A 


以 c; 乘 上 式 两 边 后 对 1i = 1,2 求 和 即 得 (6). 口 
B. 如 y 之 0, 则 E(y| 8B)>>0. 
证 令 A4=(w:E(y|B8) < 0)， Am = (w : E(y| B) < — 去 ). 则 4=U4， 


-元 P(haJ> 人 Be 加 Pi) = 人 yPldo) > 


故 P(Am) = 0 P(A4) < P(Am) = 0. 口 
C. |E(y| B)| < E(Iy|| B). 
证 由 B, 有 (ly| -yl5)>0, 由 此 及 4 得 EB(y| 8) < E(lyl| 8)， 


-E(y| B)= E(~yl 8) <« E(ly|| B). OD 
D . 设 0< yn?y, Byl< oo, 则 
El(yn|8) 1 E(y|B); 
证 由 B,0< E(w|8) < E(yz18) < … (a.s.), 故 对 几乎 一 切 w 存 在 极限 im E(y。8); 在 


极限 不 存在 的 w 上 补 定义 为 0, 经 过 这 样 补 定义 后 的 极限 是 8 可 测 的 . 为 证 它 等 于 E(y|8)， 
只 要 注意 ， 用 积分 单调 收敛 定理 两 次 ， 对 任意 4& 8B, 有 


/ lim E(y,lB8)P(dw) = lim / E(yn|B)P(dw) 
下 co 也 一 OO A 

= lim /wriaw)= | lim wmPlaw) = f yP(dw). 0 
E. 设 yh 一 y, |yn| < 72, Ez < o0, 则 


E(yn|B) 一 E(y|B). 
z+ = sup Yntk; Zn = inf zk 
” ke20 ”kz>0 


Og<z-zt1r—y, 0<z+2 Tr+y. 
故 由 也 
Blz 一 对 BT Elz — yl8); 
E(z+ zi,|B8) 1? E(z + y|B). 
1 数列 an Ta 表 an < on+1， mon = ai 类 似 定义 an 1 a. 集 列 hn T 4 表 AnC Ant1, 4 = [An; 类 似 地 ， 





An 14 表 An DD Anti, A4= 门 An. 


n 
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从 而 
E(zx|B8) | E(y|B8), El(zi|8)? E(y|B). 


最 后 只 要 注意 ， 由 于 B 
E(zi|8) < E(yn|B) < E(z+|B). O 


F. 如 z(w) 对 58 可 测 ， Elyz| < co, Ely| < co, 则 


E(yz|B) = zE(y|B). (7) 


证 令 £= {z(w) :Elyz| < oo}, 工 = {z(w): 使 (7) 成 立 } 由 A,D 知 工 是 一 LC- 系 . 但 当 


z 二 Xxw (Me B) 时 


/ap 四 = sp 四 = 人 Pa = 人 zolBPldu 
= 人 xvBelBJPUj= 人 :BelBJPG) (4e 司 
既然 2E(y|8) 明显 地 是 5 可 测 的 ， 故 
Xm EL(M EB). 


根据 附 篇 引 理 4, 即 得 证 ， 口 
G. 如 y(w) 为 8 可 测 ， 则 E(y|8) = y. 
证 因此 时 y 具 备 1.1 及 1.2 中 对 E(y|8) 所 需 的 性 质 ， 口 
H. 如 B11 C B82 CC 大, 则 


E[E(ylB82)|B81] = E(y|B1) = E[E(y|B1)|B2l. 
证 为 证 前 一 等 式 ， 只 要 注意 如 4 € 8B, 则 A& Bo, 故 
| Bt) Plaw) = yplaw) = { BlylBs) Pd) 
A A A 


为 证 后 一 等 式 ， 注 意 BE(y|81) 为 82 可 测 ， 然 后 应 用 G 即 可 . 口 

条 件数 学 期 望 还 有 一 些 重要 的 性 质 ， 见 89.2 定理 3, 89.3 定理 1 及 $81.4 引 理 2. 

取 随 机 变量 为 可 测 集 的 示 性 函数 ， 由 条 件数 学 期 望 的 性 质 立 得 条 件 概 率 的 性 质 . 试 举 
其 中 若干 如 下 : 设 Ae 了 , 4, € 大 . 

a. 0O< P(4|5) < 1. 

b. 如 P(4) = 0 则 P(4IB) =0 如 P(4)=1, 则 P(4|8)=1. 

c. 如 AnsT4 或 4, 44, 则 | 


lim P(An]B) = P(AIB). 
d. 如 有 穷 个 或 可 列 个 4， 互 不 相交 ， 则 
P(Uanls) = 》, P(4n|B)， 
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证 a. 1-x >0 由 B, EU- 盖 5) 关 0 由 A,1= 瑟 15) > E(x,18) = P(A4I8). 类 似 
证 0 < P(4|B). 

b. 如 P(4) = 0, 直接 由 P(418) 的 定义 知 P(4|B8) = 0. 另 一 结论 可 自 此 结论 推出 ， 
考虑 补 集 4. 

c 如 An 了 4, Xxa, Txa, 由 D 嗓 得 所 欲 证 ， 如 4。 4 4, 则 补 集 4 1 4. 

d. 由 4 知 结论 对 有 穷 个 4 正确 ; 由 < 知 对 可 列 个 也 对 ， 口 

条 件 概 率 相 应 于 互 G, 五 的 性 质 也 不 难 转述 . 

(三 ) 设 {zi(w),t ET} 为 一 族 取 值 于 可 测 空间 (E,o) 中 的 随机 变量 ， 称 E(yIF{z1,t € 
了 T})) 为 实 值 随机 变量 y 关 于 {zi,t eT} 的 条 件 期 望 , 并 简 记 为 B(ylzi,t € T). 

今 设 T= (1,2,…,n) 而 考虑 B(y|z1,… ,zn), 它 是 {x1,…,zn} 可 测 的 . 由 附 篇 引 理 6， 
存在 定义 在 EB"=Ex…x 巨 上 的 co"=ox.…xo 可 测 实 值 函 数 f(z1,…,zn), (zi ee 五 ), 使 


Elylzi(w), ,zn(w)) = zi) …zn(w))， (8) 


我 们 称 … zn) 为 y 在 条 件 “z1(w) = 2 za(w) = zm" 下 的 条 件 期 望 , 并 记 为 E(ylz1 = 
Zl 一 = zn); 换 言 之 ， 定义 


五 (ylzl = Z1 ,Tn = zn) = (zi ,Zn). 


于 是 BE(ylzi 二 Zzn 三 2) 是 EB" 上 的 nn 元 z1,…,z 的 函数 ， 具 有 性 质 : 
3.1. 它 是 o" 可 测 的 . 
3.2. 对 任意 Beo", 有 


/ y(w)P(dw) = / E(yz1 = z1,* ,Tn = Zn) Px (dz). (9) 
(X(w)EB) B 


这 里 天 (ww) = (zi(w) ,Zn(w)), ZzZ = 二 (如,… zn); 而 Px 为 六 (w) 的 分 布 它 是 o" 上 的 
概率 测度 . 。 
实际 上 ， 由 f(a,…,zx) 的 vo? 可 测 性 即 得 3.1 由 测度 论 中 积分 变换 定理 得 


/yoPldo)= / E(ylzn ,zn)P(dw) 
(X(w)EB) (X(w)EB) 


= f(z1(w), rn(w))P(dw) 
(X(w)EB) 


-人 f(z1,- ‘, Zn) Px( (dz) 
一 / E(ylzi 二 21 ,Tn 二 zn) Px (dz). 
B 


$1.4 ” 半 拷 序列 
(一 ) 设 T(C [co,ooj) 为 有 序 集 ， 序 关系 ! 记 作 “<”. 随机 过 程 {z:(w),t eT}, 如 果 满 
是 Elzt| < co, 而 且 对 任 一 对 s < 上 有 
rs = E(xilzu,u < s) (a.s.), (1) 
"如 读者 不 熟悉 序 的 概念 ， 可 简单 地 理解 “<” 为 “<", 即 可 读 下 文 ， 本 节 只 在 第 十 章 中 用 到 . 
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则 称 此 过 程 为 蒜 . 显然 ， 条 件 1 等 价 于 : 对 任意 4e Ffzwu < 引 , 有 
/=PGw -人 ap (2) 


如 将 上 述 定义 的 (1) 式 中 “=” 换 为 “<”, 则 过 程 称 为 半 蒜 .: 
以 下 无 特别 声明 时 ， 总 设 了 = (1 2… 小 其 中 序 关 系 “<” 即 自然 序 . 这 时 条 件 (1) 等 
价 于 


rn = Brasilr1, za) (a.s.). (3) 
事实 上 ， (3) 是 ( 的 特殊 情形 ， 反 之 ， 由 (3) 知 

zn 一 已 (zklzi za) (as 
对 k= 1 正确 ; 今 设 它 对 k=m 也 正确 ， 则 由 (3) 及 $1.3 五 得 


E(xn+m+1lz1,.. ,zn) = E[E(zn+m+ilT1, yzZn+mjlzl Znj 


一 E(zn+mlT1, se , Tn) = 了 n (a.s.)， 


这 便 证 明了 (1). 
， 关于 半角 与 对 的 关系 有 1 
引 理 1 任 一 半 款 {z%,n > 0} 可 分 解 为 


Zn 二 Zn 十 Tr, (4) 


其 中 {zx%,n > 0} 为 堵 而 0 < zx’ < x1 (a.s.). 
证 定义 zi 令 z=0， 


2 = 》{B(zklz ze) 一 zk (5) 
k=2 ， 


由 于 {zn,n > 0} 为 半 靳 ， 故 0 < zr 入 mi (a.s.). 其 次 


n+1 
E(xnnilz1, ,zn) = B( [eur 一 > {E(zklzl DR-1) 一 mx- Ex 和 测 in] 
大 一 2 
ma 十 1 
一 E(zn+1|z1,: 六 ,Tn) 一 》 [BE(zk|lzu， 机 ,Tk_1) 一 Zk-1] 
k—2 
nh 
一 Zn 一 》 [BE(zk|lcl， 1 一 IE1] 一 Zn 一 2 = x (a.s.), 
k=2 


作用 于 上 式 两 端 ， 再 用 一 次 $1.3 中 的 开 与 G, 得 


忌 (zn rar ,rn) = Zn (a.s.). (6) 





1 当代 文献 则 称 为 下 驶 
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nn 


由 (5) 知 Ezn = 省 (Bzk 一 Ezk-1), 帮 zY 可 积 从 而 Elz%| < Blzn|+lzh| < o0. 这 与 (6) 结 


天 一 2 
合 便 得 证 {zx%,n > 0} 是 一 款 序 列 . 口 
由 于 引 理 1, 在 某 些 问题 中 可 把 对 半 抽 的 研究 化 为 对 款 的 研究 . 
下 面 的 引 理 ， 可 以 帮助 我 们 由 已 给 半 拷 作出 许多 新 的 半 靳 ， 考虑 定义 在 有 穷 或 无 穷 开 
区 间 Tc Ri 上 的 函数 g(z), 称 它 在 TT 上 是 是 的 , 如 对 任 二 点 z,y EI， 有 


(= 
2 





) < ieGe) + gy)). (7) 
引 理 2 设 g(z) 是 在 Ri 上 凸 的 连续 函数 ， 又 Bln(w)| < se, Elg()| < o0, 则 
9g(E(IB))S EC(g(mIB) (as). (8) 
证 以 S 表 全 体 有 理 数 的 集 ， 对 Xie 5, 定义 
GQ) = Pln(w) < MB) (9) 


其 中 P(w(w) < 和 i18) 是 条 件 概率 的 任 一 固定 的 代表 . 由 81.3 条 件 概 率 的 性 质 a,b,c,d 知 存在 
集 4， 使 P(A) = 0， 当 wEA 时 ， 作为 Ai ES 的 函数 ， G(Ai,w) 是 单调 不 减 ， 右 连 续 的 ， 而 
县 im_ G(X) =1 扩大 G 的 定义 域 到 一切 e 局 而 定义 


im G(XAi;,w)， 如 wE4， 
G(A,w) = $4 入 二 (10) 
下 (入 )， 如 w e 4， 


其 中 F(X) 是 任 一 固定 的 与 w 无 关 的 分 布 函 数 . 于 是 对 每 we mn, G(X,w) 是 一 个 分 布 函 数 ， 
从 而 产生 Ri 上 的 概率 测度 G(B,w), (Be 81). | 

令 M=(B:Be Bi, 而 且 G(B,w) 是 w 的 8 可 测 函 数 ), 则 AM 是 一 入 系 ， 由 (9),(10) 
知 At 含 一 切 (oo0,N, 故 由 附 篇 引 理 3 知 M = B1. 故 得 证 : 对 每 固定 的 Be B1, G(B,w) 是 
8 可 测 的 . 

记 £= (f(z) :为 B1 可 测 ， 而 且 EIf(m(w))| < oo0); 又 以 上 表 一 切 使 


E(f(n(w))|B) = 上 f(z)Gldz,w) (11) 


成 立 的 f(x) 的 集 . 易 见 工 是 一 L- 系 , 而 且 由 (9),(10) 知 工 包 含 一 切 (-oo0, 和 时 的 示 性 函数 ， 
故 由 附 篇 引 理 4 知 (11) 对 一 切 Bi 可 测 的 f(z) 成 立 ， 只 要 EIf(n(w)) < co. 特别 ， 由 假设 
知 (11) 对 f(z) = g(z) 及 f(z)=z 成 立 于 是 要 证 明 的 (8) 式 化 为 


sl [ zGldz,o)) <f Gd 


但 由 是 函数 理论 中 的 Jensen 不 等 式 : 可 知 ， 上 面 不 等 式 是 正确 的 口 
! 见 那 汤 惟 : 实 变 琢 数 论 ， 第 十 章 ， 85, 定理 6 
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注意 ， 我 们 早已 知道 ， 如 EIf(m)| < co, 则 
Ef(n) = 上 jz) Ed， 


这 里 丽 (z) = P(n < z) 是 7 的 分 布 函数 (11) 式 表示 ， 对 条 件 期 望 (了 (m)|B8) 也 有 积分 表 
达 式 ， 其 中 G(B,w) 称 为 9 关于 8 的 条 件 分 布 `. 
例 1 设 {yn} 为 独立 随机 变量 序列 ， 为 使 


n 
{zn,n > 0}, Tn = Dy 


是 蒜 ， 充 分 与 必要 条 件 是 Ey = 0,n >1. 此 由 


五 (n+llzl， ” ,Tn) 一 E(znl|z1, “0 ,Tn) 十 已 (yn+ilzl， ” ,Tn) 
二 Zn 十 E(ynt1ly, “0 ,Yn) 一 Zn 十 Eynt+1 二 Zn (a.s.) 


看 出 ， 上 式 中 用 到 $1.3 G 及 {y,} 的 独立 性 . 
例 2 上 例 一 般 可 化 为 : 设 {yn} 是 任 一 列 随机 变量 ， Ely,| < oo, 而 且 


E(yr+ilyi, ,Yn) =0 (n> 1), 


则 {zn,n > 0}, zn = Dy 构成 一 蒜 . 


例 3 设 z,yn(n > 0) 为 随机 变量 ， Elz| < co, 则 {zn,n > 0} 成 款 ， 这 里 z。= 
E(zly, ,yn). 实际 上 ， 简 记 A = F(z1, ,Tn), , = Fg, yn). 因 Zi 为 可 测 ， 故 
Foc 万 .由 3.3 也 得 . 


E(znti|fn) = E(E[z|Fn +) Fn) = E(z|Fn)- 
再 由 §1.3 H 及 G, 即 得 
E(znt1|Fn) = E(E(z|Fn,)|F0) = E(rn|F0) = Zn (a.s.). (12) 


例 4 例 3 的 一 般 化 可 叙述 如 下 : 任 取 随 机 变量 >, Elz| < ce 及 一 列 o 代数 及 Cc 
zn = E(z|F,), (13) 
则 {zn,n > 0} 成 加 ， 证 明 与 例 3 中 的 完全 一 样 . 
例 5 设 {zn,n > 0} 是 半 著 ， 则 {zt,n > 0} 是 半 贰 ， z+ 表 zn 的 非 负 部 分 2 . 实际 
上 ， 显 然 Blz+#| < oo. 在 引 理 2 中 取 g(z) = z+, 由 半 款 性 及 g(x) 的 单 增 性 得 
g(zn) 和 9g( 五 [za+llzl za) 和 E(g(zn41)|21,:…:, 2n), 


:在 [16] 中 称 为 n 关于 B 的 广义 条 件 分 布 . 
2 即 zt = zn, 如 wn 0; 否则 z = 0. 显然 z 直 = 3(zn 十 |zn|) 为 下 {zn} 可 测 ， 
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即 z+ < 已 (zz za) 再 用 $1.3G,H 即 得 


ri < P(ririlz?, ,zx). (14) 


类 似 地 可 以 证 明 : 如 半 款 zu >0 (a.s.) 或 者 {zn,n > 0}) 成 霓 ， 则 由 Blznj™ < oo(7 Zz 1) 
知 ， {znj" ,n> 0} 是 一 半 蒜 ， 

注 1 损 与 半 款 的 实际 背景 如 下 : 某 生产 队 第 年 生产 价值 设 为 zx 元 ，zn 是 随机 变 
量 . (zn41|z1,… ,Xn) 便 是 在 已 知 前 ?7 年 生产 价值 rz …,zn 的 条 件 下 ， 第 mn+1 年 的 平 
均 价 值 . 一 般 地 ， 生 产 队 在 第 ”+1 年初 计划 本 年 的 生产 时 ， 只 以 第 m” 年 的 生产 所 得 价值 
zn 为 本 金 ， 故 可 设 上 述 条 件 期 望 只 依赖 于 rz (与 z1,…,zn-1 无 关 ), 而 鞭 性 质 


E(rnt1lz1, ” ', Tn) = Tn, 


则 进一步 表明 生产 队 在 第 n+1 年 平均 所 得 仍 为 rw. 因此 ， 如 果 把 zw 全 部 投入 生产 ， 作 为 
第 n+1 年 的 本 金 时 ， 结 果 是 不 盈 也 不 亏 ， 而 半 蒜 则 表示 和 盈利， 自然 希望 知道 ， 经 过 多 年 
以 后 的 生产 价值 是 否 稳定 ， 数 学 上 便 是 研究 对 与 半 靳 的 收敛 性 ， 即 研究 lim rz。. (这 个 例 
子 在 资本 主义 国家 里 常用 赌博 的 话 来 表达 ， 有 一 种 赌 法 叫 Martingale, 这 个 字 的 另 一 种 中 
文 意思 是 " 蒜 ”. 这 也 许 是 所 以 命名 为 著 的 原因 . ) 

(二 ) 试 研究 款 的 收敛 性 ， 先 做 些 准备 工作 . 

设 已 给 闭 区 间 [6, 引 及 个 数 z1,…,zn. 如 果 自 z: 起 ， 顺 次 到 zw 自 区 间 的 左 方 到 右 
方 共 h 次 ， 便 说 z1,… ,zx 通过 [a,8] 的 次 数 为 h. 精确 些 说 : 令 


Th <a, Tk 之 6， Tks < a, Tka > 6,.…， 


其 中 是 第 一 个 使 ze < a 的 下 标 ，k2 是 所 以 后 第 一 个 使 zk > 的 下 标 ， 等 等 ， 设 i, 
是 这 样 得 到 的 最 后 一 个 下 标 ， 定 义 包 二 nn 十 1, 和 <j 了 gn. 如 果 上 述 的 上 一 个 也 不 存在 ， 
就 令 =k2==… = ==n 十 1. 如果 至 少 存在 一 个 右 , 则 对 每 个 k> 后 ,根据 £1,…, zk_1 
的 值 ， 可 以 决定 一 整数 7 使 kh < < kjri. 

当 ko < nn 时， 定义 通过 次 数 为 使 kz < n 的 最 大 整数 / 当 2 > n 时 ， 定 义 通 过 次 数 
为 0. 以 下 就 用 h 来 表 通 过 次 数 . hh 依赖 于 la, 

试 讨论 与 zi 间 的 关系 .为 此 ， 先 对 每 个 FE > 1 定义 一 数 读 : 如 果 上 hh, 令 读 =0; 
如 果 有 & > 后 , 则 定义 计 =0 或 1, 视 所 决定 的 7 是 奇 或 偶数 而 定 ， 先 设 h>0. 如 hl < 
则 ， 

Din(Th — Ta-1) = iks (Tks — Tp) + ee tian Thanss ~ Than) < (a — b)h; 
大 二 2 
如 An+l > 则 


>》 外 (zk 一 Tk-1) = tka (Tks 一 Tks) 十 十 bkah 3 (Zhan — Tkzh_2) + in(Tn 一 Tkzs ) 
k=2 


& (a ~ Oh + (zn — a); 


其 次 设 有 = 0, 这 时 左 方 和 为 0 而 第 一 个 不 等 式 显然 是 对 的 . 因此 不 论 在 哪 一 种 情况 ， 总 有 


n 


dir(Zk — Zk1) < (a— bh+ (rn — a)t. (15) 
k=2 
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现在 考虑 n 个 随机 变量 ri(w),…,zn(w). 当 w 固定 时 ， 它 们 是 ”个 通常 的 数 ， 故 可 如 
上 得 到 变数 K;(w) (= 及 (oh)) Ha(w) (= ha(w), 到 (wo) (= 计 (w)). 然后 令 ww 变动 ， 便 得 随机 变 
量 Ki(w), Hs(w), Tx(w) (kK > 1). I(w) 决定 于 zi1(0))…,Zk_1(w), 即 (ww) 为 {21,… ,Zk-1} 
可 测 1. 

引 理 3 设 z1,…,zn 是 半 蒜 ， 则 


(b— a)EH, < sup El(rx — a)t = E(zn — a)t. (16) 
kn 


证 以 此 半 拷 代入 (15), 取 数 学 期 望 ， 得 


> / (zk — wi)P(dw) < (a _ bEH, + E(r, — a)t. 
k=2" Tx=1 


由 半 靳 性 知 左 方 每 项 非 负 ， 因 而 
(6—a)EH, < E(vn — a)t. 


既然 Z1 一 0 ,Tn—a 也 是 半 识 ， 由 例 5 知 (zi 一 Q)+， “ , (Tn — a)+t 也 如 此 ， 于 是 五 (zi —a)t 
对 i 不 减 ， 故 
(b—a)EH, & E(rn — a)t = sup E(zxr — a)t. 口 
ken 


以 下 定理 解决 几乎 处 处 收敛 与 + 次 方 收 和 敛 问题 . 

定理 1 设 {zx%,n >0) 是 半 鞭 . 

( 如 sup Blzn| < 00, 则 zn 一 zz 有 穷 (as.), 而 且 Ex < sup 已 zt Blz| < sup Blznl. 
(这 当 且 仅 当 |z,1" 均匀 可 积 时 ， zn 一 zl 此 时 zn 一 z (as.). 

证 (以 4A 表 (w:z 不 收敛 ), 并 令 


Ass=(w2: lim rz <a<b< lim zr,), 
ri noo 


则 4= U4ow， 这 里 a,b 表 有 理 数 .由 此 可 见 ， 当 且 仅 当 每 一 4 为 零 测 集 时 ， 4 是 零 测 


集 . 
考虑 引 理 3 中 的 Ha, 当 NO0 时 ， H,1H. 显然 ， 如 WwW E Aa,b, 则 必 五 = oo. 因此 ， 
如 能 证 P( 五 = co) = 0 就 有 P(4ob) = 0. 由 引 理 3 


EH = sup EH, & sup El(zn — a)t/(b — o). (17) 
由 假设 E(x -a)t <& Elz, —al < sup Elzn|+lal < co, 因 之 sup EB(zn 一 a)t < eco, 故 (17) 的 右 
方 也 有 穷 ， 从 而 P(H = co) = 0. 这 样 便 证 明了 zn 一 > (a.s.), z 是 有 穷 或 无 穷 的 ， 由 Fatou 


引 理 得 Elz| < sup Elzn| < co, 从 而 知 > 有 穷 (a.s.). 按 z+ = 3(z 十 |z|) 及 zn 一 工 (a.s.), 得 
z+ 一 z+ (a.s.). 再 用 一 次 Fatou 引 理 ， 便 得 


Er < Ert < sup Er+. 


1 实际 上 ， (用 (w) = = {Ka(w) < 大 区 Kati(w)} e 和 下 [zi ,zk -ij,a 为 不 大 于 二 ! 的 最 大 正 整 数 . 


1&l&a 
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(让 如 zs 一 ztr>HD, 由 附 篇 (三 ) 段 知 lz 均匀 可 积 ， 反 之 ， 设 lz 对 其 ”> 1 均 
匀 可 积 ， 则 Blznl", 从 而 Blzn| < B21"|znl", 都 均匀 有 界 ， 故 由 (i) 得 zu 一 = (as.). 再 由 附 篇 
(三 ) 段 即 知 zn 一 z. 口 

注 2 对 半 识 ， sup Elzn| < co 等 价 于 sup 已 zt < oo, 实际 上 上， 显然， 由 前 者 得 后 者 ， 


由 半 革 性， 有 zz > Ezm(n > m). 因而 
2Ezrt = Ez, + Elrn| 2 Exit+ Elr,| (n > 1). 


既然 Ez 有 穷 ， 故 由 sup Ez+ < oo 得 sup Elzmn| < co. 


设 拷 列 zn 一 z (a.s.), 容易 想到 下 列 问题 : {zi1,z2,…,z} 是 否 也 成 拷 ? 从 注 1 中 的 解 
释 看 ， 这 问题 是 有 意义 的 ， 因 为 它 关 系 到 稳定 的 年 产 价值 是 否 仍 无 熏 亏 . 问题 的 答案 一 般 
是 否定 的 . 为 了 进一步 研究 ， 需 要 引进 下 面 的 概念 . 

说 对 (或 半 裔 ){ztbt e T} 右 闭 于 y, 如 果 {zi,t € T,y} 是 著 (或 半 著 ); 换 句 话说， 如 
Ely| < co, 并 且 对 每 te 了 有 


zt = E(ylzs,s < t) (或 zi < El(ylzs,s < t))(a.s.); (18) 


此 时 称 y 为 右 闭 元 . (18) 可 改写 为 : 对 任意 A e {xz。,s < 寺 ， 
[ ziP(dw) = 上 yP(dw) 或 [ ziP(dw) < 人 yP(dw). (19) 


如 果 和 对 (或 半 靳 ){zi,t e T} 既 右 闭 于 y, 又 右 财 于 z, 但 {zi,t € T,y,z} 成 著 (或 半 蒜 )， 
就 说 y 近 于 z; 如 果 y 近 于 任 一 其 它 右 闭 元 ， 便 说 y 是 最 近 的 . 

为 了 研究 闭 性 ， 需 要 下 面 一 个 有 关 不 等 式 : 

引 理 4 设 {z1,7z2,…,y} 是 半 靳 ， 则 对 每 。 > 0, 有 


cp(sup Tn 之 c) < / yP(dw); (20) 


(sup zn>c) 


又 如 此 半 蒜 之 元 非 负 (a.s.)( 或 此 半 诸 成 拷 ), 而 且 Elznl" < co, Elyl" < oo,r >1, 则 


crp(sup |zn| > ¢) < / yl P(aw). (21) 


sup Zn>e) 
证 分 解 


召 = (sup zn > c) 三 (Ja;, 
了 


其 中 4 = (ze < 0 一切 < 记 zy > cj, 4A = 如 (i 尖 加 . 于 是 由 条 件 期 望 的 定义 及 半 蒜 性 
人 P(t) =- 于 人 Po 于 / Blewk < n) Pd) 


> 人 zaP(do) > De P(An) = «P(B), 
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令 o Tc 即 得 (20). 由 例 5 及 (20) 得 (21). 口 
引 理 51 设 {zx1, 22,.…,y} 为 非 负 半 靳 ， 五 |zn|”< o%, Ely|" < %, 则 





Bt{sup z"} < (: 一 7) Bfy， r>1. 


证 由 引 理 4, 只 要 证 明 下 列 一 般 命 题 : 设 z,z 是 二 非 负 随机 变量 ，Ezx" < co, Ez" < co， 
又 对 一 切入 > 0, 有 


P{z(w) > A}<e zrP(dw) 
3 (z(w)>X) 


则 
E{z"} < (一 二 一) Ef{z"}, r>1. 
为 证 此 命题 ， 任 取 》 的 不 减 函 数 (和 ), > 0, 使 满足 w(0) = 0, Elw(z)| < oo, 则 
By =— { YO)dPlze) > < { Peto) > Wav) 


< / ”2 zrP(dw) = 上 zP(dw) [ “ OY 


(z(w)> 和 A) 
特别 ， 取 VN) = 和 A", 由 上 式 得 
E{z"} < 一 Bfzz] < {Bo} {Bz"} YY’, 


两 边 取 ”7 次 方 ， 得 
[E{zJ < (二 二) {Br}HE2")}", 


如 Ez" > 0, 由 此 式 即 得 命题 结论 ; 如 Ez" = 0, 则 命题 显然 正确 口 

定理 2 (i) 设 {zn,n > 0,y} 构成 拷 或 非 负 半 著 ,而且 Elzs|" < co, Elyl” < oour > 1 则 
TnT Tn 2 (a.s.). 

(这 设 {zn,n > 0} 成 半 靳 ， 如 对 某 7 > 1 zz 则 zn 一 zx (a.s.), 并 且 右 闭 于 zx, 还 可 
取 z 为 最 近 的 2. 

证 0) 令 Bn = (Iznl > 0,B= (sup |zn| 之 c)， 则 BD UB.. 由 引 理 4 


P(B) < 人 brPldo)s Elylr < oo 


于 是 当 c -co 时 ， P(B) 一 0, 从 而 /|yl"P(dw) -0. 利用 例 5, 对 任意 6 > 0, 当 。 充 分 大 
时 ， 有 

/ [znl"P(dw) < / Iyl"P(dw) < / ly P(dw) <&, 

B, B, B 


这 说 明 zz 均匀 可 积 ， 由 定理 1 即 得 证 (. 


1 此 引 理 在 第 十 章 中 有 用 ， 与 本 节 中 以 下 内 容 无 关 . 
?注意 = 只 是 概率 1 地 被 决定 . 
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(i) 由 zn 一 z 得 zw 二 az 根据 定理 1 还 有 zn 一 z (a.s.). 因为 
| /ea ~ f sre < fi, ~ z|P(dw) — 0, 
故 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 由 半 靳 性 得 
有 ZnP(dw) < / raimP(dw), (22) 


n 


其 中 B,, E F{z1,. Zn 令 m 一 0%, 得 
人 znP(dw) < 上 人 zrP(dw), 


n 


这 就 是 (19); 既然 Blz| < co, 故 得 证 {zw,n > 0} 右 闭 于 x. 
设 它 又 右 闭 于 2， 则 对 B,, 所 和 丰 {zl ,Zn}, 有 


人 rrmPldo)s 上 人 yP(dw). 


n n 


令 m 一 oo 得 
/ zPldo) < | yP(dw). (23) 
B, Bn, 
考虑 代数 UF{z1,… ,zn} 上 的 有 穷 测度 /4(y 一 z)P(dw), (注意 vy 一 z 可 积 ), 由 测度 扩张 定理 
及 (23), 它 可 唯一 地 扩展 成 为 UF{z1,…,zn}} = {z1,z2,…} 上 的 有 穷 测度 ， 而 且 


/pos pda (24) 

A A 

对 任意 4 e {zx1, 32,…} 成 立 ， 既 然 x 以 概率 1 等 于 一 个 了 {zi1, zn,…} 可 测 函 数 ， 故 在 一 

测度 为 0 的 集 上 改变 z 的 值 后 ， 可 设 z 关于 {zi,z。,…} 可 测 ， 从 而 上 式 也 对 任意 的 
4E 和 zz 小 = 和 Ffzizo , 7} 


成 立 ， 这 便 证 明了 所 取 的 z 的 最 近 性 ， 口 
应 用 上 述 定理 于 例 4, 便 得 
定理 3 设 {zn,n > 0} 是 例 4 中 的 圣 ， 则 


E(x|fn,) — E(r|F) (a.s.), (25) 


其 中 碟 。 是 含 一 切 万 (2 > 0) 的 最 小 o 代数 ， 如果 如 zl < coo, 7 之 1, 则 (25) 中 极限 还 可 以 
是 7 次 方 收敛 意义 下 的 . . 
证 先 证 {fzwm > 0} 闭 于 z. 回忆 Elz| < oo. 显然 由 (13) 得 {7z1,… ,Zn} C 万 ,, 故 由 
81.3H,G 有 
E(z|z1,.…, zn) = E(Elz|F,]|z1,:- ,Tn) 
三 巨 (zalzl ,Tn) = Tn (a.s.), (26) 
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故 z 是 右 闭 元 .由 定理 2(i) 知 存在 
im zn 一 yy (as. 及 1 工 方 收敛 下 ) (27) 


其 次 证 y = (2|Fw) (a.s.). 为 此 只 要 证 y 具备 决定 E(xz|F) 的 两 个 性 质 ( 即 $1.3 中 的 性 质 
1.1 及 1.2). 首先 ， 因 zx 为 可 测 ， 故 由 (27) 可 取 y 也 为 Fo 可 测 ; 其 次 ， 对 任意 固定 
的 4e 万 ,由 (13) 


人 zP(dw) = 人 zaP(dw) — 人 yP(dw), 
这 里 可 在 积分 号 下 取 极 限 是 由 于 (27) 在 1 方 收 敛 下 也 成 立 (参看 定理 2(ii) 的 证 明 ). 故 


| zsP(dw) = | yPlew) (28) 


对 A EU 成立. 全 体 使 (28) 成 立 的 可 测 集 4 构成 一 入 系 A, 既然 A DU 三 , 故 由 预 篇 引 
理 3 可 知 A 2 Fw, 亦 即 (28) 对 五 。 中 一 切 集成 立 . 这 便 完 成 了 定理 中 第 一 结论 的 证 明 . 

如 果 Blzl” < oo, 7 > 1, 则 第 二 绪论 由 定理 2(i), 引 理 2 及 刚才 已 证 明 的 y = E(z|fw) 
(a.s.) 推出 . 口 : 

系 1 设 z,yn (n> 了 1 为 随机 变量 ，Elzj" < co, "rz1, 则 以 概率 1 同时 也 在 7 方 收敛 
意义 下 有 

五 (zl 加 po) = E(zly, y2,***). (29) 
证 在 定理 3 中 到 Fn = F{y,Y2 Yn} 则 co = F{n, y2,,}. 口 
系 2 设 z 为 {gn,y2,…} 可 测 ， |zl” < ce (> 轧 . 则 


E(xlyy, Yn) 一 ，7 (a.s.); (30) 
特别 如 A E FF{Y1, ya) “" 小 ， 则 
P(Alyn, ,yn) 一 Xa (a.s.); (31) 


P(4)=0 或 1 


关于 有 具 连 续 参数 上 的 半 坎 的 样本 函数 性 质 ， 我 们 留待 $3.4 研究 ， 
$1.5 ”补充 与 习题 ， 


1. 设 已 给 一 列 一 维 分 布 函数 { 玉 (A),” > 1}, 试 造 一 概率 空间 (9, 大 , P) 及 定义 于 其 上 
的 独立 随机 变量 列 {z,(w),n > 1}, 使 zn(w) 的 分 布 函 数 为 F(X). 
提示 : 定义 mm 维 分 布 函数 


mm 


Fi m(A1) 的 A,) 二 [FG), 


i=] 


并 利用 8§1.1 定理 1. 





2. 设 和 = (z1,…,zn) 为 n 维 随机 癌 量 , 使 Ez; = 0, Ezxiz; = 和 i; 有 穷 . 设 和 矩阵 A= (ij) 
的 秩 为 m(& n), 试 证 存在 mm 维 随机 向 量 了 = (yi,… ,ym), Bo = 0, Eyiy; = 6i; (= 0 如 
i 关 j; 二 1 如 i=j) 使 每 个 z 是 轧 ,…,ym 的 线性 组 合 . 

提示 : 参看 [15] $22.6. 

3. 设 X = (z1,…,zxn) 满足 上 题 条 件 ， 并 有 ” 维 正 态 分 布 ， 试 证 每 x; 可 表 为 m 个 独 
立 的 正 态 分 布 的 随机 变量 的 线性 组 合 . 

提示 : 利用 上 题 及 正 态 系 的 性 质 ， 详 见 [15] 824.3. 

4. 设 Elz| < co 如 zx 与 任意 xs(w), 4 & B 都 相互 独立 ， 则 E(z|8) = Bz (a.s.); 特别 ， 
如 z=xs, 得 P(B|B) = P(B) (a.s.). 

提示 : zx = Ez. Ex,. 

5. 试 证 如 可 测 集 列 4s(n > 1) 互 不 相交 ， 则 


P(Uanls) = > P(An|B) (a.s.). 
6. 设 Blz| < oo,5 > 0, 则 级 数 


x(6,0) = > +6P(j6 < zr(w) & (i + 1)518) 
以 概率 1 绝对 收敛 ， 而 且 1 
lim z( 二) = E(z|B) (a.s.). 


提示 : 将 z(w) 离散 化 而 造 
z(6,w) = 76, 如 有 < Z(w) < (了 十 1)6, j= 0,+1,...， 
zn(6,w) = | z(6,w)， 如 一 n6 < zz(w) & (n+ 1)6, 
0， 反之 . 


然后 用 $1.3 EE 两 次 . 

7. 设 (zi(w),rz(w)) 有 二 维 正 态 分 布 ，Ezi = Ezx2 = 0, Dzi = Dzxz = 1, Brir2 = R; 试 
证 Emax(x1,7X2) = 8, 

并 求 E min(z1, £2). 

8. (i) 设 Elz(w)| < ow 而 且 存在 常数 cu cea, 使 cl < 2z(w) < ca (as 小 则 ci 区 E(xz|B) < ca 
(a.s.) 对 任意 o 代数 8 C 研 成 立 ， 特 别 ，0 < P(A4|B8) < 1 (a.s.). 

旭 ) 设 荆 为 7- 系 ，Q Ee 了 ,又 6 为 合 I 的 最 小 o 代数， 则 81.3 定义 1 中 条 件 1.2 
等 价 于 : E(y|8) 可 积 ， 而 且 对 任意 4e 开 有 


| Bl)r(aw) = /pw 


(iii) 设 B 为 含 可 列 多 个 可 测 集 1[B,} 的 最 小 c 代数 ， 其 中 BiB; = 9, i #7; UB, = 0; 
又 P(B,) > 0 对 一 切 n. 则 对 任意 4E 大 有 
P(4IB) = P(AIB,), 如 w € Br. 
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提示 : (外 c= EB(c|8) (as ec 为 常数 . (i) 用 入 系 方法 . (ii) 参考 81.3 例 2. 
9. 设 随机 变量 列 {zn(w)} 均匀 有 界 ， 即 存在 常数 c 使 |zi(w)| <c 对 一 切 n,w 成 立 则 
此 时 依 概 率 收敛 等 价 于 7(> 0) 方 收 合 . 
提示 ; 参看 79 页 的 脚注 . 
下 面 一 系列 的 习题 ， 表 明 如 何 应 用 半 拷 的 一 般 理 论 以 推出 独立 随机 变量 的 许多 著名 
的 性 质 . 
10. 零 一 律 : 设 {yn,n > 0} 为 独立 随机 变量 序列 ， 如 z 关于 DF{ymm 宕 n} 可 测 ， 
则 称 为 尾随 机 变量 , 而 o。 代数 站 Ffym,m > nj 中 的 集 4 称 为 尾 事 件 . 试 证 P(4) = 0 或 
1,2 = Ez (a.s.). 
提示 : 4E F{ym, mm > n}, 由 {yx,k > 0} 的 独立 性 知 P(Alyi,: on) 一 P(A), 这 从 
P(AB) = P(A)P(B) (Be F{yi1,… ,yn}) 立刻 推 知 再 利用 $1.4 系 2 即 得 . 故 系 2 是 一 般 化 
的 零 一 律 . 
11. 设 {Bn,n >1} 为 一 列 相互 独立 事件 ， 令 B = 门 UB;, 试 证 P(B)=0 或 1 如 无 
独立 性 假定 ， 则 结论 不 正确 ， 试 举例 说 明 . 加 
提示 : 令 yn = Xp, (了 B。 之 示 性 函数 )， 利用 上 题 ， 注意 B= 站 U B; € F {yn, Ynt1, “ }. 
m=n =m 
所 需 例 : 取 Bi = 4, 而 P(4) = 艺 
12. Borel-Cantelli 引 理 : 设 Bj(; > 0) 为 任 一 列 可 测 集 ，B = 站 U Bj;. 如 P(B;) < 
m=1j=m 了 


co, 则 P(B)=0. 如 光 P(B;) = oo 而 且 B;(7 > 0) 相互 独立 ， 则 P(B) = 1 
了 


提示 : 利用 P(B) < P( 0 已 ) < 里 P(Bj) 立 得 第 一 结论 记 互 = Q - 已, 由 独立 性 
得 Ce oo 
1— P(B)= um 人 门 可 = lim TQ- PB;). 


如 区 P(B;)= co 则 TI;(- P(5)))= 0. 
13. 设 fw,mn > ] 为 独立 随机 变量 序列 ， 令 


4= (2: Dt 收敛 于 有 穷 极限 )， 


试 证 P(4) = 0 或 1 
提示 : 4= (…: 冯 ww) 收 剑 于 有 穷 极限 ), 利用 零 一 委 
14. 设 {yn,n > 1} 为 独立 随机 变量 序列 ， Ey = 0, 汪 Ey2 < oo 则 关 y 以 概率 1 收 
n= 二 1 n=1 


得， 也 在 均 方 意义 下 收 化 。 
提示 : 令 zm = Yn, on = Byn, NN E(zn — zm)? = 2 oF 20, mo 0, no0. 此 得 


?一 ?十 1 


证 zn 均 方 收 合 于 某 zx. {zn,n > 1} 成 蒜 ， 由 81.4 定理 2 得 x, 一 x (as 小 
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15. 试 证 : 如 {Zz1,.* ,Zn} 成 扫 ， 五 |zk| < Co， (r 之 1), 则 


Plsuplzx| > 0) < Elzral' /fe 
kn 


提示 : 利用 $1.4 引 理 4, 并 注意 注 1 与 前 一 段 话 . ， 
16. 设 {yr,k 之 1} 为 独立 随机 变量 序列 ， 匹 ar = 0, of = Eyk < oo. 令 zk = 2 Ys 试 证 


已 (sup |zk| 2 0) < (2) f° 
KSn k=1 
提示 : 利用 上 题 . 注意 上 式 为 Konmoropos 不 等 式 ， 故 上 题 中 不 等 式 可 看 成 此 不 等 式 
之 推广 . 
17. 设 z% = yr 是 独立 随机 变量 yy(k > 1) 的 部 分 和 ， Eyx = 0. 则 za。 一 2 (a.s.)， 


天 一 1 
Elzl" < ee (>1 的 必要 与 充分 条 件 是 zx, 一 z. 
提示 : 充分 性 由 81.4 定理 2 推出 . 反之 ， 设 zn 一 zBlzl" < col(r > 引 . 易 见 zarp 一 zn 
因 之 之 一 Tn 与 了 1 ,Tn 独立 ， 故 如 令 Fn 一 和 (ri Zn 则 


E(z|F") = E(z — zn|fn) + E(rn|F) 
= E(z 一 zn) 十 Zn = Er zn (a.s.). 


由 81.4 系 2 及 Zz, 一 z 即 得 Ez =0. 故 {za,n > 1} 右 闭 于 z, 然后 用 81.4 定理 2. 

18. 试 举 一 列 随机 变量 zw)(n > 0) 及 z(w), 使 {zn} 依 分 布 收敛 于 x 但 不 依 概率 收敛 
于 z， 

提示 : 令 = 的 分 布 为 【17 1 小 即 Pe = 全 = 二 Ple== 志 造 me> 旧 及 am 


使 它们 相互 独立 而 且 有 相同 分 布 . 

附 记 , 正太 过程 在 实际 中 有 重要 应 用 ， 正 如 正 态 分 布 在 实际 中 大 量 出 现 一 样 ， 关于 它 
的 应 用 见 本 章 参考 文献 2,3. 正 态 过 程 理论 的 进一步 叙述 要 等 到 一 般 的 过 程 知识 相当 具备 
以 后 ， 例 如 ， 参 看 89.3. 

条 件 概率 的 概念 最 初 为 A. H, Konmoropos 引进 ， 理 论 上 重要 的 还 有 所 谓 条 件 分 布 . 
但 我 们 以 后 并 不 需要 (只 在 $1.4 引 理 2 的 证 明 中 稍稍 涉及 ), 故 略 而 不 叙 . 关 于 条 件 分 布 见 
本 书 末 所 列 参考 书 [16] 或 [21]. 半 鞭 理论 的 详细 而 又 深入 的 氢 述 也 见 [16]. 

参考 文献 
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330-332. 


[2] Davenport, W. B., Root, W. L., An Introduction to the Theory of Random Signals and Noise, 1958. 
[3] Laning, J. H., Battin, R. H., Random Processes in Automatic Control, 1956. 





第 二 章 可 列 马 尔 科 夫 链 
82.1 ”基本 性 质 


马尔 科 夫 链 (简称 马 氏 链 ) 是 一 种 特殊 的 随机 过 程 ， 最初 由 A. A. Mapkos 所 研究 . 它 
的 直观 背景 如 下 : 

设想 有 一 随机 运动 的 体系 允 ( 例 如 运动 着 的 质点 等 ), 它 可 能 处 的 状态 (或 位 置 ) 记 为 
Eo, Ei,… ,En,…, 总 数 共 有 可 列 多 个 或 有 穷 个 . 这 体系 只 可 能 在 时 刻 t= 1,2,…,n,… 上 
改变 它 的 状态 ， 随 着 达 的 运动 进程 ， 定 义 一 列 随 机 变量 zw, n = 0,1,2,…, 其 中 


zn = 有 如 在 t =nn 时 , 号 位 于 BB. 


一 般 地 ， {zn} 未 必 是 相互 独立 的 . 

实际 中 常常 碰 到 具有 下 列 性 质 的 运动 体系 号 . 如 果 已 知 它 在 t=n 时 的 状态 ， 则 关于 
它 在 ”时 以 前 所 处 的 状态 的 补充 知识 ,对 预言 了 在 ”时 以 后 所 处 的 状态 ,不 起 任何 作用 . 
或 者 说 , 在 已 知 “现在 ”的 条 件 下 ，“ 将 来 ” 与 “过 去 " 是 独立 的 . 这 种 性 质 ， 就 是 直观 意义 
上 的 “马尔 科 夫 性 ” (简称 “ 马 氏 性 ”), 或 称 “ 无 后 效 性 ”. 

例 1 ( 具 吸 引 壁 的 随机 徘徊 ) 考虑 整数 点 0,1,2,…,2a (a 为 正 整 数 ) 的 集合 E, 这 里 
i 表 状 态 包 . 设 有 质点 @ 自 某 状态 出 发 ， 令 mmsmp4.iij 为 已 知 ， 它 于 t= ml 时 (过 去 ) 
位 于 il = 1,…,k), 于 m 时 (现在 ) 位 于 i 的 条 件 下 ， 下 一 时 刻 (将 来 ), 即 m+1 时 位 于 
的 条 件 概率 (m1 <m2<<mk < Mm, € 五 ， 17 E 五 )， 如 果 假 定 


mn 人 7 一 mp 
也 就 是 说 ， 上述 概率 只 依赖 于 现在 所 在 的 位 置 i, 那么 此 运动 具有 直观 上 的 马 氏 性 . 现在 进 
一 步 假 定 


mp = pl™) (> 0), 如 j =i+1 
=g"™ (>0), 如 ;=i 一 1 
=0, 如 [i 一 j|> 1 


其 中 0<i< 2a, p+ ql" =1; 在 这 假定 下 ，Q 自 i 出 发 ， 下 一 步 以 概率 1 只 能 转移 到 邻 
近 二 状态 i 二 1 及 i 一 1. 

今 以 zn 表 @ 在 t=n 时 所 处 的 状态 ， 则 {zs}(n = 0,1,2,…) 记录 Q 的 运动 过 程 . 现 
在 补 设 当 @ 到 达 0( 或 24) 后 ， 就 永远 停留 于 0( 或 2o), 或 者 等 价 地 设 下 一 步 以 概率 1 仍 处 


于 0( 或 2a) 即 


mpb = 1, mp =1, 


此 时 称 状态 0 及 2a 为 吸引 辟 , 而 称 此 运动 为 具 吸 引 壁 0 与 24 的 随机 徘徊 . 显然 ， 支 配 这 
个 运动 的 概率 法 则 由 下 列 两 个 因素 决定 : 


' ，39. 








2a 


1 0 0 0 ... 0 0 0 
gq 0 pp 0 ... 0 0 0 
| 1 
0 0 0 0 0 py 
0 0 0 0 .. 0 0 1 


mnP 给 出 在 已 知 t=m 时 Q 的 位 置 的 条 件 下 ， 下 一 步 转移 的 条 件 概率 . 

特别 重要 的 是 。P 不 依赖 于 m 的 情况 ， 此 时 %P = mnP, 故 运动 只 受 {gi} 及 一 个 矩阵 
nmP= P 的 支配 ， 我 们 说 ， 这 运动 关于 时 间 是 齐 次 的 ， 

一 种 更 特殊 的 情况 是 (1) 中 的 gm) = g, pt™ = yp, 


1 0 0 0 0 0 0 
gqg 0 p 0 ... 0 0 0 
P=| ?7 Qa) 
0 0 0 0 .:.. ¢g 0 pp 
0 0 0 0 ..， 0 0 1 
这 时 不 仅 对 时 间 是 齐 次 的 ， 而 且 条 件 概率 pi gw 与 i 无关 . 
现在 可 以 对 马 氏 链 下 正式 的 定义 ， 


定义 1 定义 在 概率 空间 (0, 下,P) 上 的 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 列 rs(zu = za(w),we 
0), n= 0,1,2,.. 称 为 马 氏 链 ， 如 果 等 式 


P(zynmtk 一 2 十 有 mm 一 ?mn Tj 一 tj ,Ty 二 tja) 7Z7 二 ji) 
= P(Zm+k = im+k|Tm = im) (2) 


对 任意 正 整 数 1,m,k, 及 任意 非 负 整数 jj > > 六 > 有 jim > 让 Hi 人 成 
立 ， 只 要 (2) 中 左 方 构成 条 件 的 事件 的 概率 大 于 0. 

在 本 章 中 ，(2) 就 是 马 氏 性 的 正式 定义 , 它 是 上 述 直 观 意义 上 的 马 氏 性 的 数学 抽象 . 

为 了 保持 直观 的 意义 ， 事 件 (zw = 引 有 时 也 说 成 “于 第 m 步 时 体系 位 于 状态 E;” 或 
更 简短 些 ，“ 于 m 步 时 位 于 各. 

下 面 总 设 构 成 条 件 的 事件 有 正 概率 ， 以 避免 条 件 概率 的 不 确定 性 ， 以 后 不 再 一 一 声 
明 . 

在 “于 mm 步 时 位 于 i?” 的 条 件 下 ， 经 上 步 后 转移 到 j( 即 EE) 的 (条 件 ) 概率 P(zmik = 
jlzm = 习 简 记 为 mp4, 并 记 矩 阵 


mnP*) = (mp 人 5) (7 一 0,1,2,…)， 


称 元 为 非 负 数 的 矩阵 为 随机 矩阵 , 如 果 它 的 每 一 横行 上 的 元 的 和 为 1, 由 wp 人 的 定 
义 ， 显 然 


. A0 . 





这 里 及 今后 导 表 汇 . 故 对 任 一 自然 数 mp 为 随机 矩阵 
引 理 1 对 任意 正 整 数 及 1 有 








pt = 二 mp mip (4 
或 者 采用 矩阵 记号 
DRT 一 二 . mkp 加 
证 ! 
(Ek+D) _ _ P(xm = i,Zmiitk = 7) 
mpPij = 已 (Zi 一 jzm 一 1) 一 Piz — 一 引 
_ Te = rm=brmik=7) Plrm =iTmtk =7) 
Pl(zm = i Tmt+k =7) P(zm = i) 
并 Pen 三 jzm 三 让 zmH 二 7) PP(zmhk 一 7|zm = 人， 
由 马 氏 性 (2) 得 
mpDty+0) 一 人 二 J|zmtxk = 一 7 了) . Pl(zm+k = =r|zm = i) 


! 
r 


等 式 (4) 或 (5) 称 为 Komxoropon-Chapman 方 程 . 初学 者 易 误 以 为 这 方程 对 任意 随机 
序列 {zn} 都 成 立 ， 因 为 由 它 的 概率 意义 似乎 无 需 证 明 而 是 显然 成 立 的 ， 其 实 上 述 的 证 明 
中 本 质地 用 到 了 马 氏 性 . 

简 记 mp 为 pz, 由 (4) 及 归纳 法 立 得 


k+1 

mp ) = 和 mPijy ‘ m+1Pjij2 *** mtkDjej? (6) 
k+1 

mp ) _- _ mPir ' m+1p) = -> mp 人 “mm 十 Dr (7) 


设 gj; = P(zo = 让, 显然 % > 0 于 9 = 工 分布 {q;} 称 为 马 氏 链 {zn} 的 开始 分 布 . 
一 般 ， 对 每 一 非 负 整数 w 称 概率 
= P(zn = j), j= 0,1,2,.. 
为 绝对 概率 ,2 9%”= 1. {4)”} 通过 下 式 为 开始 分 布 及 转移 概率 所 决定 : 


ql = = gy, 


nt+1) 0 mm 十 1 8 
der = ptr+D 一 = 工人 | (8) 


1 这 里 求 和 号 》) 表 对 一 切 使 P(zm = izm+k 二 7)>0 的 7+ 求 和 . 





更 一 般 地 ， 下 列 引 理 给 出 {z。} 的 全 体 有 穷 维 联合 分 布 . 
引 理 2 对 任意 非 负 整 数 户 <7 因 <…:< 和 ,有 


1) (j2—j11) (一 了) (9) 


P(gj, = i Tj 入 
证 磊 方 值 等 于 
P(x = i )P(zj = bz = in Pl;s 三 ijzh 二 2 二) 
“P(r = inlTj = bi Tj = bar Djs = je), 
由 马 氏 性 (2) 知 此 值 为 


已 (zi = i ) P(rj, = ijlrn = i )P(zjs 一 ilzj = ba)** PT 三 |) 


(71) (12~11).. 


一 9 Pi 电站 口 


1 372 Jk—1 Tjk 1 Lik 


至 今 证 明了 : 如 已 给 定义 在 (9, 天 , P) 上 的 马 氏 链 {zn}, 于 是 它 的 开始 分 布 {q;} 及 转 
移 概 率 和 矩阵 %P(= mP6) (m = 0,1,2,…) 也 随 之 决定 ， 而 且 后 者 都 是 随机 矩阵， 反之 ， 有 

定理 1( 存 在 定理 ) 设 任意 给 定 分 布 {gj} 及 随机 矩阵 列 "PP = (mpij), m = 0,1,2,…, 则 
存在 概率 空间 (9, 下 ,P) 及 定义 于 其 上 的 马 氏 链 {zs), n = 0,1,2,…, 使 


gq; = P(zo = 7)), (10) 


证 考虑 所 给 的 mP 及 由 (6) 定义 的 随机 矩阵 PD = (mp 的 ), = 也 2 (wmPU = %.P); 
利用 已 给 的 {gq;} 及 (8) 来 定义 {gt}. 对 任意 大 个 非 负 整数 ， 把 它们 按 大 小 排 为 六 < 疡 < 
… < 造 上 元 函数 (参看 (9)). : 


P. (711) . 


(i ;= (j2—71) 
ja dj ba je) = iy “Pai 


1j11j2 


" jp (12) 
作为 个 非 负 整 数 种 ,各 ,，,…,ij 的 函数 ， 它 是 一 大 维 分 布 ， 由 于 wP(o 是 随机 和 矩阵， 显 而 
易 见 ， 这 样 造 出 的 有 穷 维 分 布 族 是 相 容 的 ， 故 由 $1.1 定理 1, 存在 概率 空间 (0, 下, P) 及 定 
义 于 其 上 的 随机 变量 列 {z。), n = 0,1,2,…, 使 


P(z = i Ti 人 (13) 
由 此 可 得 Plze = j) = qi*, 特殊 情况 是 (10). 试 证 马 氏 性 (2) 成 立 : (2) 左 方 值 等 于 


Pj, ,jo jm mt hk (bj ?jz bj Lm, rn) 
P. 


ma | tj im) 
(m-7) , ~ (k) 





(2) ,7 phir7) .. 














Piri HPinim ‘“mPimimtk (kk) 
(71) (72 一 访 ) (m 一 7 mimimtk)’ 
gi pi i ji Di i 
(2) 右 方 值 等 于 
, (m) ,(k) 
Pn,m+g(im; im+k) di TD (Kk) 
Pr, (im) go™) 二 mmPi ii 
Lm 
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比较 此 二 式 即 得 证 (2); 同时 还 证 明了 (11)( 只 要 在 上 式 中 令 im = imtk 三 有 上 二 1). 口 

由 引 理 2 与 存在 定理 的 证 明 ， 便 得 与 定义 1 等 价 的 马 氏 链 的 另 一 定义 . 

定义 2 定义 在 概率 空间 (9, 大 ,P) 上 而 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 列 rn(= zn(w),w < 0)， 
n 一 0,1,2,… 称 为 马 氏 链 ， 如 果 存 在 分 布 {9;} 及 满足 (3) 的 矩阵 列 mP = (mpij) (m = 
0,1,2,…-) 使 (13) 成 立 ; (13) 中 右 方 值 由 (12) 定义 . 

这 时 ， {za} 的 开始 分 布 为 {9;}, 转移 概率 矩阵 列 为 mP, m = 0,1,2,… 

由 此 可 见 ， 马 氏 链 {zn} 由 其 开始 分 布 及 转移 概率 矩阵 列 {mP]} 所 决定 ， 此 二 因素 有 
如 微分 方程 论 中 开始 条 件 与 方程 本 身 . 开始 分 布 描述 随机 运动 的 开始 状态 ， 而 {mP} 则 描 
述 运 动 的 过 程 . 因此 ， 如 转移 概率 固定 ， 则 具有 不 同 开始 分 布 的 运动 只 是 开始 状态 的 分 布 
不 同 ， 运 动 过 程 却 遵循 同样 的 概率 法 则 ， 由 定理 1 的 证 明 可 见 ， 如 先 给 出 {9:} 及 {mP} 要 
造 (9 大,P) 时 ， 了 决定 于 {q;} 及 {mP}. 故 如 固定 {mP} 而 {4i} 不 确定 ， 则 P 只 依赖 于 
{gq;}. 有 时 为 了 强调 这 种 对 开始 分 布 的 依赖 关系 ， 常 常 记忆 为 马 . 特别 ， 如 gq; = 5;., 即 开 
始 分 布 集中 在 一 点 i 上 时 ， 记 此 也 为 B. 此 外 ， 由 $1.1 定理 1 的 证 明 可 见 ， 尽 管 P 可 以 
不 同 ， ,下 人 仍 可 取 为 相同 ， 即 不 随 开始 分 布 {q;} 而 变 . 

定义 3 称 马 氏 链 {zn} 为 齐 次 的 , 如 果 它 的 转移 概率 和 矩阵 mP = P 与 m 无 关 ; 即 对 
任意 非 负 整数 m, 有 


P(xm+1 一 jzm 一 2) = pi: 
由 (9) 可见 。 wh 也 与 咎 无 称 为 * 步 转移 概率 . 以 后 记 p9) = pi 在 (3)-(13) 中 ， 把 


mp 改写 为 pd) 后 ， 即 得 这 些 公 式 在 齐 次 情况 的 表现 . 其中， 我 们 只 指出 特别 重要 的 下 
列 诸 式 


pi; 之 0, 2 了 =1， (3) 
pe+0 = -5 了 pt (4) 
0 = 3 gp = Da ps (8) 


到 现在 为 止 ， 对 马 氏 链 的 研究 ， 所 得 的 结果 虽然 丰富 ， 但 只 是 在 齐 次 情况 才 比 较 完 
善 . 因此 ， 从 下 节 起 ， 我 们 主要 只 研究 齐 次 马 氏 链 . 

例 1( 续 ) 上 面 直观 地 讨论 了 办 吸引 壁 的 随机 徘徊 .现在 正式 对 它 下 定义 . 我 们 称 马 
氏 链 {z*} 为 具 吸 引 壁 0 与 24 的 随机 徘徊 , 如 果 它 的 转移 矩阵 列 {m%.P} 由 (1) 决定 ; 特别 ， 
如 m 刀 = 己 化 为 () 时 ， 它 是 齐 次 的 ， 自 然 ， 这 里 “最 后 一 个 状态 是 偶数 2a” 的 假定 是 无 
关 紧 要 的 ， 它 可 以 是 任何 非 负 整 数 . 

类 似 地 定义 具 反射 壁 0 与 ”的 随机 徘徊 ， 它 是 以 


0 0 0 0 
qd™ 0 pi™ 0 0 0 0 
(m) (m) ... 
"P=| i 0 (9) 
0 0 0 0 dy 0 pl 
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为 转移 矩阵 的 马 氏 链 ， 此 外 ， 也 可 以 定义 具有 -- 个 吸引 壁 和 一 个 反射 壁 的 随机 徘徊 或 
者 ， 只 对 一 个 壁 加 限制 (为 反射 的 或 吸引 的 ). 

另 一 种 重要 的 情况 是 所 谓 自由 随机 徘徊 . 它 是 一 马 氏 链 ， 相 空间 是 全 体 整 数 ， 而 转移 
概率 矩阵 由 下 列 (15) 式 决定 ， 注意 ， 上面 的 理论 虽然 只 对 (0,1,2,…) 陈述 ， 其 实 相 空 间 是 
任何 可 列 集 时 ， 全 部 理论 保留 不 变 ， 只 要 理解 沁 为 对 此 可 列 集中 一 切 元 求 和 就 行 了 . 


CO 0 ao 0 0 0 0 
人 (mm) 
mP=| 0 git 0 Di 0 0 . (15) 
0 0 0 0 YY 0 pp™ 


§2.2 ” 闭 集 与 状态 的 分 类 


(一 ) 以 后 无 特别 声明 时 ， 所 研究 的 都 是 齐 次 马 氏 链 ， 同 时 将 “ 齐 次 ”二 字 省 去 . 设 
为 机 s 间 ， 巨 = (0,1,2,…). 我 们 说 ，% 可 自 j 到 达 , 并 记 为 了 一 > 大 如 果 存 在 正 整数 w 使 

) > 0, 这 里 j 可 等 于 尺 ; 如 7 二 > 尼 k 一 > J 就 说 j,k 互通 , 并 记 作 7 了 <> kk. 显然 :如 
六 一 全 k,k => Ll 则 了 一/. 

羽 的 子 集 C 称 为 闭 集 , 如 果 C 外 的 任 一 状态 都 不 能 自 C 内 任 一 状态 到 达 ， 为 方便 
计 ， 我 们 认为 已 是 闭 集 ， 如 果 单 点 集 {4} 成 一 团 集 ， 就 称 上 为 吸引 状态 ; 另 一 个 极端 是 : 
除 已 以 外 不 存在 其 它 闭 集 ， 这 时 就 说 此 马 氏 链 是 不 可 分 的 . 更 -- 般 地 ， 称 闭 集 C 为 不 可 
分 的 , 如 它 不 含 任 一 闭 的 非 空 真 子 集 , 

设 DcE. 包含 DD 的 一 切 闭 集 的 交 仍 是 包含 D 的 闭 集 ， 它 是 含 D 的 最 小 闭 集 ， 称 为 
DD 的 闭 包 , 并 记 作 万 

注意 ， 以 上 各 概念 全 由 一 步 转移 概率 矩阵 已 = (pij) 决定 ， 因为 Pm) = (pW 四 ) 由 PP 决 
定 ， 

例 1 设 {zw} 为 具 吸 引 壁 0 与 a 的 随机 徘徊 ， 已 = (0,1,2,…,a),0<p<1l. 首先 ， 任 
一 上 可 自 50 六 05 关 o) 到 达 ， 从 而 ,7 互通 (0Eza). 实际 上 ， 令 n= |k 一 如, 则 当 
玉 > 了 7 了 时， 有 = 了 7+m 故 ? 


pe Pijti .Dj+17+2 "Pitn-1k=p" >0, 
同样 ， 当 了 > 大 时 ， 开 = 了 一 m, 故 

(n) ~、 ,, .nD. ， ， ao" 

Pik 之 Pjj-1°Pi-1i-2° "Pintik = >0. 


其 次 ， 此 链 只 有 四 个 闲 集 {0}, {a}, {0,0j, .0 及 a 均 为 吸引 状态 。 Tj = {0} 而 非 
10,Q), 设 i 冯 0,i 关 a, 则 人 =E, 又 此 链 是 可 分 的 ( 即 不 是 不 可 分 的 ). 
?实际 上 ， 由 假设 存在 正 整 数 nm 使 pt) > 0,p(7) > 0， 咸 p21 = pe pr > ph pl 故 了 一 革 
?此 后 所 考虑 的 随机 徘 币 均 设 q; = q > 0,p; =p>g0 与 无 关 . 








例 2 设 {zn} 为 具 反 射 壁 0 与 a 的 随机 徘徊 ，0 <p < 1. 此 时 任 一 状态 i 都 可 自 j 到 
达 ， 守 可 等 于 7 此 链 为 不 可 分 的 . 

例 3 如 pj > 0, 记 作 了 一 如 pjys > 0p > 0 则 记 作 了- 一 如 存在 上 E 4， 
使 pj > 0, 则 记 作 7 一 4. 采用 这 些 记号 ， 可 以 用 图 形 来 表达 运动 的 过 程 . 例如 ， 图 形 
0 一 1 一 2 一.… 表示 马 氏 链 {zn}, 其 转移 概率 pi; = 0, 如 了 了 关 i 十 1, piiti = 1. 这 时 任 二 状 
态 ， 不 管 相同 与 否 ， 都 不 是 互通 的 ; 任 一 形 如 (i,i 十 1,i 十 2,…) 的 集 都 是 闭 的 . 

又 如 ， 图 形 





k 





bi 已 1 一 -一 全 人 2 
bs pa ~ b2 | | 
\ / C4 一 一 Q3 
4 一 一 
ba bs 


表示 ， (al, a2, a3, a4) 及 (b1,b2, bs, ba, bs) 是 二 闭 集 ， 但 (六 大) 不 是 ， 等 等 . 

读者 可 作 例 1 及 例 2 的 图 . 

注意 , 如 果 自 一 个 状态 出 发 的 只 有 一 个 箭头 , 这 表明 自 此 状态 向 箭头 所 指向 的 状态 经 一 
步 转移 而 到 达 的 概率 为 1, 向 其 它 状态 经 一 步 转移 而 到 达 的 概率 便 为 0, 如 上 图 中 pw。 = 1， 
Pbibz = 1 等 等 , 这 时 一 步 转移 概率 完全 确定 ; 但 如 自 一 状态 出 发 有 一 个 以 上 的 箭头 , 则 因 一 - 
步 转移 概率 的 数值 未 精确 表 出 ， 故 未 完全 确定 ， 例 如 在 上 图 中 的 下 只 表示 pri > 0, pkk > 0， 
pbj > 0 Pkem 二 0 (me(Lk,j)), 但 pk Pkk, Pk; 到 底 等 于 多 少 则 未 说 明 . 虽然 如 此 ， 这 图 形 仍 
然 令 人 相当 满意 地 反映 了 运动 的 进程 . 

不 难 证 明 以 下 各 结论 : 

A. 当 且 只 当 对 一 切 j€ C, 一 切 keC, pk =0 时 ，C 是 一 闭 集 . 

证 由 闭 集 的 定义 必要 性 显然 ， 试 用 归纳 法 证 充分 性 . 只 要 证 明 ， 对 任意 m > 1, 一 
切 J7eC 及 EEC, 有 pg) = 0， 

当 m= 1 时 ， 由 假设 此 结论 成 立 ; 今 设 对 m 成 立 ， 则 


pet) 一 一 pp pry + Y ph pp = 》 ph .0+ 》 0.prm = 0. 口 


TEC reEC r€EC reC 


B. 如 在 矩阵 P" = (pf 加) 中 , 将 某 闭 集 C 以 外 的 状态 所 对 应 的 一 切 行 与 列 全 部 删 去 ， 
则 剩 下 来 的 行列 仍 构 成 一 随机 和 矩阵 . 
证 任 取 je 0, 显然 pw >0. 又 


= = yp 0 


kEC 


由 B 可 见 ， 对 应 于 任 一 闭 集 C, 可 得 原 马 氏 链 的 子 马 氏 链 (开始 分 布 未 定 ), 后 者 的 转 
移 概 率 矩 阵 是 前 者 的 转移 概率 矩阵 的 子 矩阵 ， 此 时 相 空 间 自己 缩小 为 C. 
C. 当 且 仅 当 pix = 1 时， 为 吸引 的 . 
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证 此 由 4 及 >pks= 工 推出 ， 

D. {7 = J}U{k:j = k}. 

证 以 互 记 布 方 的 集 ， 互 必 是 闭 集 . 因为 ， 否 则 必 在 在 gEF,p€E 下, (p 关 7 使 p 一 > g; 
但 7 一 > p, 故 ] 一 4 而 与 4EP 矛盾 . 

今 设 G 为 含 i 的 任 一 闭 集 ， 则 GD F. 实际 上 ， 如 说 存在 k, 使 k€ F(k 去 7), kEG, 则 
由 G 的 闭 性 7 二 > (此 记号 表 上 不 能 自 j 到 达 ), 此 与 Ee 五 矛盾 . 

E. 当 且 仅 当 每 一 状态 可 自任 一 其 它 状态 到 达 时 ， 链 为 不 可 分 的 . 

证 充分 性 : 设 C 为 任 一 闭 集 ，j EC. 由 DD 及 假设 { 放 =E, 故 CDE. 但 820C,， 
故 C= EE 

必要 性 : 如 说 存在 了 及 上 ,j 上 , 由 D, keE{jj, 于 是 存在 非 互 的 闭 集 {说 , 此 与 链 的 不 
可 分 性 矛盾 ， 故 1 j 一 > 有. 口 

(二 ) 现在 将 状态 分 类 ， 首 先 可 以 假定 ， 对 任 一 i € EE, 必 存 在 非 负 整数 m, 使 P(zw = 
让 j > 0, 因为 ， 否 则 可 将 此 i 自己 中 删 去 ， 而 考虑 状态 空间 -他 , 它 仍然 是 可 列 集 ， 对 任 
一 状态 j, 如 P(zm = 下 > 0, 可 考虑 条 件 概率 “ 


有 一 P(zm+k k=1, ,nN 1;rmtrn = jlzm 二 让 )， (1) 
由 链 的 齐 次 性 ， 利 用 联合 分 布 可 知 /等 于 
》， Dis! "Pslaz De。17. (2) 


( 1 4 27) 


如 果 P(zo = 由 =0, P(zs 关 放 上 二 …n 一 1,zn = j|zo = 让 的 值 应 不 确定 ， 但 为 方便 计 ， 
我 们 也 定义 它 的 值 为 (2). 这 样 ，f4? 可 直观 地 解释 为 : 在 开始 时 ， 体 系 位 于 i 的 条 件 下 ， 
事件 “第 n 步 时 初次 到 达 j” 的 条 件 概率 . 

由 /0 ,pl 的 定义 与 证 82.1(4) 类 似 ， 可 见 ? 


py = 19 py +p D+ tf py + FD, (3) 


这 是 今后 要 用 到 的 重要 关系 式 ， 令 
fi = (4) 


n=1 
则 7 为 “在 开始 时 ， 体 系 位 于 i 的 条 件 下 ， 经 有 穷 步 后 终于 到 达 j” 的 条 件 概 率 ， 或 简称 
“ 自 守 出 发 终于 到 达 7” 的 概率 ; 令 


pi = nfl), (5) 
n=1 
如 天; = 1, 则 可 视 ji; 为 自 i 出 发 , :初次 到 达 ;7 所 走 步 数 的 数学 期 望 ; 特别 ，. js 称 为 i 的 
平均 回转 时 间 . 
1 由 对 称 性 ， 大 一 方 从 而 了 之 刻 故 还 证 明了 : 当 且 仅 当 BB 中 任 二 状态 互通 时 (相同 或 不 相同 ), 链 不 可 分 . 
9 表示 自 i 经 nn 步 到 达 j 的 概率 ， 等 于 自 i 经 上 步 初次 到 j, 然后 自 了 经 n -大 步 到 达 了 的 概率 jp - 对 
二 了 -…,n 的 和 ( 令 ply = 1). 参看 82.7 题 4. 
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人 Sf" = ff = fi Hy = Hi 

状态 分 类 的 定义 : 

1° 如 方 = 则 称 7 为 常 返 的 ; 如 万 < 则 称 7 为 非常 返 的 ; 

2° 如 方 =1, py = oo0, 称 j 为 消极 常 返 的 ,或 称 为 零 状态 ; 

3° 称 ; 有 周期 t, 如 正 整数 集 1 (n :py > 0) 的 最 大 公约 数 为 t. 通常 ， 如 + > 1 称 了 为 
周期 的 , 如 t= 1, 称 ;为 非 周 期 的 ; 

4° 如 了 常 返 、 非 零 ( 即 非 消极 常 返 ) 、 非 周期 ， 则 说 j 为 遍历 的 . 

例如 ， 例 1 中 的 0a 都 是 遍历 状态 ，7(0 < j < a) 的 周期 为 2, 而 且 以 后 会 看 到 ? , 它 
是 非常 返 的 ; 但 例 2 中 任 一 状态 都 是 常 返 的 . 

由 周期 的 定义 可 见 ， 如 nn 非 t 的 倍数 时 ， pM = 0; 然而 ， 即 使 m 是 t 的 倍数 ， 仍 可 
能 有 pi = 0. 虽然 如 此 ， 却 可 证 明 

F. 存在 正 整数 ko, 使 对 一 切 正 整数 k> ko 有 45 > 0, 这 里 t= 4)) 是 i 的 周期 

证 记 集 (n:p5? > 0) 为 {ni}, 设 其 前 ;个 数 的 最 大 公约 数 为 如 则 显然 


人 之 t2 之 … 之 


既然 t > 1, 故 存 在 正 整数 1, 使 女 = 妈 1 =… = 由 因而 上 是 m1,…,n 的 最 大 公约 数 ， 由 初 
等 数论 知 存在 正 整数 ko, 使 对 任 一 不 小 于 ko 的 正 整数 上 有 


kt = dini + +t din, 


其 中 di 为 某 正 整数 ，i = 1,…,l. 于 是 
9 >I" > TI >0.0 


可 以 给 出 周期 的 一 个 等 价 的 定义 : 

G. 设 正 整数 集 (n : ft” > 0) 的 最 大 公约 数 为 d, 则 d = 

证 由 (3) p > 7 故 (n : > ce pf > 0). 从 而 d > 十 如 果 d = 1, 则 结论 
显然 成 立 ， 如 果 d > 1, 则 对 每 + = 1,…,d 一 1, 利用 (3), 得 


pt = fi pl pe ("~2) 十 ， ‘+f Dpjy + 1 


作息 4 的 害 义 ， 知 Ci pa 故 z = 0. 其 次 ,对 n=d+r 用 (3), 同样 得 
PD 六 ”二 廊 pi =0. 一 般 地 ， 得 


kd+ d kl)dt+r 2d k— 六 
pl 7) 一 有 Jp 1)d+r) +f pl Datr) | + f(Dp 多 


利用 归纳 法 ， 可 见 pz) = 0 换言之 ， 如 非 d 的 整 倍数 ， 则 zf = 0. 从 而 (n :pf) > 0) 
中 的 数 都 可 被 4 整除 ， 故 上 > d. 于 是 上 = 工 口 
(三 ) 现 对 各 类 状态 证 明 两 个 重要 的 定理 ， 它 们 可 用 作 状 态 分 类 的 判别 法 . 


1 我 们 只 对 使 此 集 非 空 的 了 定义 周期. 
?例如 ， 见 82.7 题 17; 后 一 结论 见 82.4 系 1, 注意 例 2 为 不 可 分 链 . 
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先 引 进 一 个 有 力 的 工具 - 母 函数 . 
设 {an,n > 0] 为 一 列 实数 ， 如 级 数 


A(s) = Sons" {6) 
n=0 
在 某 一 区 间 (so, so)(so > 0) 中 收敛 ， 就 说 4(s) 是 {an} 的 母 函数 . 特别 ， 如 果 {an} 是 一 
分 布 ， 4(s) 就 在 (1,1) 中 收敛 . 
容易 看 出 ， 如 果 {on}, {56%} 的 母 函 数 分 别 为 A(s), B(s), 定义 实数 列 {cn), 其 中 


Cn = okb wh, (7) 
k=0 
则 {cn} 的 母 函 数 为 
C(s) = A(s)B(s). . (8) 


这 只 要 展开 (8) 的 右 方 比较 系数 就 可 证 明 . 称 由 (7) 定义 的 {cs} 为 {aw}, {54} 的 卷 积 .(8) 
式 表示 ， 可 变 着 积 运算 为 乘法 运算 ， 
定理 1 当 且 仅 当 DE < co 时 ，j 为 非常 返 的 (因而 此 时 lim pl = 0)， 


证 补 定义 po) 二 0 20 由 (3) 对 n>1 有 
zj = > nt (9) 
令 {p03}, ff (n > 0 变动 ) 的 母 函 数 各 为 P(s) 及 F(s), 以 sm 乘 (9) 的 二 方 ， 对 n>1 求 
和 ， 并 注意 p70 = 1 及 f(0 =0, 即 得 
P(s) —1= P(s)F(s). 


当 0<s<1 时 ，F(s) 关 1, 故 
P(s) = 1/[1 — F(s)]. (10) 


其 次 ， 由 于 p> 0, 当 s11 时 P(s) 不 减 ， 故 对 每 一 N 有 
> < lim P(s) < < > (11) 
=0 


令 NN 一 ,由 (10) 即 得 


> - lim P(s) = lim Ty (12) 
既然 证 明 (11) 的 方法 同样 可 用 于 F(s), 故 


lp F(s) = D1" = 
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从 而 当 且 仅 当 方 < 1 时 ， 即 7 为 非常 返 时 ， 二 p03 < co. 


后 所 (a 为 实数 ) 均 理解 为 0. 
定理 2 设 j 为 常 返 状态 ， 有 周期 则 


Jim pp 一 = t/p;, (13) 


其 中 jj = pj; 由 (5) 定义 . 
证 对 n>0, 令 "m= fo, 这 里 户 = f(". 于 是 


DE 3 = Hy), (14) 


n=0 


ro 一 1, 以 户 =ruo-1 一 ru 代入 (3)， 并 记 py 为 Pu， 得 


一 一 yt. 一 Yu 一 1)pn- 即 rp = 一 Fre 1l—vs 


v=0 v=0 


此 表 学 "pn-。 之 值 与 ”无关 ; 既然 ropo = 1 得 


n 
>》 ropn-。 =1 (n 之 0). {15) 
v 二 0 


设 和 = Hm pm, 因 当 非 t 的 倍数 时 ，px = 0, 故 
入 = im pn = lim pr. (16) 


必 存 在 子 列 {nm}, nm 一 oo, 使 = lim pnmt. 任意 取 s 使 f。>0; 由 G,t 可 整除 s. 利用 (3) 
及 方 =1 得 : 


1 用 到 易 证 的 不 等 式 : 
nmt 
im >», fupnmt—v < ( >》 4) 
v=1 v2} 
va 


实际 上 ， 对 任意 e > 0,, 存在 M, 使 m > M 时 ， pm <Ate; 也 存在 NN, 使 3 fo <e, 于 是 对 任意 满足 nmt 一 N > M 
v=N 
的 m, 有 


nmt 


DY fopnmt— 一 v < Dene 十 < 所 (PD)orore 


?2 一 1 
?23 DE 


由 < 的 任意 小 性 即 得 证 以 上 不 等 式 . 


. 49 . 





nmt 
入 一 lim Pnmt 一 lim {ferme 十 》、 Hpone | 
m— 00 m00 v1 


v5 


< fs lim Pnmt—s 十 (3 ” lim pm 
v=1 


m0 


U#3 ， 
一 fs lim pnmt—s 十 (1 一 fs)A, (16") 
于 是 lim DPnmit—s 之 和 故 由 (16)， wim Pnmt-s 一 入 . 这 对 每 一 个 使 fs >0 的 5 及 每 一 


1 一 OO 


个 使 im Pnmt 一 入 的 子 列 {nm} 正确 ， 因此 ， 由 于 是 t 的 倍数 ， 得 ,im prnt-2s 二 
im Plnmt—s)—s 一 入， “ 将 此 事实 连续 用 若干 次 后 可 见 im Pnmt-u 一 入 对 任意 形 如 二 
yat 的 * 正确， 这 里 ciRt 都 是 正 整 数 ， 使 fs > 0,71= 1,.…,L, 既然 上 也 是 (n:fn > 0) 
t=1 


的 最 大 公约 数 ， 象 证 明 下 一 样 ， 可 见 必 存 在 满足 f, > 0 的 t&,1i=1,…,l, 使 二 ,…,ti 的 最 
大 公约 数 为 t. 故 再 用 一 次 证 眉 时 用 过 的 数论 中 的 事实 ， 便 知 当 大 不 小 于 某 正 整数 ko 时 ， 
必 有 正 整 数 ci 使 


{ 
kt = Deiti. 
1=1 
这 样 ， 便 证 明了 : 对 每 个 > ko, 有 
im_ Pn Ai)t = A 


今 在 (15) 中 令 n= (nm 一 ko)t, 并 注意 v 非 上 之 正 整数 倍 时 ， p, = 0, 就 得 


nm —ko 


2 TvtP(nm —ko—v)t 二 1. 


v=0 
令 m 一 00, 易 见 


oo 
AD jr = 1, 


v=0 


只 要 级 数 > rue < co, 否则 和 =0. (实际 上 ， 当 nm -o> 时 ， 有 


nim—Kko N nm — ko 
1= 》 7utp(nm 一 ko-uit = S 十 》 
v=0 vv 一 O v=N+1 


(被 加 项 因 与 左 方 的 相同 而 省 写 ), 右 方 第 二 项 不 超过 到 ru 如 果 时 7 < oo0, 于 上 式 中 
v= 二 N+1 v=0 
先 令 m 一 00, 再 令 和 NW 一 oo, 即 得 1= 入 )D Twvt， 如 3 rv 二 00, 在 1> 交 Tutpltn ko_v)t 中 ， 
v=0 v=0 v=0 
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先 令 mm 一 oo 次 令 N 一 oo, 得 1> 入 入 roo 故 A= 0.) 在 任 一 情形 下 都 有 


入 二 1/ Dr 
v=0 


vt+t—1 


但 因 当 " 非 上 的 正 整数 倍 时 ， 万 =0 故 由 mn 的 定义 易 见 rw = 2 7j. 从 而 由 (14) 


于 是 证 明了 入 = 去. 
上 述 计算 im pnt 的 方法 ,经 明显 的 修改 后 ! ,可 用 于 计算 各 pnt. 结果 仍 有 lim pnt = 


二 口 了 一 CO 

系 1 如 7 为 遍历 的 ， 则 lim pi = 十 > 0; 如 了 7 为 常 返 状 态 ， 则 它 为 零 状态 的 充分 与 
必要 条 件 是 lim zt = 0. 

证 只 要 注意 当 n 非 t+ 之 正 整数 倍 时 ，p(? = 0. 口 


82.3 ” 相 空 间 的 分 解 


上 节 中 已 看 到 每 一 闭 集 对 应 于 一 子 马 氏 链 ， 自然 希 望 把 这 一 思想 深入 地 分 析 一 下 : 是 
否 任 一 马 氏 链 可 分 解 为 若干 子 马 氏 链 的 和 ? 所 谓 和 又 是 什么 意思 等 等 ， 既 然 闭 集 对 应 于 
子 马 氏 链 ， 这 个 问题 用 闭 集 来 表达 便 会 更 清楚 些 ， 因 为 集 的 “和 ”等 概念 是 十 分 明确 的 . 
如 果 能 把 相 空间 的 分 解 研究 清楚 ， 它 的 结构 也 就 了 如 指 掌 了 . 

.要 研究 分 解 ， 应 先 从 某 些 状态 的 共性 着 手 . 

H. 设 j 为 常 返 状态 ， 了 一 hj 关 包 则 fy = 1 

证 ? 由 于 ;一 > &, 可 见 自 j 出 发 ,终于 要 到 达 , 而 且 中 间 不 经 过 j 的 概率 应 大 于 
0; 因此 ， 几 存在 N(> 9), 使 自 了 出 发 ， 于 第 入 步 时 初次 到 达 而 且 中 间 不 经 过 ; 的 概率 
;fk > 0, 如 设 fi; < 1 则 自 了 出 发 ， 不 回 到 了 的 概率 至 少 为 ;FLD( - fy) > 0, 此 与 7 为 
常 返 的 假设 矛盾 ， 口 

今 任 取 轧 上 为 满足 也 中 条 件 的 二 状态 由 互 知 ,存在 NM, 使 =pA) >0.6=p0 > 0; 
对 任意 正 整数 w 有 

prN+MD > pI) pl pM) = appl®), ] 四 


pr > pO pl pA (N) 一 = appl 0) 
ij PjiP 


由 此 关系 式 立 得 
1 实际 上 ， 令 入 = lim pnt = Jim (pe :Pk > 9) 对 A 可 得 与 (16') 类 似 的 反 向 不 等 式 ， 只 需 在 (16') 中 分 别 以 


和 一 OO 





入 lim, lim 代 入 ， lim, lim 即 得 . 由 是 站 dim n Pnmt—s < 入 ， 由 此 可 推 得 入 = im Pnmt—s 二 入. 以 下 推理 完全 一 样 . 
?参看 82.7 题 4. 注意 由 j 一 大 及 上 节 (3) 式 ， fik > 0. 
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1° 因 了 常 返 ， 由 上 节 定 理 1 江 pW = co. 由 D 知 二 p = oo, 再 由 该 该 定理 知 上 党 
n=] 
返 . 
2° 如 了 为 零 状态 ， 由 上 节 系 1p 一 0, 由 (Up 一 0 (mn 一 00), 既然 为 常 返 的 ,再 
用 上 节 系 1 知 k 为 零 状态 . 
3° 设 j 的 周期 为 t, 由 于 


p+M) > pM pL) = ap > 0， 


故 t 可 整除 N+ M， 取 nn 使 pW > 0, 由 (1) 中 第 一 式 知 pf sr > 0, 故 t 也 可 整除 
n 十 入 十 MM, 从 而 也 可 整除 n. 这 表示 上 是 (n: pt? > 0) 的 公约 数 ， 故 t 应 不 大 于 其 最 大 公 
约 数 ， 即 不 大 于 的 周期 t. 同样 可 证 Yt < t. 于 是 j,k 有 相同 的 周期 t. 

这 三 性 质 均 适用 于 常 返 状态 . 

对 非常 返 的 了 及 上 如 果 它 们 互通 ， 那 么 (1) 式 仍然 成 立 ， 重 复 3° 的 推理 ， 即 知 

4° 二 互通 的 非常 返 状态 ; 及 上 有 相同 的 周期 t(> 1). 

由 此 可 证 

定理 1( 分 解 定理 ) 对 任 一 马 氏 链 ， 相 空间 B 可 唯一 地 分 解 为 有 穷 或 可 列 多 个 不 相交 
的 子 集 D, C1,C2,… 的 和 ， 使 

(a) 任 一 0; 是 由 常 返 状 态 构 成 的 不 可 分 闭 集 ， Cs 中 的 状态 不 能 自 CjiG 关 四 中 的 状态 
到 达 ; 

(b) C; 中 的 状态 属 同类 : 或 者 都 是 零 的 ， 或 者 都 是 遍历 的 ， 或 者 都 是 有 周期 的 非 零 的 
状态 (在 任何 一 种 情况 下 ， C; 中 各 状态 都 有 相同 的 周期 ), 而 且 fi = 1 (i€ Cj,k € C;). 

(c) DD 由 一 切 非常 返 状态 构成 (D 中 的 状态 不 可 能 自 C; 中 的 状态 到 达 ). 

证 在 全 体 常 返 状态 构成 的 集中， 考虑 关系 一 (“到 达 ” 关 系 ), 它 是 自 反 的 : j 一 
_ 天 因为 ， 否 则 一 切 pt? = 0. 由 上 节 (3), fy = 0, 这 与 j 为 常 返 矛盾 ); 它 是 对 称 的 : 如 j 一 及 
则 k 一 > 7 (由 H); 它 是 推移 的 : 如 7 一 大 一 0 则 7 一 六 ( 由 pt > pp ). 故此 关 
系 将 下 唯一 地 分 解 为 有 穷 或 可 列 多 个 不 相交 的 集 C1,C2,… 的 和 ， 当 且 仅 当 j,k 互通 时 ， 
此 二 状态 属于 同一 Ci. 利用 2*,3。 及 H 即 得 证 (a),(b). 令 D=E\F. 由 Ci 的 闭 性 即 知 万 
中 的 状态 不 能 自 Ci 中 状态 到 达 . 口 

至 于 集 D, 则 它 可 能 是 闭 集 ， 也 可 能 不 是 ; 关于 周期 性 质 见 4*. 以 后 会 证 明 ， 如 马 只 
含有 穷 多 个 状态 ， 那 么 D 一 定 不 是 闭 的 ( 见 82.7 题 17). 

系 1 对 不 可 分 马 氏 链 ， 一 切 状态 属 同类 : 或 都 是 非常 返 的 ， 或 都 是 零 的 ， 或 都 是 遍 
历 的 ， 或 都 是 非 零 ， 常 返 而 有 周期 的 在任 一 情况 下 ， 它 们 有 相同 的 周期 . 

证 此 时 已 或 者 重合 于 某 一 Ci, 于 是 系 1 是 分 解 定理 的 特殊 情形 ; 或 者 重合 于 D, 利 
用 82.2E 后， 由理 仍 知 它们 有 相同 的 周期 。 口 

总 结 上 述 ， 得 表 如 下 : 














E 
下 =( 常 返 状 态 ) 
DD=( 非 常 返 状态 ), 如 7 <>k,，| 零 状态 所 成 闭 集 | 遍历 状态 所 成 闭 集 | 非 零 、 有 周期 状态 所 成 闭 集 
则 kk 有 相同 的 周期 Cay Ci Csi, Ci Ce Cu 





每 一 闭 集 Ci 中 的 状态 有 相同 的 周期 鼠 之 1 Ci 不 可 分 
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由 此 表 可 以 清楚 地 想象 到 运动 的 情况 : 如 果 体 系 自 闭 集 Ci( 简 记 为 C) 中 某 状 态 出 
发 ， 那 么 它 只 能 在 C 内 随机 运动 ; 如 果 自 D 中 某 状态 出 发 ， 便 有 两 个 可 能 ， 或 者 它 永 远 
在 D 中 随机 运动 ， 或 者 经 有 穷 步 后 落 到 某 闭 集 C 中 去 ， 此 后 就 永远 在 C 中 运动 ， 

然而 ， 它 在 D 中 是 怎样 运动 的 呢 ? 它 在 C 中 又 是 怎样 运动 的 呢 ? 

关于 前 一 问题 ， 不 久 以 前 (1955) 才 研 究 得 比较 清楚 : ,但 这 里 不 深入 讨论 ， 只 在 下 面 
$2.7 题 15-19 中 约略 涉及 ， 现 在 来 考虑 后 一 问题 . 

每 闭 集 产生 一 子 马 氏 链 (除了 开始 分 布 未 定 外 ), 而 且 不 可 分 闭 集 产生 不 可 分 的 子 马 氏 
链 . 既然 每 一 C 都 是 不 可 分 闭 集 ， 故 只 要 考虑 不 可 分 子 马 氏 链 就 够 了 ， 后 者 的 相 空间 为 
C. 

现在 固定 一 状态 iE C, 并 以 上 表 C 中 元 共同 的 周期 ， 先 证 明 命 题 

I 对 每 je C, 如 果 pt? >0, 则 ? 


n= kt+i+t; (0<t; <&#), 


即 m 兰 如 (modt; 其 次 ， 存 在 一 正 整数 k(j), 使 对 一 切 k>k(j), 有 p13) >0. 
证 因 C 中 元 互通 , 故 有 m 使 p72 >0. 今 如 p49 >0,p89) >0, 则 p41" > pg > 0 
若 nn 十 m= 三 0(modt). 同样 ，n' 二 m=0 (modt). 于 是 nn 一 n=0 (modt), 或 n=n’ (modt). 
这 表示 7 与 m 各 被 t 除 后 有 相同 的 余数 i 而 得 证 第 一 结论 ， 由 于 互通 性 ， 至 少 存在 一 个 
ko 使 oj) > 0; 根据 上 节 F, 存在 刀 , 使 m> 和 时，pl" > 0. 因此 ， 如 大 > 和 十 太 , 就 
有 k 一 ko 之 及 
p+) > plot es) pe ko)t 、> 0. 口 


这 样 ， 每 一 Je C 对 应 于 一 正 整数 (< 放 . 对 应 于 同一 正 整 数 7 的 ; 构成 C 的 一 子 集 
Gr,7 二 1,.…,t. 而 且 


二 
C=()G,, G.NG,=¢$ (r#s). 


rt 二 1 


根据 命题 1 及 G, 的 定义 ， 可 见 自 i 出发， 在 而 且 仅 在 7,t 十 7,2t 十 7,… ,kt 十 7,… 等 步 
上 ， 兢 落 于 G. 中 .实际 上 ， 如 p+ > 0, 则 了 对 应 于 余数 =, 故 Je G,; 反之 如 经 n 步 
2 到 达 G,, 由 于 Gr 是 可 列 集 ， 必 有 Je G+ 使 pA? > 0, 由 命题 及 G, 的 定义 得 = kt+7. 
即 ”= 妇 (mod 区 ; 其 次 ， 存 在 一 正 整数 (7), 使 对 一 切 k> k(j), 有 p> 0. 

证 因 C 中 元 互通 , 故 有 mn 使 ph? >0. 今 如 pl > op 人) >0, 则 pl > pp > 0， 
故 nn 十 m == 0(modt). 同样 ，n' 二 m= 三 0 (modt). 于 是 n-n'=0 (mod4t), 或 n=n’' (modt). 
这 表示 nn 与 n' 各 被 + 除 后 有 相同 的 余数 而 得 证 第 一 结论 ， 由 于 互通 性 ， 至 少 存在 一 个 
ko, 使 zt) > 0; 根据 上 节 F, 存在 后 ,使 m> ki 时 ，pt7 > 0. 因此 ， 如 上 > 如 十 有 ,就 
有 上 一 ko 之 及 

pH) > phottt) pko) > 0. 口 





: 见 14]8T,17 及 其 后 所 引文 献 
2 着重 点 是 : 余数 不 随 满足 pf) > 0 的 n 而 变 . 





这 样 ， 每 一 7e C 对 应 于 一 正 整 数 菇 (< 力 . 对 应 于 同一 正 整数 * 的 j 构成 C 的 一 子 集 
G7r=1 ,村 而且 
t 
C=[)G., G.NGs=% (r#s). 
7 一 工 
根据 命题 1 及 G， 的 定义 ， 可 见 自 :出 发 ， 在 而 且 仅 在 7,t 十 7,2t 十 7,… ,kt 十 7,:… 等 步 
上 ， 克 落 于 G, 中 .实际 上 ， 如 pW TW > 0 则 7 对 应 于 余数 ", 故 j e Gi; 反之 如 经 n 步 
2 到 达 G,, 由 于 G, 是 可 列 集 ， 必 有 je G, 使 p83 > 0, 由 命题 1 及 Gr 的 定义 得 n= kt+7. 


最 好 用 图 形 来 表达 这 一 事实 .把 t 个 集 G1,Gz,…, Gt 顺序 G: 
排列 贺 形 ， 使 G4 与 Gy 相 邻 (ie Gt). 于 是 经 一 步 转移 后 ， 一 忆 
自 G, 中 的 状态 必 落 于 G1 中 某 一 状态 上 (t+1 看 成 1), 这 Ge G， 
种 贺岁 形 运 动 是 决定 性 的 ， 然 而 到 底 落 在 G,+1 中 哪 一 状态 : | 
则 是 随机 的 ， 而 且 命 题 了 还 指出 : 对 任 一 Je G;, 除 可 能 对 ~ Co 
“人 、 在- t+r 。 

有 穷 个 上 以 外 ， 总 有 pi ”> 0 ~、 "一 


这 种 半 决 定性 半 随 机 性 的 运动 使 我 们 想到 ， 从 G; 中 任 
一 状态 出 发 ， 经 上 步 后 必 回 到 G, 中 某 一 状态 . 因此 ， 如 果 考 虑 以 随机 和 矩阵 已: 为 转移 概率 
和 矩阵 的 新 马 氏 链 ， 那 么 对 此 新 马 氏 链 ， 每 一 G, 形成 一 个 闭 集 ， 由 命题 I 第 二 结论 ， 它 还 
是 不 可 分 的 . 

以 上 讨论 中 还 有 一 个 漏洞 : 我 们 先 固 定 了 一 个 ie C, 然后 相对 于 此 i 而 将 C 分 成 不 
相交 的 G1,G2,… ,Gr. 试问 这 种 分 类 是 否 依赖 于 i 呢 ? 为 证 与 i 无 关 ， 应 证 如 相对 于 i 与 
k 属于 同 -~… 子 集 G 时 ， 那 么 相对 于 任 一 i 它们 仍 属于 同一 子 集 . 实际 上 ， 相 对 于 i 及 而 
分 得 的 子 集 分 别 记 为 G 提 ,GO 及 G9,.…,G("). 设 上 均 属 于 GO,ie G0, 则 当 r 之 s 
时 ， 自 六 出 发 ， 只 可 能 在 7 一 s,t+ (7 一 s),2t+ (7 一 s),… 等 步 上 到 达 jk, 故 hk 属于 G0); 
类 似 地 ， 如 s >7, 则 jk 属于 G6, 

总 结 上 述 ， 便 得 

定理 2 设 不 可 分 马 氏 链 的 转移 概率 矩阵 为 P = (pij), 有 周期 上 及 相 空间 C. 于 是 可 唯 
一 地 表 C 为 ， 

C=()G., Gr:NG,=¢% (r #5s), 
r=1 
使 经 一 步 的 转移 后 ， 自 G 中 任 一 状态 必 落 于 Gi1(G4i41 = G1) 中 某 一 状态 上 ; 如 只 在 时 
刻 0,t,2t,3t,… 上 考虑 此 链 ， 则 得 一 转移 概率 矩阵 为 P' 的 新 马 氏 链 . 在 此 新 链 中 ,每 一 G， 
形成 一 不 可 分 闭 集 ， 而 且 G; 中 任 一 状态 都 是 周期 为 1 的 状态 ;如果 原来 的 链 常 返 ， 那 
么 新 链 也 常 返 . 

实际 上 ， 只 要 补 证 最 后 一 句 话 ， 由 命题 1 知 自 某 一 项 以 后 , 一 切 ph? > 0, 可 见 在 新 链 

中 ， 上 大 的 周期 为 1. 常 返 性 则 是 由 于 


fo = 》 f=1.0 
?一 1 


n=1l 








82.4 ”遍历 定理 


考虑 对 步 转移 概率 pi?. 在 实际 中 常常 磁 到 这 种 情形 : 当 n 其 大 时 ，pM 与 一 常数 ak 
其 接近 而 且 此 常数 与 ; 无 关 ， 这 反映 下 列 事实 : 经 m 步 转移 后 ， 当 甚大 时 ， 卫 位 于 大 的 
概率 ， 几 乎 不 依赖 于 它 开 始 时 所 处 的 位 置 ， 

数学 上 的 精确 提 法 是 : 

1° 试问 limpiw? 是 否 存在 ? 

2。 如 存在 ， 此 极限 是 否 与 了 无 关 ? 

结果 发 现 答案 未 必 常 常 是 肯定 的 ， 而 与 j,k 所 处 的 类 有 关 . 

在 马 氏 链 理论 中 ， 有 关 这 一 类 问题 的 定理 统称 遍历 定理 . 

设 相 空间 EE 已 按 分 解 定理 分 解 为 D, C1,C2,.…. 需要 分 别 考虑 各 种 情况 . 

(一 ) k ED 或 & 为 零 状 态 时 . 

定理 1 如 keD 或 k 为 零 状态 ， 则 对 任意 7 有 lim pt = 0 

证 回忆 2.2(3), 取 NN 使 1<N<<n, 有 


po = f+ Dp + tf pe ++ Fpl (1) 


p< f+ > Fp-™), 
m=N+1 m=1 

先 令 n 一 oo, 由 82.2 定理 1, 2, 右 方 第 二 项 趋 于 0 再 令 N 一 oo, 因 /<1 有 方 趋 于 
0. 故 dim, pl = 0. 口 

系 1 有 穷 链 ( 即 只 有 有 穷 个 状态 的 马 氏 链 ) 既 不 可 能 只 有 非常 返 状态 ,也 不 可 能 有 零 
状态 . 

证 设 轧 = D， 由 定理 1 pl 一 0,j€E,keE. 令 EE=(0,1,.…,a) (a < o%0), 则 
1= 也 z 铝 . 令 w 一 co 即 得 1= 0 矛盾 此 得 证 第 一 结论 

将 忆 分 解 为 D,C1,.…, Ci 设 有 一 零 状态 ii 属于 某 C_C 是 不 可 分 的 有 穷 闭 集 ， 故 有 
1= 叶 吕 .是 既然 C 中 状态 都 是 零 的 ， 而 C 又 为 有 穷 集 ， 令 n 一 co, 由 定理 1 仍 得 1= 0， 
矛盾 此 得 证 第 二 结论 ， 口 

系 2 如 果 存 在 一 个 零 状态 ， 则 存在 无 穷 多 个 零 状 态 . 

证 与 系 1 第 二 部 分 证 明 相仿 ， 口 

由 系 1 及 系 2 可 见 ， 对 具 反射 壁 的 随机 徘徊 ， 全 体 状 态 都 是 周期 为 2 的 非 零 的 常 返 状 


这 


(二 ) 有 为 非 零 的 常 返 状 态 时 . 
设 丰 的 周期 为 t> 1), 引进 数值 


所 (站 = DPD (r=1,2,.,t; je BE), 


m=0 
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因此 ， 记 gr) 为 自 j 出 发 , 在 某 步 (n = r(modb) 上 初次 到 达 上 的 概率 ; 故 > fin(r) = fx 
注意 ， 如 了 常 返 ， 但 与 大 不 属于 同一 闭 集 ， 则 显然 pi = 0 一 切 mw 故 pi 一 0. 至 于 
其 它 的 j, 这 极限 可 不 存在 ， 但 有 下 列 一 般 性 的 定理 2: 
定理 2 如 上 为 非 零 的 常 返 状态 ， 膨 期 为 则 对 任意 j, 有 


。 (nt+r) . , 用 
im pp = fix(7) 去 (1gr<). 


证 由 (1), 并 注意 p=0,1 关 0(modt), 对 Ng<n, 有 


N co N 

mt+r n—m)t ntti+r at 十 六 t+r n—mjt 
DY en 
m=0 m=N+1 m=0 


于 此 式 中 令 n 一 oo, 并 利用 82.2 定理 2; 再 令 NN 一 co, 并 回忆 fjx(7) 的 定义 ， 即 得 所 和 欲 证 . 
口 


试 较 深入 地 研究 fjx("). 以 C 泛 指 分 解 定理 中 任 一 Ci, 其 中 元 是 周期 为 t 的 常 返 状 
态 ， 对 任意 je E, 如 P(zo(w) = 7) >0, 引进 条 件 概率 


f(j,7,G,) = 了 (对 某 n = r(modtzn(w) € Gu|zo(w) = 7), 
f(j,C) = P( 对 某 n, zn,(w) e Clzo(w) = 7)， 


这 里 G。 由 8$2.3 定理 2 来 定义 .容易 看 出 
f(3,0) 一 >》 hm Gu)， (2) 
v=1 


实际 上 ， 只 要 证 明 
P( 对 某 n, zn € Clzo = j7) = P( 对 某 n 三 7?(modt),zn € Clzo = 7- 


左 方 值 显然 不 小 于 右 方 值 ， 反之， 如 zn€ C, 由 C 的 闭 性 ， 只 要 任 取 m > n,m = 7r(mod), 
就 有 zm es C. 故 右 方 值 也 不 小 于 左 方 值 . 
由 定义 看 出 ， f(i,C) 是 自 了 出 发 ， 终 于 要 落 于 C 中 的 概率 ， 故 


Df(j,0) <1， 
中 


这 里 求 和 号 对 一 切 不 可 分 闭 集 C1,C2,… 进行 ， 而 1 一 79) 为 自 了 出 发 ， 永 远 留 在 D 


中 的 概率 . 
引 理 1 如 上 上 EG,， 则 对 任意 7 = 1,2,.…,t, 有 


f (7, Cu) 一 万 (7 (3) 


对 任意 ke C, 有 
f(7,.C)= fir. (4) 





证 显然 fixp(7) < f(j,T,G,). 反之 ， 有 


oo 
fijr(7) > >», > P(gnitr =i, TosttrEG,, OS s < nlzo= 7)): 大 人 
n=0 i1EG, 


但 当 2k 属于 同一 Gy 时 ， 由 于 周期 为 t 及 82.3H, 
fir(t) = fir = 1, 


故 fjk(") > fw Gu), 此 得 证 前 一 结论 ， 后 一 结论 的 证 明 类 似 .。 口 
利用 此 引 理 便 可 改写 定理 2 为 
定理 2” 如 天 为 非 零 的 常 返 状 态 ，&e Gw 则 


Jim pz 一 Jr Go) 二 Ge E). (5) 
定理 2 比 定理 2 更 深刻 ， 因 (5) 中 右 方 去 的 系数 f(j,7,G。) 只 依赖 于 所 在 的 子 类 
G,, 而 不 依赖 于 本身. 
至 此 ， pl 当 n 一 oo 时 的 性 质 已 研究 清楚 : 
a, 当 kE D, 或 上 为 零 状态 , 或 链 为 不 可 分 而 且 周 期 t= 1 时, 问题 1 2° 有 肯定 答案 . 
B.，lim_ pis 未 必 存 在 ; 但 如 有 周期 为 则 对 任意 1 < 7 < 子 列 {p 织 +*"} 总 有 极 
限 ; 如 果 理 解 去 = 0, px = co(k € D), 则 (5) 对 任 一 对 jk e BB 都 成 立 ， 由 此 即 可 推出 
+. 存在 平均 极限 : 此 可 叙述 为 
定理 3 对 任意 je E,ke E, 存在 lim 1 》 pi, 而 且 
nm v=1 


Jim 二 > = 0, 如 ke D 或 k 为 零 状态 ; 
= /7,C)， 工 如 k EC. 
. Hk 
证 如 keD 或 为 零 状态 时 ,. 结论 由 定理 1 推出 . 今 设 keC 而 且 有 周期 t+. 
注意 数学 分 析 中 的 下 列 事实 1 


设 有 t 个 序列 {antts}, 多 一 0, 1,2,. “" (s 一 1,2, “0 ,+), 使 对 每 一 序列 ， 均 存 在 lim antte 一 
6b。, 则 


1 1 
i 
v=1 3 一 


1 其 证 明 甚 易 ; 因为 ， 如 cn 一 c 则 + 了 cv 一 c, 由 此 即 易 推 得 ， 对 任 e > 0, 必 存 在 N, 使 之 N 时 
v=1 


n t 
Se 
v=1 3 一 工 








<E. 
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利用 此 事实 及 定理 2 并 注意 1 人 C) = fi = 台 fix(") 即 得 所 欲 证 。 口 
$2.5 “平稳 马尔 科 夫 链 


马 氏 链 {z} 称 为 平稳 的 , 如 对 任意 ,i, 有 
Plzn =i) = P(ro=1)= pi, 
具有 此 性 质 的 开始 分 布 {pi} 称 为 平稳 分 布 . 由 
pi= P(rn =i) = Dy pp (i = 0,1,2,...) (1) 

可 见 ， 平 稳 分 布 (po,p1,…) 在 变换 (po,p1,…) . (pM) 下 是 不 变 的 ， 这 里 n = 1,2,- 

平稳 分 布 在 实际 中 有 重要 的 意义 ， 因 为 这 时 运动 具有 统计 的 平稳 性 : 六 在 二 n 时 
位 于 ;的 概率 ， 不 随 n 而 异 . 

问题 在 于 : 如 (pix) 已 给 定 ， 平 稳 分 布 是 否 存在 ? 如 何 求 出 ? 


先 证 明 
引 理 1 设 C 为 分 解 定 理 中 任 一 不 可 分 闭 集 ， 由 非 零 的 常 返 状态 构成 ， 则 站 = 
€ 


证 暂 设 C 中 状态 的 周期 为 1. 对 keC,jecC 


lim pi = 工 > 0. 
Hk 
令 7= 测 由 的 闲 性 ， 有 马 p=1 及 


十 n 
ptr = ph pe). 
he 


先 取 C 中 任 一 有 穷 子 集 ， 令 nn 一 oo, 可见 
Dr 人 1，rTk 之 >», RD 。 


kEC heC 
今 设 第 二 不 等 式 中 ， 对 某 ko, 等 号 不 成 立 ， 则 将 第 二 不 等 式 对 一 切 ke C 求 和 并 利用 第 一 
式 ， 得 
1 之 > Tk> >», Th. 
大 EC hEeC 
此 不 可 能 ， 故 对 一 切 he C, 都 有 wh = 刀 rhphx .既然 级 数 并 rap 挫 为 收 化 级 数 于 rh(< 


heC 


1) 所 控制 ， 故 可 在 ,2 号 下 取 极 限 ， 令 m 一 00 得 
€ 


Tk 一 ( >》 mm 


PEC 
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于 是 


1 
2 r= 1 


KEC KkEC 


今 一 般 地 设 C 中 状态 有 周期 为 (> 1). C 分 解 为 G1,…,Gt 后 ， 对 已: 每 Ge 都 是 周期 
为 1 的 不 可 分 闭 集 ， 既 然 lim ph? = 去 (jE Ge, hE Gp), 利用 上 段 结果 得 


》， 二 -1 (6 = 1,2,..,t), 


reGa 全 
故 
1 1 t 
2 一 = -一 一 1 工 口 
kEC Kk B=1 keéGpg Fk 


以 下 定理 解决 平稳 分 布 的 存在 性 及 其 结构 的 问题 ， 

定理 1 设 马 氏 链 有 开始 分 布 为 {pi}. 以 Ca 表 分 解 定 理 中 任 一 由 非 零 的 常 返 状态 构 
成 的 不 可 分 闭 集 , 令 卫 = 总 。Ca. 于 是 {pi} 为 平稳 分 布 的 充分 与 必要 条 件 是 : 存在 非 负数 
列 {和 a}, 2 Ma 一 1, 使 


0 如 证 互 ， 
Me Ld) 加) 
Pi Nn 2_ Pp, 如 ie Co 


(2) 
v=1 

证 必要 性 . 设 {pi} 平稳 ， 由 证 有 H 及 上 节 定 理 1，lim pM = 0. 注意 (1) 中 右 方 级 数 
为 收 化 级 数 2 py =1 所 控制 ， 故 于 (1) 中 令 n 一 oo 即 得 


次 设 ie Ca. 利用 (3) 及 Cn 的 闭 性 ， 由 (1) 得 


Pi = 2 pp (v= 1,2,.….), 
JECau 


因而 


1 性 ow ， lo 
p= >, "(222) = 总 2 人 三 区 上 


JECa JECa 


与 上 同 理 可 在 此 式 中 和 号 下 取 极 限 ， 既 然 j,i 属于 同一 Ca, 由 上 节 定 理 3, 令 n 一 o0 得 
JECa 


取 Xe = 2 pj;; 则 》 Xo = Dp;= Dp;=1. 
JECa a jEH - 


了 
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充分 性 : 用 (2) 以 定义 {pi;}. 由 引 理 1 及 交 Xa=1 可 见 它 是 一 分 布 ， 要 证 如 取 {pi} 为 
开始 分 布 ， 则 
Pi 二 P(rm 三 i) 
对 -- 切 mm = 0,1,2,… 上 成立. 
如 证 刀 , 由 (2) 中 第 一 式 及 五 的 闭 性 得 
Pl(zm = 2) = > pp 十 》， pjpsr =》, 0 ph 十 》 pi -QQ=0. (4) 


jEH EH EH jE€EH 
如 i€ Ca, 任 取 Jo € Cu， 由 (2) 及 


p=0, jeH-C 


Pn 矶 ov 开 全 这 珊 八 ， 


JEC。 JECu 


对 任意 s > 0, 由 引 理 1, 存在 只 伪 有 穷 多 个 状态 的 集 CCc Co, 使 六 <e 于 是 


JECa 一 Ca 


Plzm=i) < Xa 2, { 有 a Dm +e 


jE€ECL, 


,1 v)_(m 
Sh lm >) D pip te 


v=1 EC 


in Lo tm ,A 
MP 二 E 二 1 


由 se 的 任意 性 得 
P(xzm =i & =pi. 全 


再 由 引 理 1 及 和。=1 得 


DD Pen=d) Dil 


a icECau ox EECa 
男方 面 ， 由 (4) 得 
Yd)  P(zm = 让 = 》 P(rm=i)=1, 
ca YECa i=0 
故 (5) 中 必须 取 等 号 .， 口 
由 定理 直接 推出 


系 1 (i) 当 且 仅 当 五 = 9, 平稳 分 布 不 存在 ; (ii) 当 且 仅 当 只 有 一 个 Ca 时 ， 平稳 分 布 
唯一 地 存在 ， 此 时 Xe = 1; (过 ) 如 人 至少 有 二 个 Ca 时 ， 存 在 无 穷 多 个 平稳 分 布 . 
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系 2 对 有 穷 马 氏 链 ， 平 稳 分 布 恒 存 在 . 
证 由 上 节 系 1, 此 时 HH#9. 口 
定理 2 为 使 开始 分 布 {pi} 平稳 的 充分 与 必要 条 件 是 : {p;} 是 方程 组 


ee 
vi 二 》， VjDPyi, 
I=0 
ee 
Ui 之 0,， dv: 一 工 
i=0 


的 解 . 
证 必要 性 : 由 P(xz1 = i)= pi 即 得 


pi = Dp Pi > 0， > =1. 
充分 性 : 由 (6) 第 一 式 得 
P(z1=)= Dpin = Pi, 
设 P(zm = 引 = pi 成立 ， 则 


oo ; 


Plzmti = 让 = P(em = j)pii = 》 pipi 口 
j=0 


i=0 


虽然 定理 2 是 一 简单 的 结果 ,但 它 与 定理 1 综合 后 ， 却 说 明了 定理 1 在 解 无 穷 线性 方 
程 组 中 的 作用 ， 我们 把 它 写 成 
系 3 方程 组 (6) 的 全 部 解 与 全 体 (2) 形 的 序列 {p;} 的 集 重合 . 


$2.6 ”多 重 马 尔 科 夫 链 


马 氏 链 (未 必 齐 次 ) 是 多 重 马 氏 链 的 特殊 情形 ， 定义 在 概率 空间 (Q, 下 ,P) 上 的 、 取 值 
于 E= (0, 1, 2,.…:) 中 的 随机 变量 列 zn(w) (n 二 0,1,2,…) 称 为 v ( 正 整 数 ) 重 马 氏 链 ， 如 果 等 


. 式 





P(zm+i = im+1|zy = 2, 了 一 mM 1,.-.,1,0) 


= P(rmti 三 和 +1o 三 人 j=mm— 1 ,mv +1), (1) 


对 任意 正 整数 m > wv 及 任意 ij eB 成立 ， 只 要 左 方 构成 条 件 的 事件 有 正 概率 . 
注意 马 氏 链 的 定义 ( 见 82.1) 等 价 于 


P(zm+1 三 im+1|2y 一 2j) 了 二 77299777 一 1 1,0) 三 P(zm+1 三 im+1 Zm 一 im). (2) 





1 参见 .82.7 题 3. 
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故 马 氏 链 是 1 重 马 氏 链 . 
下 和 面 证 明 ， 在 扩大 相 空 间 的 维 数 后 ， 可 化 ” 重 马 氏 链 为 马 氏 链 . 
考虑 空间 B(™) = (e), 这 里 e 表 " 维 空间 中 坐标 为 非 负 整数 的 点 . 于 是 v 维 随机 矢量 


zn(w) = (Zn(whj Znri(w) oznro-io)) 人 =012…) (3) 


的 相 空 间 为 如 和, 我 们 有 
定理 1 如 {zn(w)} 是 v 重 马 氏 链 ， 则 {zn(w)} 是 马 氏 链 ， 
证 由 (2) 只 要 证 


已 (zm+li 三 Em+1|Zm 二 Emm 20 二 eo) 一 P(zm+1 一 Em+1|Zm 一 em). (4) 
令 ek = 人) 为 了 使 (4) 中 左 方 有 意义 ， 必 须 使 erj1 中 前 wv 一 1 个 坐标 ， 分别 按 序 


) 
等 于 ex 中 后 v1 个 坐标 ， 即 


iD 一 的 


?7 十 1 (7=1,.,v0—1;k=0,...,m), ; (5) 


否则 (4) 中 左 方 无 意义 ， 故 应 设 (5) 满足 ， 从 而 eo0,e1,…,em41 中 ， 看 来 共有 (mm 十 2)v 个 
坐标 ， 其 实 只 有 十 站 十 1 个 是 自由 的 ， 取 此 w+ 关上 1 个 自由 坐标 为 区 0 计 ); 
iD t+. 于 是 其 余 坐 标 都 被 此 +m+1 个 决定 .由 此 及 (3), 可 改写 (4) 为 


(rn 十 1 (maz 十 工 m+t+1 
P(rmrso 一 让 +1) ,Tmt+v-1l1 三 让 》 ;Tm+1 二 外 | 


(etl) m+1 

[zmtv— 1 三 ?uv ) ‘Tmt+1 二 i( ) ), 2 = em_1,...,20 = e0) 
ml mt) (mt) 

= PP(zm+w 一 让 ) zm mm 十 一 vl mn+l 一 了 | 


一 im+l) . i(™+h) (mm 
|zm+u-1 二 ?1 ， ‘Tmt+l 二 21 Zrm 二 ?1 )), 


P(zm4v = im+tD) | jo in+1l) . .Tmtl = i™+t), 


Zu 1 ? 
_ (mm)， 
Zm 一 ?21 ;Zrm 一 人 


一 = P(zm+v = 一 i™+1) [rmtv 1 一 让 tt) mm 二 让 mm 一 = i")). (6) 


了 


然而 事件 (Zrm_1 二 em--1i 20 二 eo) = (Tm+v- 2 二 = 让 二， ;Tm—1 一 一 让 », Tm-—2 三 i(™ 2), 
,a0 = 者 )) 以 之 代入 (6) 式 左 方 ， 由 (1), 可 见 (6) 式 的 确 成 立 ， 故 得 证 (4 口 
今 试 求 {zn(w)} 的 转移 函数 . 设 6E0 二 (2 ,iv), El 三 (7 , Jv) 并 且 如 Pl(zm 一 e0) > 0， 
记 

P(zm+1 = eilzm = eo) = mp is, (7) 
如 上 所 述 ， 如 有 某 充 关 iri (1=1…,2 一 1), 则 (7) 中 值 无 意义 ， 补 定义 其 值 为 0; 在 相反 情 

况 ， 则 有 
mp v1 jy 一 P(rmrv 一 Ju|Zm+u-1l 一 jul "Tm+1i 三 71， Tm 二 i1). (8) 
称 " 重 马 氏 链 {zn} 为 齐 次 的 , 如 (8) 中 右 方 值 不 依赖 于 m. 此 时 由 (8) 可 见 马 氏 链 {z%} 必 
是 齐 次 的 . 于 是 可 利用 本 章 以 上 诸 节 的 理论 来 研究 v 重 齐 次 马 氏 链 . 然而 ， 这 并 不 等 于 说 
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后 者 无 单独 研究 之 必要 .因为 自 {zn} 过 渡 到 {zn} 时 ， 要 扩大 相 空 间 的 维 数 而 直观 意义 模 
糊 ， 同 时 转移 概率 矩阵 中 出 现 许 多 0 也 不 方便 . 


82.7 ”补充 与 习题 


1. 和 区 全， 看 很 据 是 : 
lim fn(m) = fr, 则 
dim 2 fn(m) = 2 fn (< 00). 
证 明 其 易 ， 由 下 列 估计 式 立 即 推 出 : 


Dh- Da (| < 》 fn — fr(m|+ 》 fnt+ ,fn(m) 


neN n>N n>N 





2. 试 证 马 氏 性 与 下 条 件 等 价 : 对 任意 非 负 整数 mm,i 及 A ef(zj,j <m), BeF(rz;,j> 
m), 有 
. P(B|A,zm =i) = P(Blzm = i). (1) 
提示 : 利用 联合 分 布 . 即 $2.1(9) 式 , 先 证 对 柱 集 4, B 等 式 P(Ah,zm = i,B) = P(Ah,zm = 
ijP(Blzm = 让 成立 ; 其 次 对 固定 柱 集 B, 利用 入 系 方法 1 , 知 此 式 对 一 般 的 4 也 成 立 ; 再 
固定 一 般 的 4, 又 一 次 应 用 上 述 方 法 ， 即 知 此 式 对 一 般 的 B 也 成 立 . 
3. 试 证 马 氏 性 与 下 条 件 等 价 : 


P(xm+1 = jlzm = i Tm = im-1,°* ,To = io0) = P(zm+1 = jzm = 2). (2) 


提示 : 计算 此 随机 变量 列 的 有 穷 维 联合 分 布 ， 利 用 $2.1 定义 2. 因而 ， 表 面 上 看 , 马 
氏 性 的 定义 似乎 介 于 (1),(2) 之 间 ， 其 实 三 者 等 价 . 

4. 在 本 章 正文 中 ， 82.2(3) 式 及 命题 H(§2.3) 的 证 明 是 直观 的 ， 需 要 进一步 严格 化 . 我 
们 在 那里 宁肯 采用 直观 方法 ,不仅 是 为 了 节省 时 间 ， 而 是 便于 对 马 氏 性 有 本 质 的 了 解 ， 以 
免 一 开头 就 被 严格 的 形式 掩盖 了 思想 的 本 质 . 现在 给 这 二 处 补 上 严格 的 证 明 ， 理 论 根据 是 
(1) 式 ， 但 思想 仍 是 原来 的 ， 这 里 只 是 把 它 精确 化 而 已 . 

(A) 试 证 $2.2(3). 利用 (1) 及 齐 次 性 ， 有 


p= = P(rz», = j|zxo = 


一 》 Pteo = 01 #710 <1< mleo = 
m=1 


~ Plen = lro = br fh0 < < mem= 7) 


-> fi pzn = jem =7)= 》 所 pm 


m=1 





! 见 附 篇 引 理 3. 
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(p90 = 1 此 即 82.2(3). 口 
(B) 试 证 命题 H: 如 方 =17 二 > kj 了 则 fj =1. 
令 集 
A= (zo 二 j, 存在 NN>0, 使 zw = 后 )， 
B= (zo==j, 存在 N>0, 使 zk,j,0<l<N,zy = 上 )， 
C=(xo=7j, 存在 M>0N>0, 使 zk,0<l<M, 
TM =j,TM+tr Ak,0 < Tr< N,TMIN 一 大). 
于 是 A 表 事 件 “ 自 7 出发， 终于 费 到 达 k”, B 表 事 件 “ 自 7 出发， 终于 要 到 达 ,并且 中 间 
不 经 过 7”,C 表 事 件 “ 自 7 了 出发， 终于 要 到 达 有 中 间 经 过 六, 因此 
BNC=0, A=BUC. 
利用 (1) 与 齐 次 性 ， 得 
0 < fir=P(Alzo =7)= P(Blzo =j)+P(Clzo = 


= 2 Plzi #k,#j,0<1<N,zw = kro=)) 
N=1 


+ > P(zi#k,0<1l< M,zm = jlzo=)) 
,N=1 
P(zr Zk,zFj0<r<N,rN = klzo=)), 
jf =P(r1 A hj0<l<N,zN = kz0=j)>0. 
1—f;= P(r, #5, CO— 雪 n> 0lzo = 7), 
由 (1) 及 齐 次 性 得 
1~-f;2P(z1 kj0<l<N,zrN = kro = 7) ' 
x P(rzntrn #7) 一 切 m > 0lzo =j,z1 Fk,FAFj0<l<N,zrN =k) 
(CN) 


一 了 J 让 (1 — frs)- 


如 果 Ai <L 则 1=- 方 >0, 或 1> 方 ,这 与 了 的 常 返 性 矛盾 ， 故 fi; =1. 口 
5. 设 齐 次 马 氏 链 的 转移 概率 矩阵 为 


1/2 1/3 1/6 
P=|1/3 1/3 1/3 | . 
(% 1/2 史 
试问 此 链 共 有 几 个 状态 ? 求 二 步 转移 概率 ， 分 析 状态 的 类 别 ， lim pi? 是 否 存在 ? 试 求 
之 ? 平稳 分 布 是 否 存在 ? 试 求 之 . 
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6. 设 存在 。> 0 使 Pr = (p 阅 ) 中 的 元 全 大 于 0 则 lim pM = rk 存在 ， 与 了 无关， 又 
如 补 设 此 链 有 穷 ， 则 7 > 0 于 六 一 工 


提示 : 此 链 不 可 分 ， 周 期 上 = 1. 
7. 设 链 不 可 分 ， 状 态 为 遍历 的 ， 令 lim pi = mw, 则 {ra} 是 方程 组 


rk = DTjpjk (k=0,1,2,...) 
i 
的 解 ; {rk} 是 唯一 的 平稳 分 布 . 
提示 : 由 吕 r < 1, rk > 部 mypjb 将 后 式 对 一 切 上 求 和 即 得 ， 后 式 来 自 Pit” = 


2 了 pf) pi 


8. 设 齐 次 马 氏 链 以 
1/2 0 1/2 0 0 


1/4 1/2 1/4 0 0 
P=|1/2 0 1/2 0 0 
0 0 0 1/2 1/2 
0 0 0 1/2 1/2 
为 转移 概率 矩阵 ， 试 分 解 此 链 并 研究 ph?) 的 极限 性 质 (n 一 oo 时 ). 求 平稳 分 布 . 
提示 : (1,3),(4,5) 各 成 一 不 可 分 遍历 闭 集 ， 2 为 非常 返 状 态 ， pi 一 3, p49) 一 了 
9. 设 pyjt1 = 1 一 Qj;1P70 三 a;,0 < 0Q7 < 1, (7 = 0,1, 2… ). 试 证 一 切 状 态 为 非常 返 的 或 常 
返 的 ， 视 级 数 于 a; 收敛 或 发 散 而 定 . 


提示 : 1 一 万 = Ha-o) 


10. 接连 独立 地 从 1,2,3,4,5,6 六 个 数 中 取出 一 数 ， 每 次 每 个 数 被 取出 的 概率 为 $, 取 后 
还 原 ， 定 义 zn =j, 如 在 前 ”次 中 所 取得 的 最 大 点 数 为 j. 试 求 转移 概率 矩阵 P. 

答 : pjp = Bk>j p= dpik =0,k<i, jk= 1,2,...,6. 

11. 设 {zi) 为 独立 随机 变量 列 ， 取 非 负 整 数值 . z; 的 分 布 为 (q 站 ,gq 中 ,…,g 站 ,…). 试 
证 {zi} 为 马 氏 链 ， 并 求 其 开始 分 布 及 转移 概率 矩阵 ,,P, 何 时 此 链 是 齐 次 的 . 

提示 : 当 {a} 不 依赖 于 i>0 时 . 

12. 同上 题 设 ， 试 证 {yn} 为 马 氏 链 ， 这 里 y= 沁 zi. 并 对 {yo} 解答 上 题 中 提出 的 问 


13. 试 证 当 且 仅 当 ji > 0,fj;>0 时 ，i < 一 
提示 : 利用 Sp py < fs < 

n=1 
14. 引进 概率 


(有 De jes) 
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则 了 Qa 二 0 或 1 视 后 <1l 或 f= 1 而 定 (这 是 常 返 状态 命名 的 根据 ); 2) Qij = fij8@jj， 
Qi < Wj: 

提示 : 引入 T= P(zk = i 至 少 对 nn 个 上 k 成 立 |zo = 人 则 了 = ,T= Ti1. 

15. 以 DD 表 齐 次 马 氏 链 全 体 非常 返 状 态 的 集 ， 试 求 “ 自 j(e D) 出 发 ， 卫 永远 停留 在 
D 中 的 ”概率 : yj;. 证 明 {yy}, 7 € D, 满足 方程 组 


yj = >》 pjvyo (3) 
veED 
当 且 仅 当 方程 组 
志和 pz (al < 1) (4) 
vED 


无 非 零 的 有 界 解 时 ， 包 =0 (一 切 四 
解 ， 以 yl” 表 自 j 出发， 于 +=n 时 ， 允 仍 位 在 D 中 的 概率 ， 于 是 
人 ) = Dd pj, 


vED 


y+ = = 》， Djog 人 tn 


vED 


(5) 


从 而 <1 yy" yj (n 一 00), 而 且 (3) 成 立 ， 设 (4) 有 一 有 界 解 为 {zi}. 比 
较 (4),(5) 得 四 | < 区 0, 由 归纳 法 | < WW. 由 此 即 可 证 明 最 后 一 结论 。 口 

16. 以 C 表 分 解 定理 中 任 一 不 可 分 闭 集 ， 试 求 “ 自 je D 出 发 ， 克 终于 要 落 于 C 中 ” 
的 概率 ? zj; 求 zj 所 应 满足 的 方程 并 讨论 此 方程 的 解 的 唯一 性 . 

解 以 z 表 自 j 出 发 于 +=n 时 第 一 次 落 于 C 的 概率 ， 则 zj = 时 sy, 其中 


1 (nt+1 n 
7 = pr, zt) = piorl™). (6) 


kEC veED 
在 此 式 中 令 T= 1 2 2 相 加 ， 得 
-DPioro = 7 (7) 


veD 
此 方程 组 如 有 二 不 同 的 有 界 解 ， 则 其 差 必 为 (3) 的 有 界 解 . 因此 ， 由 上 题 即 知 : zj 为 (7) 
的 唯一 有 界 解 ， 除 非 存 在 je D, 使 自 j 出 发 ， 永远 停留 于 D 中 的 概率 y; > 0. 口 
17. 试 证 对 有 穷 齐 次 马 氏 链 ，y; = 0( 对 一 切 站; 而 且 zj( e D) 是 (7) 的 唯一 解 . 
证 只 要 证 第 一 结论 ， 如 说 不 然 ， 设 {y;} 的 最 大 值 为 M > 0. 不 失 一 般 性 ， 可 将 状态 
如 下 排列 ， 以 使 y; 不 增 ， 即 使 Yo=Nn = y=M>yr>yt2>.…. 由 (3), 对 iga, 
i€ED, 有 


Ad = Dpivy = Dod+ Dd pivy,. 


v€ED v>a 





‘my =7( NN (ameD) 
m=0 





, 亦 即 824 中 的 1 5 GC) 
Z0 一 了 C 


2 邑 zy 一 e(U er E ol _) 亦 即 82.4 中 的 1(7 C)， 
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然而 ， 如 果 有 一 个 v > a 使 pw > 0, 上 等 式 不 可 能 成 立 ， 因 此 pi。= 0, v > a 这 表示 
(0,1,…,a) 成 一 闭 集 . 于 是 这 闭 集 产生 一 不 含 常 返 状态 的 有 穷 子 链 . 与 办 4 系 1 逆 盾 .， 口 
18. 考虑 具 吸引 壁 为 0, a 的 齐 次 随机 徘徊 ， 自 ; 出 发 ， 终 于 被 0 吸引 的 概率 记 为 2 
试 求 xz; =? 
答 : zj = EA, (p #9); 7;= 1, (p=9). 
19. 设 不 可 分 链 的 状态 为 0,1,2,…. 为 使 这 些 状态 为 非常 返 的 ， 充 分 与 必要 条 件 是 方 


程 组 
y= > Pivy (8) 
veED 

(其 中 D= (1,2,.- 让)) 有 非 0 的 有 界 解 . 

提示 : 只 要 研究 0 何 时 非常 返 . 与 15 题 一 样 ， 当 且 仅 当 (8) 有 非 0 的 有 界 解 时 ， 存 
在 JeDD, 使 自 7 出 发 ， 永 远 停 留 在 D 中 的 概率 大 于 0, 故 终于 要 到 达 0 的 概率 小 于 1, 即 
fjo <1. 故 0 非常 返 

20. 设 poo 二 雪 ,Pol = 二 ,pii-1 二 者 ,Piitl 二 3 了 (i 宛 1). 试 求 开 及 pt. 证明 0 是 非常 返 
的 . 

提示 : 利用 题 19. 

21. 称 7 为 本 质 状态 , 如 对 任 一 , 当 7 一 > 上 时， 就 有 上 一 > j. 常 返 状 态 必 是 本 质 的 . 
反之 不 真 . 例如 见 题 9. 然而 ， 当 链 为 有 穷 时 ， 本 质 状态 也 是 常 返 的 . 

提示 : 对 有 穷 链 ， 如 7 是 非常 返 的 ， 则 自 了 出 发 ， 终 于 要 落 于 其 闭 集 C 的 概率 为 1， 
而 C 由 常 返 状态 构成 ， 故 存在 ke C, 使 7 二 ,但 ;不 能 自 k 到 达 ， 于 是 ;不 是 本 质 的 . 

22. 举例 说 明 由 马 氏 性 不 能 推出 

P(zm 三 jzm-2=2zmnic4)=Przn 三 7Jzm-iE4)， 


其 中 P(zm =2zm_ce4)>0,4 至 少 含 二 状态 . 

附 记 . 马 氏 链 最 初 由 A. A. Mapros (1856-1922) 引进 . 初期 研究 的 对 象 主要 是 有 穷 
链 ， 至 今 关 于 有 穷 链 已 有 几 本 专著 如 下 面 文献 1 等 ,对 有 穷 链 可 用 矩阵 方法 ， 但 此 法 对 可 
列 马 氏 链 难 以 适用 . 本 章 中 的 结果 主要 由 A. H. Konxmoropos 得 到 ， 进一步 的 结果 见 本 书 
末 参 考 书 [14]. 那里 对 禁止 概率 , 极限 定理 及 关于 非常 返 状态 的 研究 有 系统 的 叙述 . 在 下 面 
文献 2 中 ， 引 进 了 更 一 般 的 马 氏 链 的 定义 ， 这 里 的 叙述 方式 属于 W. Feller, 好 处 在 于 突出 
了 思想 的 实质 (运动 的 直观 形象 清楚 ), 而 且 避 免 了 测度 论 ， 运动 的 直观 形象 在 马尔 科 夫 过 
程 的 学 习 中 是 十 分 重要 的 .我 们 在 W. Feller 的 基础 上 作 了 系统 化 与 严格 化 的 整理 工作 . 
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第 三 章 随机 过 程 的 一 般 理 论 
83.1 ”随机 过 程 的 可 分 性 
(一 ) 设 {zww),tET} 及 {yy(w),tET} 为 定义 在 概率 空间 (9, 下,P) 上 的 随机 过 程 ， 以 


后 我 们 允许 随机 变量 取 ce 及 -oo 为 值 ， 这 时 随机 变量 的 定义 仍 和 以 前 一 样 ， 不 需 任 何 改 
变 ,但 总 假定 它 取 无 穷 值 的 概率 为 0. 故 对 固定 的 t 


Plzi(w) = +00) =0, Pln(w) = +00) =0. 0 
称 二 过 程 为 随机 等 价 的 (或 简称 等 价 的 ) 如 对 任意 固定 te T, 有 
Pet(o) = (0) = (2) 
由 此 可 见 ， 对 任意 国定 的 4 eT, i = 1,2,.…( 有 穷 或 可 列 多 个 ), 有 
Plai(o) = (0), 1=1%.) = 


因而 此 二 过 程 有 相同 的 有 穷 维 分 布 族 . 或 者 从 另 方面 看 ,一 族 相 容 的 有 穷 维 分 布 决定 某 概 
率 空间 上 的 一 类 等 价 的 随机 过 程 , 

对 已 给 的 过 程 {z:(w),t € T), 容易 造 出 与 它 等 价 的 过 程 ， 实际 上 ， 对 每 个 ie7, 任 取 
一 w 集 N, Ee 下, 使 P(N,) =0, 记 


Ri = [一 oo,eo]， 
和 (w) 如 wEN. 
Zi), WElN, 
二 3 
“le) 作 中 任意 值 ， 如 we Nu， ®) 


显然 {yr(w),t Ee 了} 与 {zz(w),t € T} 随机 等 价 ; 而 且 任何 与 {z1(w),t ET} 随机 等 价 的 过 程 
都 可 用 这 种 方法 得 到 (回忆 P 为 完全 概率 测度 的 假定 )， 因 此， 对 任意 辕 定 的 te 7, 可 以 
在 任 一 0 测 集 上 ， 自 由 改变 zi(w) 的 值 ， 而 不 影响 过 程 的 有 穷 维 分 布 ， 即 不 跑 出 原 过 程 所 
属 的 等 价 类 .这 种 自由 性 可 以 使 我 们 从 一 类 随机 等 价 的 过 程 中 ， 挑 选 出 某 些 “好 ”的 过 程 
来 . 
然而 所 谓 “ 好 ”是 什么 意思 呢 ? 这 是 指 具 有 某 种 较 好 的 性 质 ， 例 如 可 分 性 ， 连 续 性 ， 
可 测 性 等 等 ， 下面 便 来 逐一 定义 并 讨论 这 些 性 质 . 
“ 即 仍 称 z(w) 为 随机 变量 ， 如 对 任何 实数 和 , (z(w) < A) € 下 . 由 此 知 


(2(w) = -00) = Nz(%) < -rn) eF; 


(z(w) = 00) =[ )(s() > ex. 
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(二 ) 可 分 性 观念 的 产生 是 由 于 下 类 问题 的 需要 . 在 理论 上 或 实际 中 常常 要 考虑 一 些 
重要 的 w 集 如 
W = (w :zi(w)€ 4 对 一 切 te 荆 成 立 ) (4) 


其 中 4 c Ri 是 任 一 有 界 闭 集 ， 如 果 工 是 可 列 集 !, 则 作为 可 列 多 个 可 测 集 的 交 ，W < 
故 W 有 概率 可 言 ; 但 如 了 不 是 可 列 集 ， 则 因 天 只 对 可 列 或 有 穷 交 运算 封闭 ， 故 无 从 保证 
W e ,更 谈 不 上 W 的 概率 . 

摆脱 这 种 困难 的 一 种 方法 是 改变 o 代数 的 定义 ， 使 它 对 任意 交 运算 也 封闭 ， 然 而 这 
样 将 从 根本 上 修改 概率 论 的 公理 结构 . 故 只 好 采取 另 一 方法 ， 即 假定 过 程 的 样本 函数 具有 
某 种 较 好 的 内 在 规律 性 ， 例 如 假定 一 切 样本 函数 都 是 连续 函数 ， 这 时 ， 如 7 是 一 区 间 ， 则 
(4) 中 集 

W = {w :zr(w) € 4 对 一 切 有 理 点 re 了 成立 }， 


于 是 不 管 T 了 是 否 可 列 ， 总 有 W e . 然而 ， 连 续 性 的 假定 太 强 ， 自 然 希望 尽量 减弱 条 件 而 
又 能 解除 上 述 困 难 ， 结 果 发 现 ， 合 理 而 又 经 济 的 假定 是 过 程 的 可 分 性 ， 

为 了 叙述 时 记号 简单 ， 设 工 为 Ri 中 任 一 区 间 . 

设 z(t) (te 了 T) 为 任 一 普通 函数 , 可 取 上 co 为 值 , 平面 点 集 {(t,z()),t ET} 记 为 XT( 它 的 
图 形 是 一 平面 曲线 ). 又 设 呈 为 工 中 任 一 可 列子 集 , 在 工 中 稠密 . 记 Xk = {(7,z(7)),7 € R}， 
它 也 是 一 平面 点 集 ， 显然 ，XR C XT. XR 在 通常 距离 ?下 的 闭 包 记 为 XR, 因而 Xk 由 XR 
及 XR 的 极限 点 构成 . 

定义 1 说 函数 z(b(te7) 关 于 尽 是 可 分 的 , 如 果 XT C XpP. 也 就 是 说 ， 对 任 一 te 了 T， 
可 找到 点 列 {7i} C R (ri 可 等 于 7;), 使 同时 有 


7 一 二 Zz(ri)— z(t). 


此 瓦 称 为 函数 的 可 分 集 . 

定义 2 说 随机 过 程 {tzi(w),t e T} 关 于 RR 是 可 分 的 , 如 存在 一 0 测 集 入, 使 对 任 一 
weEN, 样本 函数 zi(w)(t ET) 关于 RR 是 可 分 的 ， 此 时 称 RR 为 过 程 的 可 分 集 ;N. 称 为 例外 集 . 
说 随机 过 程 为 可 分 的 , 如 存在 于 了 中 到 处 稠密 的 可 列子 集 ,使 它 关 于 号 是 可 分 的 ; 说 随 
机 过 程 为 完全 可 分 的 , 如 果 它 关于 任 一 如 上 的 R 是 可 分 的 . 

例 1 连续 函数 关于 了 中 有 理 点 集 已 是 可 分 的 ， 实 际 上 ， 它 关于 了 中 任 一 可 列 稠 集 
都 是 可 分 的 ， 

例 2 设 se7,s 为 任 一 无 理 点 于 是 函数 z(t) = 0teT-{sj z(s) =1, 关 于 TT 中 有 
理 点 集 尺 是 不 可 分 的 ; 但 关于 RU {s} 却 是 可 分 的 . 

作为 可 分 性 的 应 用 ， 试 证 | 

引 理 1 如 {zi(w),teE 了 T} 是 可 分 过 程 ， 则 (4) 中 集 W 是 可 测 的 . 

证 设 民 为 可 分 集 ， NN 为 例外 集 ， 令 


WR = {w :Yr(w) € 4 对 一 切 r eR 成立 }. 


1 重 说 一 次 ， 为 了 方便 ， 我 们 把 有 穷 集 也 当成 可 列 集 . 
“? 即 一 点 Pi = (zip) 忆 二 (z2,y2) 间 的 距离 为 


dl(P, Py)= Van 一 z2)2 + (yi — y2)2. 
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显然 WR DW, WE= 门 { 乌 :271(w)€ 4}eE 大 . 任 取 we Wea,wEN. 对 任意 teT, 由 可 分 性 知 
reR 


存在 {rij CR, 使 Ti 一 4 zr,(w) 一 zx(w). 但 对 一 切 7; 有 zi(w)€ 4h, 而且 4 是 有 界 闭 集 ， 政 
zi(w) Ee 4. 由 tt 的 任意 性 得 we W. 于 是 得 证 


Wr DW DO WeNN. 
既然 P(WRa) = P(Wa NN), 而 且 P 是 完全 的 ， 故 
f <e 三， P(W) = P(WR). 吕 O 


这 引 理 说 明了 应 用 可 分 性 的 典型 方法 : 先 证 明 某 一 性 质 在 只 上 正确 然后 利用 可 分 
性 以 证 明 它 在 全 工 上 也 正确 , 

由 此 可 见 ， 可 分 性 具有 重要 的 理论 意义 . 

然而 ， 是 否 任 一 随机 过 程 都 是 可 分 的 呢 ?如 果 不 然 ， 可 分 性 条 件 严 格 到 什么 程度 呢 ? 

定理 1 对 任 一 定义 在 (Q, 下 ,P) 上 的 随机 过 程 {&(w),t e T}, 必 存 在 可 分 的 随机 等 价 
的 过 程 {z4(w),t € TT}. 

这 定理 说 明 ， 虽 然 一 给 定 的 过 程 {&i(w),t e T} 未 必 是 可 分 的 ， 但 在 一 类 随机 等 价 的 
过 程 中 ， 必 至 少 存在 一 个 可 分 的 代表 . 因此 ， 对 已 给 的 一 族 相 容 的 有 穷 维 分 布 ， 由 81.1 存 
在 定理 及 这 里 的 定理 1, 必 存 在 :可 分 的 过 程 ， 它 的 有 穷 维 分 布 族 与 已 给 的 相 重 合 . 换 言 

， 具 要 所 研究 的 问题 只 涉及 有 穷 维 分 布 族 时 ， 可 以 假定 所 考虑 的 过 程 是 可 分 的 . 
先 证 
引 理 2 对 任意 二 区 间 J 及 G,JcT, 存在 数列 {s%} c J 使 对 任 一 国定 的 ie. 有 


P(t € G, €,, EG, n=1,2,.…)=0. (5) 
证 用 归纳 法 选 {sa}. 任 取 s1€ 7. 如 在 了 中 已 选 出 s1,…, sn 令 


P, = sup P(E € G,é€,,€G,...,£, EG). (6) 
teEJ 


于 是 必 存 在 s+1 & J 使 


P(E € Gb EG ,bEG) > P,(1 — =), (7) 


nn 


但 诸 事 件 
G = (CE G,és, eG, , és, EG) (n= 1,2,...) 


志 不 相交 ， 政 二 P(Gn) < 1, 从 而 (7) 式 右 方 值 PB,(1 一 +1) 一 0, 此 表示 
,lim P, =0. (8) 
其 次 ， 既 然 对 任 一 固定 的 + 有 z 
(4 € GEsEG,i =1,..,n)D 
D (bi EG,Es EG,i=1,..,n+1)D 
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这 些 事件 的 交 就 是 (5) 中 的 事件 ， 故 由 (6),(8) 即 得 证 (5). 口 

定理 1 之 证 令 Bi = (w :8&(o) = 二 co), 由 本 节 开始 时 的 假定 ， P(B) = 0 定义 
to) = 各 (如 wEBi (ww) =0, 如 we Bi. 于 是 {&(w),t ET} 是 与 {&4(w),te 7T} 随机 等 价 
的 过 程 而 且 只 取 实 数值 ， 故 不 妨 设 {&(w),te T} 只 取 实 数值 . 

称 任 二 以 有 理 点 为 端点 的 区 间 了 及 G(J CT) 为 一 “对 偶 ". 全 体 对 偶 成 一 可 列 集 ， 对 
每 一 对 偶 (J,G), 可 得 一 具有 引 理 2 中 性 质 的 数列 {sn}. 把 全 体 这 种 数列 与 了 中 全 体 有 理 
数 合并 ， 得 一 在 工 中 稠密 的 可 列子 集 R. 如果 在 {sa} 中 增加 新 点 ， (5) 中 的 事件 不 能 加 
大 ， 因 此 ， 已 具有 性 质 : 

对 任 一 国定 的 te 7 及 任 一 固定 的 对 偶 (了 ,G), 使 te /有 


P(&t & G,é,EG 对 一 切 s€ JR 成 立 ) = 0， (9) 
现在 国定 上 而 以 4* 表 事件 “至 少 存在 一 对 偶 (J,G), t € J 使 & € G,&,EG 对 一 切 
5sE€ JR 成 立 ”, 则 由 (9) 
P(A41) < 了》 P(t € G,&,EG 对 一 切 se JR 成 立 ) = 0 
JG 


故 P(4) = 1. 以 下 任意 固定 we hs. 任 取 G 使 &(w) es G. 由 加 的 定义 ， 对 任意 含 t 的 
J 必 存 在 se JR, 使 &,(w) € G, 否则 此 w es 41， 由 于 J 的 任意 性 ， 当 J 缩小 时 ， 可 找到 
{2;} C ER, 使 Ui t, 而 且 每 é&u; (w) EG. 
今 取 Gn 2 Gn+1, 使 ki(w) € Gn, 又 使 Gn 之 长 趋 于 0. 如 上 所 述 ， 对 每 一 Gn, 可 找到 
{ul}cR, 使 
uh") 一 上 (7 一 oo)， én) € Gn 
造 点 列 {v;} C R 如下: 令 放 二 w, wn 为 任 一 满足 wh 四 一 让 < 二 的 v9 显然 wv 一 上 
ts(w) 一 kw) (n 一 00). 这 表示 二 维 点 
(t, é1(w)) 和 =R(w) 一 ((r, Er(w)),r 己 R). 
由 于 we Ah, 任意 ， 故 证 明了 : 对 任意 固定 的 +e T, 有 
Pet(w)) € SR(w)) > P(A1) =1. (10) 
造 一 新 过 程 {xi(w),t e T}: 对 任 一 wen 
当 te€ RR 时 ， 令 z,(w) = &(w); 
当主 及 时 ， 令 
zi(w) = 和 (ww)， 如 信人 (ww)) € SR(w), 
= 6(w),， 如 (t,é(w) ESR(w). 
这 里 6i(w) 应 选择 得 使 (i, 61(w)) e SR(w). 这 样 的 5.(w) 总 可 用 下 法 找到 : 任 取 一 列 {8;} C RR， 


si 一 上 在 集合 {&s(w)} 中 , 任意 选 一 收敛 (但 极限 可 为 oo 或 -co) 的 子 列 {é&,(w)} c fs (oj 
于 是 令 





(11) 








61(w) = lim é..(w) 


一 DO 
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即 可 . 
剩 下 要 证 {rzi(wo),te7)] 是 与 {&i(w),t eT} 随机 等 价 的 可 分 过 程 . 
由 (10) 及 (11) 可见 ， 对 任 国定 的 我们 至 多 只 在 一 0 测 集 上 修改 了 ti(w) 的 值 以 
得 Zi(w)， 故 
Plztwo)=&(o)=1L (teT). 


其 次 ， 由 (11) 中 第 一 式 ， 知 对 每 we 9,XR(w) = 三 R(w), 再 由 (11) 中 某 余 二 式 ， 知 





XT C XR(wW). 口 


注 1 通常 称 定理 1 中 的 {zi(w),te 了 T} 为 {ti(w),te T} 的 可 分 修正 . (10 中 的 5(w)， 
必须 允许 它 可 能 为 ce 或 -co 时 才能 保证 存在 . &(w) 的 选择 可 能 不 唯一 ， 但 这 并 不 影响 
结果 ， 央 为 由 (10), 有 P(xi(w) = 61(w)) = 0. 

在 实际 中 运用 可 分 性 时 ， 困 难 之 一 是 : 如 何 找 R? 如 果 对 过 程 稍 加 条 件 ， 问 题 极 易 解 

称 随机 过 程 {zi(w),te T} 为 随机 连续 的 ， 如 对 任 一 to Ee T, 有 


Plm zi(w) = zi (w) (t ET). (12) 
换言之 ， 如 当 t 一 to 时 ， zi(w) 在 依 概率 意义 干 收敛 于 zwolw)， 如 (12) 中 竺 一 如” 换 为 
tT to( 或 #4 to), 则 称 过 程 为 左 (或 右 ) 随机 连续 的 . 


定理 2 如 可 分 过 程 {z:(w),te T} 随机 连续 ， 则 此 过 程 是 完全 可 分 的 . 
证 由 假定 ， 对 任 一 列 {#} CT 去 一 t 如 有 


P lim Tt = Pios 
故 存 在 子 列 {} C {t:}, 使 . 
| Pllim Zi = zt0)=1. (13) 
由 过 程 是 可 分 的 假定 ， 存 在 可 分 集 V, 使 
P(Xr7 C Xv) 二 1. 


今 设 R 为 任 一 稠 于 了 的 可 列 集 ， 任 取 to EV, 及 {ti} C R, ti 一 to 由 (13),P((to,z16) < 
芒 R) =1. 由 V 的 可 列 性 得 
P(Xy C Xp) 一 |， 已 (Xv C XR) 一 1. 
既然 P(XT C Xv) = 1, 即 得 
P(XT C KR) 二 1. 口 


注意 ， 如 工 = [0,co), 则 对 可 分 、 右 随机 连续 过 程 ， 定 理 2 的 结论 仍 正确 ; 这 由 上 述 证 
明 立 即 看 出 . 
下 定理 给 出 可 分 性 的 充 刘 条 件 ， 它 可 用 作 可 分 性 的 等 价 定义 ， 
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称 随 机 过 程 {xz1(w),te T} 具有 性 质 (D): 如 存在 了 的 可 列 稠密 子 集 已 及 测度 为 0 的 w 
集 N, 使 对 任 -- 闭 集 ! 4 及 任 一 开 区 间 1, 有 
{o:azrr(oe4dreTRN\fwo:zoe4teTITc N (14) 


定理 3 为 使 {fzi(w),teT)} 可 分 ， 充 分 与 必要 条 件 是 它 具 有 性 质 (D). 

证 必要 性 : 设 {zi(w),t ET} 为 可 分 过 程 ， 可 分 集 与 例外 集 分 别 为 及 N, P(N)= 
任 取 wENNn {zr(w) € 4,r7 EE IR}. 对 任意 te IT, 由 于 RR 是 可 分 集 ， 必 存在 RR 的 子 列 {3;}， 
使 {3;} C TR, sj 一 Zs;(w) 一 zi(w)， 既然 对 一 切 s; 有 zsj(w) € 4, 而 且 4 为 闭 集 ， 故 
zi(w) ec 4. 此 得 证 (14). 

充分 性 : 设 性 质 (D) 成 立 . 下 证 此 过 程 可 分 ， 而 且 可 分 集 及 例外 集 可 取 为 (14) 中 的 号 
与 NV. 为 此 ， 只 要 证 如 wEN, 则 对 一 切 上 ze 有 


(t, x1(w)) EXR(w)， (15) 


如 te R,(15) 显然 成 立 . 如 te TT\R, 令 4h, 为 集 {z1(w): |r 一 4 < 立 ,7 ER} 的 闭 包 . 由 于 对 -一 
切 满足 |r 一 丰 < 二 的 re R, 有 zi.(w) € 4 喜 在 (14) 中 取 工 = (一 | 二 )) 即 得 zi(w) € 4 
由 4， 的 定义 ， 可 见 存在 rn ER,|rn 一 t < 使 当 zt(o) 天 十 co 时 ，|zr,(w) 一 21(w)| < 二; 当 
zt(w) = co 时 ， zr,(w) >mi 当 zi(w) = -co 时 ，zr (w) < 一 n. 这 对 一 切 正 整数 m 都 成 立 ， 
故 得 mm 一 z7,(w) 一 zt(w), 此 得 证 (15). 口 

注 2 可 分 性 涉及 闭 包 ， 即 涉及 极限 点 ， 因 此 ， 涉 及 相 空 间 中 的 拓扑 . 在 吾 中 取 不 
同 的 拓扑 ， 6i(w) 的 选择 也 随 之 而 异 . 

注 3 修改 记号 后 ， 本 节 结 果 对 任意 T(c Ri) 正确 . 


83.2 ”样本 函数 的 性 质 


(一 ) 设 已 给 可 分 的 随机 过 程 {zi(w),t € T}, T= [e 引 我 们 的 目的 是 : 研究 在 什么 条 
件 下 ， 它 的 样本 函数 以 概率 1 是 阶梯 函数 ? 是 连续 函数 ? 换言之 ， 什 么 时 候 存 在 w- 集 4， 
P(4) = 1 使 对 每 we 4, ri(w) 是 t 的 阶梯 函数 ? 是 上 的 连续 函数 ? 

设 z(t)(t eT) 是 一 普通 的 ( 非 随机 的 ) 实 值 函 数 ， 称 它 为 阶梯 的 , 如 存在 工 的 有 穷 分 
制 D: 


a=to<ti<.….<th=b, 


. 使 在 每 (ti,ti+1) 中 ，z(t) 等 于 常数 ci 在 tt 有 不 相等 的 有 穷 极 限 z(ti—0),z(ti+0), 但 x!t;) 
等 于 z(t; 一 0) 或 = 起 十 0)( 对 加 (如 ) 自然 只 有 左 ( 右 ) 极限 ). 称 40 = 1,2,…,n 一 1) 为 跳跃 点 . 

称 z(t)(t € [aoco)) 为 阶梯 的 , 如 果 存 在 一 列 5 T ce, 使 它 在 每 个 有 穷 [a, bnj(bn > a) 中 
为 阶梯 的 ， 因 此 ， 它 在 每 个 [a,6,] 中 只 有 有 穷 多 个 跳跃 点 . 

称 z(b,t € [中 为 几乎 阶梯 的 , 如 除 在 有 穷 多 个 点 上 外 ， 它 与 某 阶梯 函数 重合 . 称 
z(b,te [aco) 为 几乎 阶梯 的 ， 如 它 在 每 个 [a,8] 上 是 几乎 阶梯 的 ，65 > a. 

以 下 用 上 = (wo,…,un) 表 [ao 中 任 一 有 穷 点 列 ， wo < wy <…<un. 以 S(D) 表 [a 
中 如 下 的 i 的 个 数 : 


OgSign-1, zw)@#7r(uit). 





! 指 [一 co, co] 中 的 闭 集 . 
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引 理 1 如果 
S = sup S(U)< co， (1) 


则 z(t), te [a,5] 是 几乎 阶梯 的 .这 里 上 人 确 界 对 一 - 切 可 能 的 UC [a,4] 而 取 . 

证 出 (1) 立 知 z(t)(te le) 只 可 能 取 有 穷 多 个 不 同 的 值 . 其 次 ， 对 任 一 46 (o 引 存 
在 1 > 0, 使 在 (t 一 el,t) 中 ， z(t) 为 常数 ; 因为， 否则 必 存 在 一 列 t< 志 < 去 下 吉 使 
z(b) 关 2 故 Sb) = 于 而 SS= oo, 这 与 (1) 矛盾 . 同样 ， 对 任 一 t& [ob 存在 
e2 > 0, 使 在 (t,t+e2) 中 ， z(t) 为 常数 ， 故 对 每 一 点 te fa 收 存在 et > 0, 使 在 (1 一 ew) 及 
(t+e) 中 1z(2) 分 别 为 常数 .根据 有 穷 遮 盖 定理 ， 存 在 有 穷 多 个 全 一 se, 直 十 si) 其 和 包 
含 [a,. 注意 z(t) 的 断 点 都 是 第 一 类 断 点 ， 而 且 只 可 能 是 ti. 因此 ， 有 必要 时 ， 可 在 有 穷 
多 个 去 上 改变 z(ti) 的 值 ， 使 它 等 于 左 或 右 极限 ， 由 是 即 得 一 阶梯 函数 

引 理 2 如 函数 z(t) (te [a,0]) 关于 可 列 笛 集 尺 可 分 ， 则 


9 = sup S{(ro,. ,rn)), (2) 
riER 
其 中 上 确 界 对 一 切 可 能 的 U 一 (ro ,Tn), To < Tl1 < < Tn, Ts € R, 而 取 . 
证 显然 有 .3 > sup S{(ro,…,7n)}. 反之 , 对 任 一 组 区 = (wo ,un) C [a,0], uo <……< 
Ti€ 
un 令 
6= min(wit1 — Wi), 
< 一 min(|z(wi) — zu)| :zu 一 zl > 0). 


出 寺 五 为 可 分 集 ， 存 在 7; & ,使 


6 
la- 可 < 二 le(w) ~ z(ri)| < 7 


于 是 ro<r<:…<rn 而且 如 zl) 尖 zlai+i) 则 xz(ri 关 zl(ri+l. 故 SOO) 和 5S{(ro ra) 
从 而 
S < sup S{(ro,.… ,rn)}. 口 
ri€ER 





定理 1 设 {zi(w),t€ [o 引 } 为 可 分 过 程 . 如 果 存 在 常数 KK(< co), 使 对 fw, 避 中 任意 有 
限 点 列 如 < 五 < < 如 ,都 有 


n 


》 P(x,., 天 Zi,) < K, (3) 
i=1 
则 此 过 程 的 样本 函数 以 概率 1 是 几乎 阶梯 函数 ,进一步 如 加 设 过 程 是 完全 可 分 的 ， 则 样本 
函数 以 概率 1 是 阶梯 沙 数 . 
”证 对 每 一 固定 的 样本 申 数 z:(w), te [a,4], 利用 (1) 可 得 一 值 S(w). 试 证 S(w) 是 随机 
变量 而 且 P(S(w) < co) = 1. 





1 如 t= a 或 t= 4b, 自然 只 有 一 个 这 样 的 区 间 . 不 妨 把 下 面 用 到 的 [a,a 十 ea) 及 (5 一 ep,6] 分 别 扩大 为 (a 一 caya 十 cea) 
及 (6 -ep,b + eo,). 





实际 上 ， 对 a<ro<rni<.…<r,<4b, 定义 随机 变量 


&(w) = { ee (4) 
= 0， 如 zx;,(w) = zr,(w). 
由 (3) 得 _ 
E{S(ro, ,rn)} 一 z( > 本 >, Pl(zr,(w) 天 Zriii(w)) < kK. (5) 
i=0 i=0 


显然 ， 如 增加 分 点 ， S(ro,… ,rn) 不 下 降 ， 今 将 可 分 集 RR 中 的 点 按 某 序 排 为 mm, …… 到 
其 前 m +1 个 按 大 小 排 成 己 , = (ro,71,… ,7n). 于 是 当 w 不 属于 例外 集 N 时 ， 由 引 理 2 


S = Jim S(R), 
从 而 5(= 5(w)) 是 随机 变量 . 因 S(R) 不 下 降 ， 由 (5) 得 


ES= lim ES(R,) & K, 


故 P(S(w) < co) =1 按 引 理 1 可 见 ze(w) (te T) 以 概率 1 是 几乎 阶梯 函数 . 

设 样本 函数 zi(w) = z(t) (te [a, 相 ) 是 几乎 阶梯 的 ， 而 且 关 于 RR 可 分 ， 如 点 toeR, 则 必 
存在 tt € RR,ti 一 to, i 关 to, 使 z(t;) 一 z(t0), 于 是 z(to) = z(to 一 0) 或 z(to ++0). 因此 ， z(t) 
与 某 阶梯 函数 不 重合 的 点 必 在 RR 中 ， 这 样 便 证 明了 : 样本 函数 与 阶梯 函数 不 重合 的 点 ， 
以 概率 1 属于 已 . 

今 设 过 程 完全 可 分 ,在 [w, 电 中 任 取 二 不 相交 的 可 列 笛 集 Ri 与 Rz, 它们 都 可 取 作 可 分 
集 ， 如 上 所 证 ， 上 述 不 重合 的 点 以 概率 1 既 应 属于 Ri, 又 应 属于 Rs, 但 Rin Rz = 4, 故 这 
种 点 实际 上 以 概率 1 不 存在 ， 因 而 zi(w) (te 了) 以 概率 1 是 阶梯 函数 . 口 

系 1 为 使 可 分 过 程 {zi(w),t € [a, 引 } 的 样本 函数 以 概率 1 为 阶梯 的 ， 只 要 存在 常数 
c(< co)， 使 对 -一 切 te [a,b], t+ € € [a, bl, 有 


Plzirs 天 zt) & clél. (6) 
证 由 (6) 立 得 过 程 的 随机 连续 性 ， 实 际 上 ， 对 任意 s>0 
Pl(|z: — rrrs| > e) < P(r: # zi14s) =— 0, 5 一 10. 


因而 由 8$3.1 定理 2, 过 程 完全 可 分 ， 其 次 有 


DY Plze #700) < Yelti—til)= cb -a)<o. 
z=1 1 二 1 - 
故 由 定理 1 即 得 所 欲 证 ， 口 
(二 ) 下 面 研究 样本 函数 的 连续 性 问题 . 注意 在 闭 集 fo 忆 上 ， 连 续 函 数 是 均匀 连续 
的 ; 为 使 请 数 在 [a, oo) 上 连续 ， 只 要 它 在 每 一 [oa+q (n > 0) 上 连续 就 够 了 ， 因 此 ， 下 面 
只 考虑 有 穷 的 三 = 芭 , 是 . 
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称 函数 *( 均匀 连续 于 RR, 如 对 任意 s > 0, 存在 56>0, 使 当 mi ER,r€ER,Ir-r|<é 
时 ， 有 
|z(71) — xz(r2)| < &. (7) 
显然 ,如 样本 打数 z(t) (t € [e) 关于 RR 可 分 ,而且 在 RR 上 均匀 连续 ， 则 z( 在 fo, 
上 也 是 均匀 连续 的 ， 事实 上 ， 任 取石 € [a,4g], tz Ea,9], | 一 t2| < 6. 由 于 五 为 可 分 集 ， 必 
存在 ri1 € re 忆 使 


Ir rl 6, elt) -x(r)l < 3 (= 1,2). 
向 (7) 立 得 |z(t1) -z(t2)| < 2e， 


定理 2 设 {zi(w),t € [a, 如 ) 为 满足 下 列 条 件 的 可 分 过 程 : 存在 三 个 数 a > 0, = > 0， 
c 之 0, 使 对 任意 的 te [a,0),t+ 人 AE€l[a,b, 有 


E{lri(w) — zra(w)} 和 clAh (8) 
则 zi(w) 在 fw 上 均匀 连续 的 概 岩 为 1. 
证 对 任意 d>0 及 上 ela 由 Te6pmrea 不 等 式 及 (8) 
刀 2 一 2rA 
da ~ 
由 上 节 定 理 2, {zi(w),t € [a, 加 } 对 lo 中 子 集 R = (去 ) 可 分 ， 这 里 kn 为 任意 整数 使 
去 € [@,. 故 依 照 定 理 前 所 指出 的 事实 ， 只 要 证 明 样 本 函数 zt(w) 以 概率 1 在 RR 上 均匀 连 


Pllr 一 zetal > d) < 





有 Ant 一 0 (Al = 0). 


对 去 € [a, 中 ， 二 € [a, 1, 有 


cn2e 


1 2 a 
P (|zg/2+ — Zk+1)/2"| > 方 ) Sn Ef{ lez — Zk+1)/2°| } & 了 Te， (9) 


内 此 





2a 
P(U {lenar -zurobmrl> 二 < de : (10) 
天 


这 里 求 和 是 对 一 切 使 吉 及 层 ! 皆 属 于 [a, 相 的 上 进行， 而 |T| 表 人 = [es 机 的 长 ， 即 5 
由 于 级 数 让 可 < oo, 由 Borel-Cantelli 引 理 ， (10) 中 左 方 括号 中 的 事件 以 概率 1 只 出 现 有 
好 多 个 ， 即 对 几乎 一 切 w, 存在 正 整 数 N = N(w), 使 n>N 时 ， 对 一 切 使 类 及 和 怀 ! 都 属 
[a,] 的 上 诸 不 等 式 





1 
|zkjan(w) — Zp41)/2n (w)| < na (11) 


问 时 成 立 ， 任意 固定 这 样 的 一 个 w, 以 下 证 此 w 所 对 应 的 样本 函数 ri(w) 在 R 上 均匀 连 
设 已 给 sl > 0, 可 求 出 正 整 数 Ni(= 和 Ni(w)), 使 Ni > N, 并 使 


1 El 
>》, 72 < 本 (12) 
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取 5= 志 ， 试 证 对 此 5,(7) 成 立 ， 注意 任 一 形 如 [ 拓 , 筋 ] 的 闭 区 间 可 表 为 若干 个 互 邻 的 形 
如 [的 辣 区 癌 的 各 其 中 7 及 M 均 为 整数 ， 且 具有 北 定 的 mm 的 闭 区 间 在 此 和 中 
出 现 的 次 数 不 多 于 2. 如 果 对 -和 朱 和 5= 起 , 则 将 此 [条 ,对 ] 表 为 上 述 形状 的 闭 区 间 的 
和 后 ， 如 [过 ,全 ] 属于 此 和 中 ， 则 必 m > N > NN.( 否 则 ， 如 说 m < Ni, 那么 仅 此 一 闭 区 
间 的 长 去 就 已 超过 动 -.) 故 对 这 些 闭 区 间 ， 由 (11) 得 


|zkyam (c) 一 Tk+1)/2™ (w)| < 二 
对 上 述 和 中 可 能 出 现 的 一 切 m 求 和 ， 由 (12) 及 其 下 指出 的 注意 事项 立 得 


1 
[zp pan (wo) — Tpap2r2 (w)) < 2 > 3 < er D 
m2>N1 


定理 2 可 以 粗略 地 理解 为 : 只 要 可 分 过 程 的 振幅 |z:(w) - rt+A(w)| 平均 地 均匀 的 小 ， 
就 可 保证 样本 函数 概率 1 的 连续 性 . 这 里 条 件 是 加 在 平均 振幅 上 ， 当 然 也 可 以 考虑 其 它 
条 件 ， 使 振幅 在 某 种 意义 下 充分 地 小 ， 以 便 连 续 性 成 立 (参看 第 五 章 ， 定 理 1). 

系 2 设 可 分 过 程 {zi(w)te [o, 引 } 的 增 量 


Azi(w) = zeta(w) — zi(w) 
有 正 态 分 布 ， E{Az:(w)} =0, 而 且 存在 。 > 0 使 Azt(w) 的 方差 
D{Azi(w)} < cA (c 2 0,t ee [a,d)), (13) 
则 此 过 程 的 样本 函数 以 概率 1 连续 . 
证 只 要 验证 (8) 式 正确 ， 注 意 如 随机 变量 y(w) 的 分 布 为 W(0,c) 时 ， 有 
Elyl* = -总 三 zl*e- 匣 dz = 条 三 lzl=e- 呈 dz = ook 
其 中 z=oz,k= 声 ~,|zl*e- 拉 dz. 由 上 式 及 (13) 得 
BE{lAzi(wo)l}® = [D{Az(w) HS -kg cA|Yk 


选 a 使 党 >1, 即 得 (8). 口 

现在 来 考虑 实 正 态 过 程 , 它 的 有 穷 维 联合 分 布 为 耳 数 m(t) 及 和 (s,t) ( 见 $1.2, (11),(12)) 
所 决定 . 

系 3 设 {zi(w),t€ fo 吉 为 可 分 实 正 态 过 程 ， 其 m(t) 连续 而 A(s,t) 满足 条 件 


]A(s, — A(s, s)| & clt — sl’, (14) 
其 中 c > 0,e > 0, 则 样本 函数 以 概率 1 连续 ， 


例如 [3 一 [站 寺 上 3, 引 + [4 居 ; [ 翅 , 增 ] = [十 , 况 ] + [和 
轨 只 需要 考虑 长 度 不 超过 汪 的 区 癌 ( 详 见 $3.5,10) 





5 
十 
— 
性 
wl 
一 
十 
一 一 
we 
lo 
Nemes 
+ 
一 一 
sls 

一 
5 
2 
财 
= 
od 
[4 
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证 令 寻 (ww) = zwo) -了 区 .由 mr 人 基 的 连续 性 知 {y(w)ie [a, 引 } 也 是 可 分 实 正 态 过 


D{zs(w) — ze)} = E{ys(2) — ylw)} = |A(s,s) — A(s,t) + Xt,t) — X(t, s)| 
< |A(sys) — ACsst)| 4+ A(G EO = A(t, s)| < 2c]t 一 sl: 


由 系 2 即 得 所 和 欲 证 . 














33.3 ”随机 过 程 的 可 测 性 


(一 ) 考虑 (Q, 开 ,P) 上 的 随机 过 程 {z1(w),t eT}. 为 叙述 简单 计 ， 设 T 为 Ri 中 任 一 
区 间 (有 穷 或 无 穷 ， 开 或 闭 均 可 ). 由 过 程 的 定义 ， 对 固定 的 te Tzz(w) 是 w 的 下 可 测 函 
数 ; 然而 ， 对 固定 的 w, 样本 函数 zi(w), 作为 ET 的 函数 ， 我 们 却 未 假定 它 的 任何 性 质 ， 
甚至 连 对 了 上 某 ac 代数 的 可 测 性 也 不 具备 ， 当 然 谈 不 上 对 t 的 积分 等 等 问题 了 ， 为 了 充 
分 运用 测度 论 这 一 工具 ， 有 必要 引入 过 程 的 可 测 性 的 概念 . 

取 可 测 空间 (7T,81), 这 里 B81 表 了 中 全 体 Borel 子 集 所 成 的 c 代数 ， 以 

B1 x 大 表 81 与 三 的 乘积 o 代数 ; 

4 二 LxP 表 B11 上 勒 具 格 测度 工 与 下 上 概率 测度 P 的 独立 乘积 测度 ; 

Bi x 天 表 关 于 4 完全 化 的 o 代数 ; 

这 里 所 以 特别 取 B81 是 由 于 通常 的 关于 的 积分 都 是 在 Borel 集 或 勒 贝 格 集 上 对 勒 贝 
格 测度 而 取 的 ; 其 实 下 面 的 计 论 经 明显 的 修改 后 可 用 于 了 上 其 它 e 代数 及 其 上 的 其 它 测 
度 . 

定义 1 称 过 程 {zi:(w),tET} 为 可 测 的 , 如 对 任 一 实数 c, (tw)- 集 


((t,w) :ZT1(w) & ce) € Bi x F, (1) 


称 它 为 Borel 可 测 的 , 如 
((t,w) :zx(w) < ec) EB xF, (2) 


显然 ， Borel 可 测 过 程 是 可 测 的 .至 于 什么 时 候 需 要 什么 样 的 可 测 性 ， 则 视 问 题 而 异 ， 例 
如 ， 若 要 研究 rr(w), 其 中 r = r(w) 是 一 随机 变量 ， 为 使 zr(w) 也 是 随机 变量 ， 即 下 可 测 ， 
则 ~- 般 地 过 程 的 可 测 性 不 够 用 ， 而 要 假定 过 程 的 Borel 可 测 性 . 

定理 1 设 {&(w),te 了 T} 是 随机 连续 的 过 程 ， 于 是 必 存 在 与 它 等 价 的 、 完 全 可 分 、 可 
测 的 过 程 {zx(w),t € TT}. 

证 1° 不 失 一 般 性 , 象 $3.1 定理 一 样 , 可 设 &(w) 取 实 数值 . 还 可 假定 存在 常数 c < ce， 
使 

lé(i,w)| < ce. (3) 

否则 ， 令 


(wo) = tan™! £(t,w). (4) 
显然 {€(t,w),te T} 是 有 界 及 随机 连续 的 . 如 对 它 存在 等 价 的 完全 可 分 可 测 过 程 {3(t,w),t e 
7》} 则 过 程 


z(t,w) = tan T(t,w) (5) 
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为 所 求 的 过 程 . 
实际 上 ， 由 P(E(t) = Z(t)) = 1, 即 得 
P(E(t) = 2(t)) = 1. 
其 次 ， 对 任意 CE Ri 
((t,w) : z(t, < 9 = ((t,w) :tan[z(t,w)] < ce) 
= ((t,w) : Z(t,w) € B), (6) 


其 中 B= (y :tany < c) 是 一 维 Borel 集 . 由 过 程 {E(t,w),t eT} 的 可 测 性 即 知 (6) 中 的 (to)- 
集 属于 Bi x 天 . 最 后 ， 设 RR 为 工 的 任 一 可 列 笛子 集 ， 由 于 {Z(t,w),t € T} 的 完全 可 分 性 ， 
存在 Ne ,P(N) = 0, 如 wEN, 则 对 任意 teT, 必 存在 {rx} C R,rn 二 t, EC(rn,w) 一 Z(t,w)，, 
从 而 


zZ(yrnw) = tan T(rn,w) 一 tan Z(t,w) = z(t,w). 


此 表示 {z(t,w),te T} 是 完全 可 分 的 . 

2° 今 设 了 为 有 穷 区 间 ( 开 或 闲 ， 半 开 半 闭 均 可 ), 我 们 来 证 明 本 定理 . 

不 妨 设 (3) 成 立 ， 由 假定 及 $3.1 定理 1,2, 还 可 以 设 此 过 程 关 于 了 中 和 任 一 可 列 稠 子 集 忆 
可 分 ， 国定 R, 将 号 中 前 个 元 排 为 


s(™ < sh < st™. 
T= [a,4| 而 令 a = 3 人)， b= 5 人 1 造 
rn(t,w) = E(s6 ah， 如 ss <t< s("), j=1,2,.…,n 


易 见 过 程 zn(t,w) (ts [a,9]) 是 Borel 可 测 的 ， 因 为 


(人 oj : zn(tw) < c) = US ,sl™)) x (sw) < 9 
Us x (é ee < cl e BixF. (6) 
对 任意 固定 的 to e T, 由 随机 连续 性 假定 ， 有 
P lim zn(to,w) = (to,w). (7) 
但 对 均 句 有 界 随机 变量 列 ， 依 概率 收敛 等 价 于 平均 收 僵 1 , 故 


lim Elzn(to,w) — é(to,w)| = 0， 
了 O00 » 8 
lm Elzn(to,w) — zm(to,w)| = 0. (8) 


"这 由 下 式 看 出 : 车 lzn| < ”上 | < cla.s.), 则 对 任意 > 0, 有 cPljen ~ 引 > 6) & Een -= /eye ben 
EIP(do) + fs ecelen — éIP(do) < 2cP(lzn ~€| > e)+e. 
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由 zn(t,w) 的 有 界 性 、 的 有 界 性 及 Fubini 定理 


lim [zn (tw) ~ wm(t, w)H(dt, dw) 


九 ,7 了 一 OO 了 xx 电 


= lim Elrn(t,w) — rm(t,w)) Ldt) = 
ma 一 oo JT 
由 此 可 见 {zn(t,w)} 关于 py 平均 收 伍 ， 故 更 依 测 度 4 收 伍 ， 从 而 存在 一 子 列 {zn (tyw)} 及 
y(t,w), 使 关于 py 几乎 处 处 地 有 
jm, Tn; (t,w) = y(t,w), (9) 
而 且 可 取 {y(t,w),t ET} 为 Borel 可 测 过 程 . 以 M 表 (9) 式 不 成 立 的 (t,w)- 集 ， 则 py(M) = 0. 
由 Fubini 定理 ， 存 在 七 集 Th CT,L(Th) = 0, 使 如 固定 teT-T, 则 以 概率 1 有 


y(t,w) = Pn (t,w). (10) 
由 (7) 知 如 te 人 工 - To, 有 
Py(t,w) = é(t,w)) =1. (11) 


今 定义 {z(t,w),teT} 使 ! 
(bw) = {2 如 teT- (Tu 及, 而 且 在 此 (t,w) 上 ， (9) 式 成 立 ; 
| &l(t,w)， 反 之 . 
由 于 (9) 式 关 于 几乎 处 处 成 立 ， 而 且 py((ToUR)xR)=0, 故 z(t,w) 与 y(t,w) 不 重合 的 点 
必 构 成 某 4 零 测 集 的 子 集 ， 既然 y(t,w) 为 Bi x 大 可 测 ， 故 {z(t,w),te 了 T} 是 可 测 过 程 . 

由 (11),(12) 知 {&(t,w),t eT} 与 {z(t,w),t ET} 随机 等 价 . 

试 证 {z(t,w),t Ee} 完全 可 分 . 由 (12), XR(w) = SR(w){= ((7,é&r(w)),7 € R)], 故 XR(w) = 
SR(w)( 一 切 weg). 任 取 一 点 ?(t,z(t,w)), we 六 .那么 它 或 者 重合 于 (t,é(t,w)), 此 时 由 于 
&(t,w) 关于 RR 的 可 分 性 ， 有 

(t, z(t,w)) = (t,€(t,w)) € SR(w) = XR(W); 
或 者 它 重 合 于 (t,y(t,w)), 由 (9) 及 zw bw) 的 定义 仍 知 
(t, T(t,w)) = (t, y(t,w)) ESR(w) = XR(W). 
于 是 得 证 {z(t,w),t ET} 关于 五 可 分 由 83.1 定理 2, 即 知 它 完 全 可 分 . 
3° 如 了 为 无 穷 区 间 ， 则 可 表 了 = UTm， 这 里 为 有 穷 区 间 ， 到 mnT = 9(n # mm). 


对 每 一 {t(w)ht € Zr 由 2 得 其 等 价 的 完全 可 分 、 可 测 修 正 {z4™(w),t € T,}， 于 是 
{zi(w),t eT} 即 所 求 ， 其 中 


(12) 





zi(w) = zfm)(o)， 如 te TO 


1 即 如 wy ef(T -muB) x NR}N MN. 
2N 表 原 可 分 过 程 bt(w) (t € 了 T) 的 例外 集 . 








注 1 稍为 修改 记号 ， 定 理 1 对 任意 Borel 集 TC Ri 成 立 . 

(二 ) 在 某 些 过 程 (例如 马 氏 过 程 ) 的 研究 中 ， 有 时 还 需要 一 种 更 强 的 可 测 性 . 

设 {zi(w),t ET} 为 (9, 下 ,P) 上 的 过 程 ， 其 相 空 间 为 可 测 空 间 (E, 5). 为 确定 计 ， 设 了 
为 Rl 中 某 区 间 . 对 [u,v] CT, 以 By 表 [u,v] 中 全 体 Borel 子 集 所 成 o 代数 ， 以 Ar 表册 中 
co 代数 

NY = F{zi(w), uv & tv)}, (13) 

即 它 是 含 诸 集 (zt(w) € B) (te [u,v], B € B) 的 最 小 cc 代数， 显然 ，NYy C 大 

直觉 上 ， Ne 可 理解 为 在 时 间 fw,v] 内 ， 过 程 运 动 中 所 发 生 的 事件 所 成 的 “ 代数 . 需 
强调 指出 ， 这 些 事件 发 生 在 时 间 [wy] 中 . 

定义 2 称 过 程 {x:(w),t eT} 为 强 可 测 的 , 如 对 任意 B e 8, 任意 [w,v] CT, 有 


((tw) iu tev, rw) EE BEB: x Ne. (14) 


显然 ， 当 (8,8) = (Ri1,81) 时 ， 强 可 测 过 程 是 Borel 可 测 的 . 

今 设 (E,E,8) 为 拓扑 可 测 空间 ， 这 里 “ 为 全 体 开 集 所 成 的 集 系 ， B 为 含 全 体 开 集 的 
最 小 o 代数 .说 过 程 为 右 连 续 的 (或 连续 的 ), 如 果 它 的 一 切 样本 画 数 都 是 t(e 7T) 的 右 连 
续 (或 连续 ) 函数 . 

引 理 1 取 值 于 距离 可 测 空间 的 右 连 续 过 程 是 强 可 测 的 . 

证 考虑 任意 [u,v] CTT, 对 每 正 整 数 n 及 te [wv], 定义 


k 
(于 0)， 如 甘 <t< 钢 , 且 守 -et . 
Tn(t,w) = 
I 


(v,w), 如 元 <t< 续 ， 且 计 ew 中 





二 -Eu 4]. 


如 同 (6) 一 样 ， 可 见 对 z(t,w),t € [wo (14) 式 成 立 ， 但 由 右 连续 性 ， 对 一 切 w 
zn(t,w) = zt,w) (一 oo). 


故 由 附 篇 引 理 12, 知 (14) 对 {fzt(w),teT} 成 立 ， 口 
定理 2 设 {t(w)teT)} 为 实 值 可 分 过 程 ， 而 且 对 每 固定 的 te T, 有 


P( lm é(s,w) = £(t,w)) =1 (15) 


则 必 存 在 等 价 的 可 分 、 Borel 可 测 过 程 {z:(w),t € T}, 它 的 几乎 一 切 样 本 函数 是 右 下 半 连 
续 的 . 

证 设 {ti(w),t€T} 的 可 分 集 为 R, 对 每 固定 与 令 G(w) = lim ts(w). 由 可 分 性 及 (15)， 
存在 Qo, P(f20) = 1, 使 对 任意 we fo, 有 

(a) 样本 函数 &(,w) 关于 至 可 分 ; 

(bj €(r,w) = C(r,w),r ER. 
任 取 一 实数 c 而 定义 


z(t,w) = C(t,w), 如 wenoi 三 ec 如 w € No (16) 
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则 {z(t,w),t ET} 即 所 求 的 过 程 ， 实际 上 ， 由 (15) 、 (16) 知 {zi(w),t eT} 与 {t(ojtecT} 
等 价 . 其 次 ， 以 rT 表 R 中 的 元 ， 如 WE 420， 则 


C{t,w) = lm En w) 一 lim C(r, w) = lim (s,w) 
rlt rlt slt 
其 中 第 一 等 号 由 于 (a), 第 二 等 号 由 于 (b), 第 一 ， 三 项 相等 说 明 5( : ,w) 关于 尽 可 分 ， 由 此 
可 分 性 得 第 三 等 号 ， 从 而 C(. ,w) 右 下 半 连 续 ， 因 之 由 (16) 知 对 一 切 w, z(…,w) 也 关于 RR 
可 分 而 且 也 右 下 半 连 续 ， 最 后 ， 对 任 实数 X， 


(0) :lim ,Eno) < = Ue t<r<tt 2) x (w :E(w) < A 


而 右 方 第 一 因子 集 属于 B1, 第 二 因子 集 属于 大 故 nt (no 为 Bi x 大 可 测 ， 从 而 
Cu) = lim inf 《oh (weE No) 在 Txfo 上 为 B1x 开 可 测 ， 故 z(t,w) 在 Tx 上 也 


NHO0 t<r<t+i+ 


如 此 . 口 


下 


83.4 ”Wiener 过 程 、 Poisson 过 程 与 半 吉 


(一 ) 实 值 随机 过 程 {zi(w),te T} (为 区 间 , 开 、 闭 、 半 开 、 半 闭 、 有 穷 、 无 穷 均 可 ) 称 为 
Wiener 过 程 或 布朗 运动 , 如 果 第 一 ， 它 有 独立 增 量 : 即 对 任意 ti1 <… <th (n> 2,ti€7T), 
诸 增 量 

TH, Tt, Tt TH, ~ Tt,_l (1) 
是 相互 独立 的 随机 变量 ， 第 二 ， z, 一 zs (steT) 有 N(0,c :上 -sj1/2) 分 布 ， > 0. 

Wiener 过 程 是 实际 中 的 布朗 运动 的 数学 模型 ， 直观 的 想法 如 下 : 1827 年 布朗 (Brown) 
发 现在 水 中 的 花粉 (或 其 它 液体 中 某 微粒 ) 在 不 停 地 运动 ， 起 因 是 由 于 粒子 受到 周围 分 子 
不 平衡 的 碰撞 ,分子 的 运动 产生 一 种 涨 落 不 定 的 力 . 粒子 每 秒 钟 所 受 碰撞 次 数 非常 大 ， 达 
到 102 次 .因此 可 认为 它 因 受到 很 多 微小 的 随机 力 的 作用 而 作 随 机 运动 ， 以 rt 表 它 在 t 
时 所 在 位 置 的 一 个 坐标 ， 设 液体 是 均匀 的 ， 此 时 自然 设想 自 时 刻 到 刀 的 位 移 zt 一 zi 
是 许多 几乎 独立 的 小 位 移 的 和 ， 即 许多 小 随机 变量 的 和 . 根据 中 心 极 限定 理 ， 自 然 应 该 假 
设 za -~ zt 有 正 态 分 布 ， 由 液体 的 均匀 性 ， 还 应 设 BE(z1, - za) = 0, 而 其 方差 为 





D(z — zn) = Blzt — rn) = 0 (ts —t1). 


这 里 o> 0 是 依赖 于 液体 的 有 其 体 性 质 的 常数 ， 由 均匀 性 ， 它 应 与 时 间 + 及 空间 位 置 无 关 ， 
又 因 位 移 ro 一 ,,…,zts 一 Zt 分 别 为 许多 几乎 独立 的 小 位 移 的 和 ， 故 应 设 它们 是 独立 
的 . 

现在 运用 前 几 节 的 理论 来 研究 Wiener 过 程 . 

由 于 对 任意 固定 的 te 了 


lim Elz, — zt|* = limo |s 一 直 = 0， 
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故 它 是 随机 连续 的 ， 从 而 由 $3.1 定理 2, 存在 完全 可 分 的 修正 ， 后 者 仍 记 为 {zx(w),t€ 了 
由 83.2 系 2 及 假设 D(lz, zt) = o?|s 一 |, 对 此 修正 ， 几 乎 一 切 样本 函数 都 是 连续 的 ; 换 言 
之 ， 存 在 4, P(4)=1, 使 oe 4 时 ，zi(w) 在 TT 上 连续 ， 定义 


zu(w) = (人 如 w € 4; (2) 


0， 如 we4， 


则 {E(w),t e T} 的 一 切 样 本 函数 都 连续 ， 显 然 它 也 是 原 过 程 的 一 个 修正 ， 由 $3.3 引 理 1， 
{zi(w),t eT} 是 强 可 测 的 ， 故 更 是 Borel 可 测 的 与 可 测 的 ， 

虽然 可 分 Wiener 过 程 的 样本 函数 z(t,w) (ts 了) 以 概率 1 连续 ， 然 而 它 却 在 任 一 固定 
的 to 上 有 有 穷 导 数 的 概率 等 于 0. 

实际 上 ， 如 说 不 然 ， 对 A > 0, 有 





> z(to 十 A,w) 一 z(to,w) 
P( km VA 


这 里 a。> 0 为 某 常数 ?. 因此 ， 对 任意 。 > 0, 存在 6>0, 当 A<5 时 ， 有 
z(to t+ A,w) ~— z(to,w) a 
z P( | <e) > (3) 
但 另 方面 ， 由 于 z(to +A) -z(to) 有 N(0,cVA) 分 布 ， 故 9+ 人 有 N(0,0) 分 布 ， 由 
正 态 分 布 的 性 质 ， 当 e 充分 小 时 ， (3) 式 左 方 的 概率 z 汪 /| exp (一 东 ) dy 便 小 于 多 ,不 
lyl<e 


论 A > 0 如何， 这 与 (3) 矛盾 . 

这 种 现象 产生 的 实质 原因 是 : 由 假设 x。 - zt 的 方差 Blzs 一 zj? 与 |s 一 t 同 级 ， 而 为 
了 有 有 穷 导数 必须 jz, - zi| 与 |s 一 4 同 级 ， 既 然 平均 地 "|z。 - zi| 与 Vis 一 4 同 级 ， 故 不 
能 有 有 穷 导 数 ， 

(二 ) 取 非 负 整 数值 的 随机 过 程 {zt(w),te [0, o0)} 称 为 Poisson 过 程 , 如 果 它 有 独立 增 
量 ， 而 且 对 任意 t+>s>0 


=0) > P(z(t,w) 在 如 有 有 穷 导 数 ) = a 


es)ARCt _ s)* 


Pei(w) — zs(w) = 月 = R (9) 


这 里 入 >0 为 常数 ， 而 上 = 0,1,2,…. 
试 研究 此 过 程 的 样本 函数 的 性 质 . 
第 一 ， 对 任意 实数 6, 使 1> 0,t+6>0, 有 


P(zits £71) =1— Pres = x) =1—e AM SA 


故 过 程 是 随机 连续 的 而 且 满 足 $83.2(6). 因此 , 如 假设 此 过 程 是 可 分 的 , 则 它 是 完全 可 分 的 ， 
并 且 样 本 函数 以 概率 1 在 任意 [0,m, 从 而 在 [0, ce) 中 是 阶梯 函数 . 以 下 设 过 程 可 分 ， 可 分 
集 为 R. 


?这 说 明 60+ 仿 -300) 在 一 概率 不 小 于 a 的 集 上 几乎 处 处 收敛 ， 故 在 此 集 上 必 概 率 收 伍 
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第 二 ， 对 任意 0<s<t, 由 (4) 得 


P(zt > zs) = > Plzt — xs = k)=1, 
Kk 二 0 


故 
P(zi > zs 对 五 中 一 切 s,t, t > 5) = 1. 


换言之 ， 样 本 函数 在 RR 上 以 概率 1 是 不 减 的 ， 由 可 分 性 知 ， 它 以 概率 1 在 [0,co) 上 不 减 . 
后 者 是 跳 唉 点 (参看 83.2 中 的 定义 ). 实际 上 


Plzi(w) 在 [0,a] 中 连续 ) = P(zo(w) = zxo(w)) =e 一 0 (ac 一 oo). 
故 令 4- = (zi(w) 在 [0,%) 连续 ), 4。 = (zi(w) 在 [0,a] 连续 ), 则 因 4A。 C 4。(a < 5b), 故 


P(Aw) = Pp( 0 4 二 lim。 P(An) = Jim em = 0. 
二 


第 四 ， 对 几乎 一 切 样本 函数 ， 在 每 一 跳跃 点 的 跃 度 ( 即 左 右 极限 的 差 的 绝对 值 ) 为 1. 
实际 上 ， 如 在 [0, al 中 ， 有 一 跃 度 大 于 1, 则 必 
Bs) -eS >! e290 


但 此 事件 的 概率 不 超过 
n—l , ， 
三 ?Ce 人 -a) -z(? 了 :a) > 1) 


= (n— )( 一 ee 人 nm ~ e200/n. 2 一 0 (一 oo). 
n 














故 在 [0,a] 中 存在 跃 度 大 于 1 的 概率 为 0. 然后 利用 上 段 中 同样 方法 即 得 所 和 欲 证 . 
第 五 ， 在 任 一 固定 点 to >0 上 ， 几 乎 一 切 样本 消 数 都 是 连续 的 . 实际 上 ， 如 to>0 


P(xz(to + ew) — z(to — ew) >0)=1-e ?0(e—0), 
Pl(z(e,w) — x(0,w) >0)=1-e*— 0(e—0). 


然后 利用 第 三 段 中 同样 方法 ， 
注意 性 质 三 ， 五 不 是 矛盾 的 .第 三 表示 ， 存 在 w 集 4, P(4) = 1, 使 对 任意 的 we 4， 
样本 函数 z(t)(= zi(w)) 不 是 t 的 连续 函数 ， 而 第 五 表示 ， 对 任意 固定 的 to, 存在 w 集 Bi,， 
P(Bwo) = 1 使 we Bi 时， 样本 函数 z((= zi(w)) 在 固定 点 to 是 连续 的 ， 换言之， 虽然 几 
平一 切 样本 函数 都 不 是 连续 的 ， 然 而 它 的 断 点 却 是 “流动 的 ”. 这 引导 出 下 列 一 般 的 概念 : 
设 {zt(w),t ET} 为 任意 的 随机 过 程 ，to eT. 如 果 存 在 序列 s,, 一 to, 使 


P( lim zs,(w) = rw(w)) <1 
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第 三 ， 第 五 可 改 述 为 : 对 可 分 Poisson 过 程 ， 以 概率 1 存在 流动 断 点 ， 但 任何 如 (> 0) 
都 不 是 固定 断 点 . 
既然 几乎 一 切 样本 函数 都 是 阶梯 函数 ， 它 们 的 跳跃 点 可 按 大 小 排列 成 


Ti(w) < 7m(w) < .i. 


在 任意 有 穷 区 间 中 ， 只 可 能 有 有 穷 多 个 1; 的 概率 为 1. 每 一 7i(w) 以 概率 1 有 定义 ， 由 阶 
梯 函 数 的 定义 ， z(7i) 等 于 z(7i 十 0) 或 z(7i 一 0). 由 于 7 不 是 固定 断 点 ， 对 任 一 非 负 常数 
to, P(r = to) = 0, 故 不 影响 过 程 的 有 穷 维 分 布 ， 可 设 x(7i,w) = z(7i 十 0,w). 经 过 这 样 修改 
后 ， 此 可 分 Poisson 过 程 的 几乎 一 切 样本 函数 都 是 右 连续 的 阶梯 函数 ， 取 非 负 整数 值 ， 而 
县 z(m) -zi 一 0) = 1. 下面 绘 出 一 个 典型 的 样本 函数 的 图 形 (其 中 设 z(0) = 0). 





第 六 ， 现 在 考虑 随机 变量 列 {fss(w)}, 这 里 
sn(w) =mm(w) 一 mi(w) (To(w) = 0). 
试 证 {sn(w)} 为 独立 同 分 布 的 ， 共 同 的 分 布 函数 为 


1—e-*y, 如 之 0， 
F(Y) = | Y 
0, 如 y < 0. 


Pl(s1(w) & 1) = P(x(g,w) — x(0,w) >1}=1-e \, 


如 如 <0, 则 因 s1(w) 非 负 ， 故 Pls1(w) < ui) = 0. 
以 下 证 独立 同 分 布 ， 为 了 使 记号 简单 起 见 ， 只 证 si(w) 与 s2(w) 独立 ， 有 相同 分 布 函 
数 为 F(y). 对 有 穷 多 个 s1(w),…,sn(w) 的 证 明 类 似 ， 对 任意 m > 1 如 册 >0 加 >0 有 
—1 


n 本 
P(si(w) & yi,s2(w) < ya) < Plz( 于 ,%) _ z(0,w) =0, 
j=0 











+1 +1 
n+,0) -zx( 一 -oo) > 1 
n Nn 


十 ple(,o) — x(0,w) = 0,2 (Ty,o) -2 (6) 之 ?| 








根据 增 基 独立 的 假定 及 (4) 右 方 第 二 项 为 








n—l 一 入 
. 入 1—e 1 1 
-和 JU1 /mn A/ A/ 2 ( ) _ (=) 
> e 人 4 e e 1 7 = 一 TO 2 OO (n 一 oo)， 
j=0 


而 第 一 项 为 
n-1 
> eM8Nyi/n-(M /rn) (Sw) — ee) (1 en)(1— EX) (mn 一 oo). 
j=0 " 
故 得 
Plsi(w) & ys2(w) & ya) & (1 ~ e NN) — ew). (5) 


男方 面 ，(5) 中 左 方 值 不 小 于 


1 


SPl(,o) — Zz(0,w) = 0,2 (TE ip,o) z (A,o) = 1, 


j=0 
j 十 1 
7 (M+) 一 z(: yo) >1| 
n n 








了 一 上 
-- 》 se Mn/™ Mn eMn/n (1 一 eM n/m) (1 ee )(l -ew) (n— o0). 
n 
j==0 


故 论断 得 以 证 明 . 
既然 P(si(w) < oo) = 1 故 


Pr 


可 见 每 mm(w) 以 概率 1 有 穷 ， 根 据 阶梯 蚊 数 的 定义 ， 得 


P{ lim mn(w) = co) =1. 


第 七 ， 由 上 已 知 ， Poisson 过 程 的 一 个 修正 是 {fzi(w),t> 0}, 它 的 样本 函数 以 概率 1 右 
连续 ， 换 句 话说， 存在 4, P(4) = 1, 使 对 任意 固定 的 w, zi(w) (t > 0) 是 上 的 右 连 续 函 数 . 
仿照 (2) 取 其 另 一 修正 {x.(w),t> 0}, 由 83.3 引 理 1 知 后 者 强 可 测 . 

但 也 可 用 81.1 引 理 3 中 所 述 清 洗 基 本 事件 空间 的 办 法 : 令 G = 4, 天 = (B), 这 里 
B = WC (Ce F), BP(B) = P(C); Ki(w) = zi(w), t € [0,00), 于 是 {Ki(w),t > 0} 是 定义 在 
(人 0, 天, 户 ) 上 的 Poisson 过 程 ， 它 还 是 右 连 续 的 . 

第 八 ，Poisson 过 程 产生 的 实际 背景 如 下 : 从 时 刻 t=0 起 开始 观察 某 片 星空 ， 如 在 时 
刻 名 上 发 现 有 -流星 ， 就 说 在 上 = 如 时 出 现 了 一 个 事件 ， 随 着 流星 的 陆续 流 过 ， 就 得 到 一 
个 事件 流 ， 诸 事件 鱼贯 地 出 现 、 以 zi 表 在 (0, 时 间 内 总 共 出 现 事件 的 个 数 ， 亦 即 出 现 流 
星 的 个 数 ， 于 是 得 到 {zi,t > 0}. 对 此 事件 流 ， 自 然 合 理 地 假定 : 

le 在 筷 不 相交 的 时 间 区 间 内 ， 各 自 出现 的 事件 个 数 是 相互 独立 的 亦 即 ， 严 格 地 说 ， 
{rnt 之 0} 有 独立 增 量 . 





2° 在 长 为 t 的 区 间 (a,a 二 4 中 ， 出 现 k 个 事件 的 概率 vi(t) 只 与 上 有关 而 不 依赖 于 a 
vo(t) 不 恒 等 于 1. 
3° 在 有 穷 区 间 (a,a 二 相 中 只 出 现 有 穷 多 个 事件 ， 即 
vx(t) 一 1. 
k=0 
4° 在 (a,a+ 引 中 出 现 二 个 或 更 多 事件 的 概率 V(b(= 1 一 volt) 一 v1( 旭 ) 关于 上 是 高 级 无 
穷 小 ,. 即 


在 这 些 假定 下 ， 试 证 {zt,t > 0} 是 Poisson 过 程 ， 为 此 ， 只 要 证 (4) 成 立 . 
令 vi(t 一 s) = P(xi xs =i), 由 1°,2° | 。 


sosG 


设 vo(1) = 9 则 w() = 90" 对 任意 给 定 的 也 决定 忆 使 气 : < 入 二 由 于 wvo(t) 是 上 的 不 
增 函 数 ， 有 





0 二 一 om 人 (> 一 ) 之 vo(t) 之 w(2) 一 bx ， 
令 n 一 00, 由 的 定义 (k 是 nn 的 函数 ) 得 一 t, 生 + 一 t, 从 而 由 上 式 得 
volt) = 0 (t >0), (6) 


其 中 0<9=w() < 如 9==0, 则 wl =0 对 任意 t+>0 成立 由 1° 可 推 知 以 概率 1 在任 
意 在 穷 区 间 内 会 出 现 无 穷 多 个 事件 ， 此 与 假设 3° 矛盾 ; 如 9 = 1, 则 在 任意 区 间 内 不 出 现 
事件 的 概率 为 1 此 与 2 矛盾 ， 故 不 需 考虑 g = 0 或 1 的 情况 ， 于 是 可 设 0 =e-*, 这 里 
是 某 正常 数 ， 故 由 (6) 得 
vo(t) = e 一 六 ， (7) 

下 面 计算 w(b), 它 是 在 (o,a + 中 出 现 k 个 事件 的 概率 ,由 2°, 不 妨 取 a = 0. 将 0, 分 成 
n 个 等 长 的 子 区 间 ，m > 大 令 Ai 表 事 件 : “在 某 上 个 子 区 间 内 ， 各 恰好 出 现 一 个 事件 ， 
而 在 其 它 n -大 个 子 区 间 内 不 出 现 事件 ";4 表 “至 少 有 一 个 子 区 间 内 出 现 二 个 或 二 个 以 上 
事件 "于 是 

ox() = P(A41)+P(4z; 在 (0, 和 中 出 现 个 事件 ) (8) 
既然 

P(A) = (站 Jpotai- 


其 中 5= 二 ,而且 由 (7), 4° 当 n 一 o0 因而 5 一 0 时 
[vo (6)]"™—* 一 ee 一 AX5(n 一 此 ) 一 ee 一 AteKA6 二 exXt[T 二 ol)]， 
(OF = [1 -er ~ Ye) = [1 -ee +o 


= (X6)*[1 + 0(1)] = 0 





[1 + oD)), 
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P(A1) = ce 一 O07 n(n— D+ 
OD ooo) (9) 


其 次 ， (8) 中 右 方 第 二 个 概率 显然 不 大 于 P(A42). 既然 在 任 一 固定 的 子 区 间 出 现 二 个 或 二 
个 以 上 事件 的 概率 为 y(5), 由 4° 


P(A2) & ny(6) = 二. Se 一 0 (mn 一 oo). 
由 此 及 (8),(9) 得 证 (4) 式 ， 即 
vx(t) = Pzoa+t 一 Za = k) = cv (k= 0,1,2,.. 小 

(三 ) 作为 第 三 例 ， 试 研究 可 分 半 著 {zi,t e [0,co)} 的 样本 函数 的 性 质 ， 为 此 ， 先 证 明 
与 $1.4 引 理 4 平行 的 一 结果 ; 

引 理 1 设 {zlyz2,， “ ',y} 是 半 鞍 ， 则 

CPlinf zn, < C) > Er — / yP(dw) > 万 cl ~ Elyl. 
(inf=n>C) 
证 4 0 (w :x1(w) < C)， Dr = (zk < C, mip zs > C0C),k>1, Bn=( Din ,Zh < 0), 因 


上 aiPldu)< 上 meP(dw)+ CPUBu 万 ) (10) 
其 中 4 = AN\ 4. 实际 上 ， 因 为 B= Di U 已 万， 故 由 
人 mpPlojscPDy) 
Di 
(10) 及 半 靳 性 得 
Bm = mpl) + {aiPla) < {zaPlan) + CP(Bn D1) + CP(D) 


< 上 yP(dw) + CP(B,), 


再 令 Nh 一 00, 即 得 引 理 结论 
当 和 = 工时 ， (10) 显然 正确 ， 设 (10) 对 正确， 则 因 


B, 一 万 1 U B,D 1 





利用 半 吉 性 得 | 
hb znP(dw) < 上 rn+1P(dw) =- 上 snpldo)+ 上 rni1P(dw) 


B.Dn+1 


< 上 znfiP(dw) + CP(Bn,Dnt1). 
Bn+i 


因而 由 B.DiU BDnyi C BiDi 得 
上 ziP(dw) < 上 raP(dw) +CP(B, 万 ,) 
Di BB, 


< 上 rntiP(dw) + CP(B,.D1) + CP(B, D411) 
+1 


n 


< 上 zaHlLP(dw)+CP(Bni 万 ) 
此 得 证 (10) 对 n+1 也 成 立 ， 口 
今 设 {zi,t € [0, 00)} 为 可 分 半 著 ,任意 固 定 d > 0. 以 R 表 可 分 集 ， 由 $1.4 引 理 4 及 可 
分 性 得 Elzal 
P( sup zt > CO) =P( sup ri:> C0) < rt 
te[0,d] t€ RI[O,d] 


记 ( sup zi 2 C) = Mc, 显然 MD Ma Du 令 M= 站 Mo 则 季 =( sup zi < oo), 而 上 
tel0,d] n t€[0,d] 


式 表示 P(M)=1. 
同样 ， 利 用 引 理 1 即 得 P(,inf Tt > -ooj =1. 综合 此 二 结果 并 注意 d > 0 的 任意 性 ， 


,可 

便 得 证 : 可 分 半 蒜 在 [0, ce) 的 每 个 有 穷 区 间 上 有 界 的 概率 为 1. 

进一步 ， 我 们 证 明 : 可 分 半 蒜 的 几乎 一 切 样本 函数 在 任 一 上 > 0 上 有 有 穷 的 左 ， 右 极 
限 ( 当 然 ， 在 上 = 0 只 考虑 右 极限 ); 这 句 话 的 精确 含义 是 说 : 存在 可 测 集 4, P(4) = 1, 当 任 
意 固定 w<4 时 ， 样 本 函数 z(t,w) 在 任 一 点 +>0 上 的 左 ， 右 极限 都 存在 而 且 有 穷 . 

为 证 此 , 将 民 中 的 点 排 成 {y}. 考虑 [0,d]. 把 点 0,d 以 及 R 中 前 个 并 且 含 于 [0,d] 中 
的 点 按 大 小 排 成 织 ) < 净 ) <…, 它们 的 个 数 不 超 过 n+2. 固定 一 对 实数 m < rz, 以 到 ,(w) 
表 zw (wo), zm (w),… 通过 [m1,72] 的 次 数 ( 见 $1.4), 根据 81.4 引 理 3 


Blzal + jl| 


TrT2—71 


EH < 


因此 ， 如 果 令 Mn = (w : Hn(w) > 月 则 由 He6pures 不 等 式 1, 得 


Elzal 二 Iril 
k(r2 —71) 


由 于 Mnk C ai k， U Mx 一 jiam。 Mnk, 并 注意 上 式 右 方 与 nn 无 关 ， 故 


P(Mnk) < kz>1, (11) 


Elzal + Iril 


P(U Ma) = lim P(M»t) < er (12) 


n 





1 见 [1] 第 五 章 
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以 Ni 表 可 分 性 定义 中 的 例外 集 ，P(N) = 0. 固定 wENi 而 考虑 w 所 对 应 的 样本 函数 xz(4). 
假定 z(t) 在 fo,d] 的 某 -- 点 s 没 有 左 或 布 极限 ， 则 必 存 在 一 对 mm <72, 使 ! 


, lim ,z(t) >ra>7> lim z(t), te [0,d), (13) 
人 t 一 s 一 0 
lim z(t)}>r2>r> lim z(t), te [0,dl, (14) 
t—*3+0 t—s+0 


特别 ， 当 上 只 沿 {} 中 的 点 而 趋 于 s 时 ， 上 述 不 等 式 也 应 当成 立 ， 这 样 便 得 知 x(t”)， 
z( 约 )),… 通过 [ri,72] 的 次 数 当 n 一 co 时 应 趋 于 co. 因此 ， 如 以 M 表 所 有 这 种 w 的 集 ， 
它 所 对 应 的 样本 浙 数 具有 性 质 (13) 或 (14), 则 必 


M C\ Mr, k=1,2,.... (15) 
由 于 (12),(15) 右 方 的 集 对 k 的 交集 是 零 测 集 ， 这 交集 由 定义 依赖 于 71,7z 与 d, 故 应 记 为 
N(r1,r2,d). 令 
“Na 一 Uj N (r1, 72, ad), 
Trlr2,d 
其 中 求 和 号 对 一 切 有 理 数 T1727T1 < 72 以 及 d= 1 2 进行 . 显然 


根据 上 一 段 关于 有 界 性 的 讨论 ， 知 存在 零 测 集 Na, 当 wENs 时 ， 它 所 对 应 的 样本 函数 在 任 
一 有 穷 t 区 间 都 是 有 界 的 . 因此 ， 如 果 wEN = NiU NzU Ns, 则 由 上 面 的 讨论 ， 可 见 此 ww 所 
对 应 的 样本 函数 在 任 一 点 上 > 0 上 有 有 穷 的 左 ， 右 极限 ， 取 4 = Q\N, 便 得 到 所 需要 的 结 


论 ， 
83.5 ”补充 与 习题 


1. 可 分 性 的 理论 由 J. 上 . Doob 所 建立 ， 它 的 目的 是 为 了 克服 具有 连续 参数 的 随机 过 
程 时 所 发 生 的 困难 ， 注意 如 参数 集 7 是 可 列 集 时 ， 此 随机 过 程 显然 是 可 分 的 ， 只 要 取 了 
为 可 分 集 RR 就行 了 . 我 们 所 用 的 叙述 方法 与 Doob 原作 稍 许 不 同 ， 其 好 处 在 于 形象 易 懂 . 
8$3.1 定理 3 说 明 我 们 的 定义 与 Doob 的 “关于 闭 集 可 分 ”的 定义 等 价 . 

2. 设 {zu(w),t ET} 关于 尽 可 分 ， 试 证 

A. Plw :对 一 切 teET， lim zr(w) 和 zi(w) & lim zr(w)) = 1. 

7 二 ER 

B. (w :zi(w) 在 TT 上 有 界 )e 大 . 

3. 试 造 一 过 程 {zi(w),t € [0,1]}), 使 对 每 一 te [0,1], 有 P(zi(w) = 0) 二 1, 然而 Pl(zi(w) = 
0, 对 一 切 te {0,1])=0. 





lf 下 s 一 0 或 1 五 s 一 表 tf 之 st 一 s;t 一 5 十 0 上 职 t 一 gs 十 表 t1>s,1s. 
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提示 : 令 Q=[0,1], 厂 为 [0,1] 中 -- 切 Borel 集 ， 己 为 勒 贝 格 测度 ， 定 义 zt(w] = 0, 如 
ww 关 二 1, 如 w=t. 注意 此 过 程 不 是 可 分 的 ， 如 取 其 可 分 修正 {Fi.(w),t € [0,1]}, 则 可 使 


P(zi(w) = 0 对 一 切 te [0,1]) =1. 


5. 设 {zi(w),t€ [a,9]} 关于 RR 可 分 ， 试 证 w- 集 


(w :zi(w) 在 [w 引 上 均匀 连续 ) e 天. 
提示; 考虑 必 集 NU 站 (ler(w) -zlo)| < 0). 


和 Ye ri 一 rz|<1/m 
ri1,7r2ER 


6. 83.2 定理 2 属于 Konworopos. 条 件 (8) 虽 非 必要 ， 但 已 不 能 本 质地 改进 ， 即 其 中 
1+ 不 能 换 为 1 例 : 考虑 题 3 提示 中 的 概率 空间 (9Q, 和, P), 定义 


| 如 w > 十 


zi(w) = 
‘lo) 1， 如 w < 二 


则 {zi(w),t & [0,1]} 是 可 分 过 程 。 试 证 对 任 一 a > 0, 有 
E{lzi(w) — zra(w)|} = 1A 


然而 其 样本 函数 以 概率 1 不 连续 ， 
关于 这 方面 的 进一步 结果 见 本 章 末 文献 2. 
7. 对 什么 样 的 过 程 存在 可 分 的 Borel 可 测 修 正 ? 有 下 列 结果 : 
设 过 程 {zz(w),t Ee T} 关于 可 分 而 且 对 每 一 固定 的 te T, 有 


P{limz(s,w) = z(t,w)} = 1, 
slt 


则 存在 等 价 的 过 程 {t,t eT}, 后 者 关于 民 可 分 、Borel 可 测 而 且 一 切 样本 函数 都 右 下 半 连 
续 (证 明 可 参见 书 [14],157 页 ). 

8. 设 P(z(0,w) = 0) = 1. 试 分 别 计算 Wiener 过 程 与 Poisson 过 程 的 有 穷 维 联合 分 布 . 
对 Poisson 过 程 ， 证 明 入 = 灵 -, 它 还 等 于 在 (ee+z 中 ， 出 现 事 件 个 数 的 平均 值 . 

提示 : 利用 增 量 的 独立 性 . DD kor) = 


9. 设 z(w), 奴 (2),y2(w),… 为 一 列 独立 随机 变量 ， z(w) 有 参数 为 入 的 Poisson 分 布 ， 
{yn(w)} 有 相同 的 在 [0,1] 上 均匀 的 分 布 ， 定 义 


z(w) 


zt(w) = 2, X[0,4] (yi(w)), 





这 里 xlo,y 是 [0, 引 的 示 性 函数 ， 即 xod(z) = 1, 如 ze [0,4], 否则 =0. 试 证 {z1(w),0 < t<1} 
是 Poisson 过 程 . 
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提示 : 对 0=t<< :< 如 = 二 有 


忆 (zt ~ Zi,_, = i=1,...,n) 
A {1 
一 Er Er ! He 一 在 -1 “(+ 一 Dn) 
= -II —A(ti~ti. DC (ti _ -1)]* ' 
, a . 


10, 试 证 任 一 形 如 [条 , 划 ] 的 (1,12,K,k2 都 是 整数 ，0 > 1,1z > 1) 长 度 不 超过 1/2 的 
闭 区 间 都 可 表 为 车 于 个 互 邻 的 形 如 [去 , 到 :| 的 闭 区 间 的 和 ， 其 中 mr 都 是 整数 ， 和 > 上 
而 且 具 有 岗 定 的 m 的 闭 区 间 在 此 和 中 出 现 的 次 数 不 多 于 2. 其 实 还 有 和 m < max(l1,12). 
解 设 生 为 即 约 分 数 ， 将 一 切 形 如 [如 ,各 |] 的 区 间 按 二 + 二 mn 分 类 (n= 2,3,… 小 
用 归纳 法 证 : 如 一 2 则 由 于 长 度 不 超过 1/2 而 区 间 只 能 有 形状 为 上 $, 等!], 故 结论 正确 . 
今 设 结论 对 n < mo 正确 考虑 [第 , 关 ] ,五 十 记 =mo 十 十 先 设 h 关 bh > 之 由 起 的 
既 约 性 它 必 有 形 为 荨 5+. 显然 此 时 区 间 长 不 小 于 去, 故 2 此 < 蜗 . 如 等 号 成 立 则 结论 得 
证 ; 否则 必 有 








办 ; | 一 [i ! ] U [a 学 ] 

化 Fr 为 既 约 形式 复 , 1 < 一 1 则 1+1s < no， 由 归纳 前 题 ， [每 ,天 ] 可 按 结论 中 的 
要 求 分 解 为 [和 去, 束 ] 的 和 . 因 一 切 m < max(1,l2) < 4 故 五 只 出 现 一 次 而 结论 得 证 对 
12 > 了 i 之 1 或 4 = 的 情况 ,证 明 类 似 ( 赵 忠信 证 ). 口 

附 记 ”过程 可 分 性 的 理论 由 J.L. Doob 建立 原始 的 叙述 见 [16], 那里 的 内 容 较 丰富 ， 
但 也 较 难 懂 ， 最 初 的 文献 也 可 从 该 书 索引 中 找到 ， 我 们 所 以 假定 概率 P 的 完全 性 正 是 为 
了 便于 叙述 和 运用 可 分 性 . 

利用 Konmoropos 关于 过 程 连 续 性 的 定理 (83.2 定理 2),JIo6pymws 找到 了 使 可 分 过 程 
的 样本 晒 数 以 概率 1 无 第 一 类 断 点 的 充分 条 件 ， 由 此 并 得 到 可 分 著 的 样本 函数 以 概率 1 连 
续 的 充分 条 件 ， 见 本 章 末 文献 1. 

Wiener 过 程 的 另 一 重要 性 质 是 :几乎 -- 切 样本 函数 都 非 有 界 变 差 函 数 . 证 明 可 见 [16]$8.2. 
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第 四 章 马尔 科 夫 过 程 的 一 般 理 论 
84.1 马尔 科 夫 性 


(一 ) 马 氏 链 的 一 般 化 是 马尔 科 夫 过 程 . 
定义 1 设 {zi(w),t € T} (TC hi) 为 定义 在 概率 空间 (9,,P) 而 取 值 于 可 测 空间 
(E,B) 的 随机 过 程 ， 如 果 对 任意 有 穷 多 个 了 <… < 如 去 ET 任意 4e5, 以 概率 1 有 


P(xi, € 4 ze, Ts, 1) = Prt, ez hh (1) 


则 称 此 过 程 为 马尔 科 夫 过 程 (简称 马 氏 过 程 ), 而 性 质 (1) 称 为 马尔 科 夫 性 (简称 马 氏 性 ). 

马 氏 性 有 许多 种 表面 上 不 同 而 实际 等 价 的 形式 . 表面 看 来 ， 含 义 最 少 的 一 种 是 (1), 含 
义 最 多 的 一 种 是 下 面 的 (3), 处 于 中 间 地 位 的 各 种 将 陆续 出 现在 下 列 定理 1 的 证 明 过 程 中 ， 
最 终 总 结 见 系 1. 


引入 记号 
Ne = F{z, s<ugt,ueT,), 


Ni = F{zv, ut,ueT), (2) 
| At = F{zu, uv>t,ueT)}. 
它们 的 直观 意义 见 83.3. . 
定理 1 马 氏 性 (1) 等 价 于 下 列 性 质 : 对 任意 固定 的 t€ T, 如 果 函 数 6(w) 为 NM 可 
测 ， 并 且 ? Elt| < co, 则 以 概率 1 有 
E(é| M) = E(é| ro) (3) 
证 充分 性 : 设 (3) 成 立 ， 令 上 = -1, (ww) = xc eaj(w), 这 里 x。 表 集 C 的 示 性 函 
数 ， 由 (3) 
Pl(zi, € 4| Mi 1) = P(xt, € 4| zi,_,) (a.s.). 
此 式 两 边 取 E( 一 -| zt,,…,z6_,) 后 ， 由 81.3 H 即 得 (1). 
必要 性 : 设 (1) 成 立 而 欲 证 (3). 分 四 步 来 证 . 
(i) 对 任意 类 t 
P(z, € 4| Ne) = P(xzu € 4| zt) (a.s.). (4) 
实际 上 ， 先 考虑 * = 的 情形 ， 由 $1.3 条 件 期 望 的 性 质 G, 易 见 在 集 (zi:E4) 上 ， (4) 式 中 


两 方 值 都 几乎 处 处 等 于 0, 而 在 (z, € 4) 上 ， 二 值 都 几乎 处 处 等 于 1. 故 (4) 成 立 . 
其 次 设 v > 上 显然 Plzu e A| ze) 为 Mi 可 测 ， 故 只 要 证 对 任意 Be M, 有 


PlB,z € A)= 人 Pleee4lo]Pldu) (5) 


1 由 此 可 见 ， 在 马 氏 过 程 定义 中 ， 参 数 集 了 应 是 序 集 . 
2 如 IE€| < oo, 称 上 (w) 可 积 . 
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令 A={B:BeF;(5) 成 立 }, 则 A 是 一 入 系 . 但 当 
B= (2 EAi,i=l nl,tigt (6) 


时 ， 由 (1) 知 (5) 正确 ， 故 A 包含 一 切 (6) 形 的 集 ， 但 (6) 形 集 构成 一 产生 Au 的 交 系 故 
由 附 篇 引 理 3, 即 得 A DM. 
(i) 对 任意 > 已 设 上 (wo) 为 关于 天 {zw} (单个 随机 变量 ru 产生 的 c 代数 ) 可 测 函 数 ， 
El&| < %, 试 证 
E(E| Mi) = E(t| zx1) (a.s.). (7) 


实际 上 ， 令 


C= { 全 体 可 积 函 数 E(w)}， 
工 = {使 (7) 成 立 的 全 体 E(w)}. 


于 是 易 见 工 是 一 C- 系 . 由 (人工 包含 集 (zve 4) (4e 8) 的 示 性 函数 ， 而 后 诸 集 构成 产生 
5 代数 F{zu} 的 7- 系 ， 由 附 篇 引 理 4, 工 包含 一 切 {zw} 可 测 的 可 积 函 数 . 
(这 ) 试 证 对 任意 有 穷 多 个 t+ < ui < v2 <… < um, ui ET,AieB, 有 


P(xu, € Ai, 1= 1,.…,m| Ni) 
= P(xu, € Ai, i=1,..,m| zi) (a.s.). (8) 


实际 上 ， 如 m= 1， 则 (8) 化 为 (4). 下 面 用 归纳 法 . 简 记 Bi = (zw € Al), B2 = (zus € 
4 za EAm), B=BB. 由 $1.3H 及 F 


P(BI M) = E(xs, Xas| Ni) = EIE(Xs, Xs,) Au) Nal 
= Elxs, EC(Xs,l Na)l Ni] = Elxs, P(B2| Au) Ns] (as (9) 


由 归纳 法 假定 : “(8) 对 m 一 1 个 事件 正确 ", 故 
P(B2z| Au ) = P(B2| zw ) (a.s.). 
代入 (9), 得 知 以 概率 1 有 
P(B| NM) = Elxs, (zu )P(Bz2| zu )| Ml]. 
但 xs, (zu)P(B2| ru) 是 {zw,} 可 测 的 可 积 函 数 ， 由 (i) 即 得 
P(B| Ni) = El (ew)P(B,) Tui)| zd]. (a.s.) (10) 
男方 面 ， 由 红 .3H,F 及 归纳 法 假定 ， 得 


PUB x1) = ELP(B1B2| Ny,)| x = Elxs, P(B2l Nu,)| zj 
= Eh, (Zu)P(Bal Tu)| zi (as 小 (11) 


综合 (10),(11) 即 得 (8). 
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(iv) 今 可 证 (3). 令 C = 了 {全体 可 积 函 数 &(w)}, 上 = {全 体 使 (3) 成 立 的 上 《(w)}. 由 (过 )， 
聊 包含 全 体形 为 已 = {z(wi) € hi i 二 1,…,m, vi 之 引 的 w- 集 的 示 性 函数 ， 而 全 体 有 这 种 
形状 的 集 构成 产生 o 代数 Nt 的 7- 系 . 故 由 附 篇 引 理 4, 工 包含 全 体 AM: 可 测 而 且 可 积 的 
函数 &(w). 口 1 
系 1 性 质 (1),(4),(7),{8),(3) 及 下 列 的 (12),(13) 都 是 相互 等 价 的 . 对 任意 Be N',teT, 
有 
P(B| M) = P(B| zt) (as 小 (12) 
设 工 = [0,co), 对 任意 定义 在 B87 上 的 B87 可 测 函 数 ! fle(:)) 及 teT, 如 EI|f(z(t+:,w)| < 
co, 则 
Elf(z(t+ wo) MN] = Elf(z(t + +,w)| zi (a.s.). (13) 
证 在 (12) 中 令 B= (ze 4) 即 得 (4); 在 (3) 中 令 & =xs 即 得 (12). 由 附 篇 引 理 10 
得 (13) 与 (3) 的 等 价 性 ， 口 
这 些 性 质 中 的 任何 一 个 以 后 都 叫 马 氏 性 . 一 般 , 为 要 证 明 某 过 程 为 马 氏 过 程 , 就 用 (1); 
而 在 由 马 氏 性 以 导出 其 它 结 果 时 ， 则 用 (3) 或 (13). 
下 面 的 系 2 常常 有 用 . 
系 2 (a 如 AeM,BeNt,teT, 则 


P(AB) = 人 P(B| z(t)) P(dw). (14) 


(b) 如 &(w) 为 M 可 测 ， m(e) 为 Nt 可 测 ， 及 嫩 均 可 积 ， 则 
Eén = EEE(n| z(t))]. (15) 
证 由 (12) 及 条 件 概率 的 定义 立 得 (14). 由 (3) 得 
Eén = ELE(én| NM)] = EI€E(n| AD = El€E(n| z(t)].O 


(二 ) 现在 叙述 与 马 氏 性 等 价 的 另 一 性 质 : “在 已 知 现在 ' 的 条 件 下 ， ' 将 来 ' 与 过 
去 ' 是 独立 的 ”. 这 一 直观 上 明显 的 性 质 的 严格 氢 述 包含 在 下 列 定理 2 中 . 
定理 2 为 使 {zit(w),t < 7] 是 马 氏 过 程 ， 充 分 与 必要 条 件 是 : 对 任意 有 穷 多 个 值 
s1< 区 sm 区 < 有 < 区 四 5 四 ET 及 4EDBBkeDB=1 rij=1 pm 以 
概率 1 有 ? 
Pi{zs; € A;,j = 1,.…,m; re, € Bek=1,...,n| ze} 
= P{zs, € A;,j=1,.,m| zi P{ri, € Bk,k = 1,...,n| ze}. (16) 


证 必要 性 : 设 (1) 成 立 而 欲 证 (16). 记 
A= (zs, € A;, j=1,.…,m); 
B= (xz, € Br, k=1,...,n). 





1 记号 意义 见 附 8 篇 (七 ) 段 
?下 式 的 一 般 化 见 84.5 题 1(B) 
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由 于 B(xs| zt) 为 {ze} 可 测 ， 由 81.3F 及 (3) 得 


E(xa| x1)E(xs| zi = Elxs E(xs| ze)| zi 
一 Elxa E(xsl Ni)| 2 一 ElE(xa Xs| Ni)| zi] 一 E(xaXs| Zi) (a.s.), 


其 中 第 三 个 等 号 成 立 是 因 x。 为 M 可 测 及 91.3F, 最 后 一 等 号 是 由 于 $1.3H. 故 得 证 (16). 
充分 性 : 设 
E(xa| ri) Elxs| zi) = E(xa Xs| zi) (a.s.). (17) 


于 是 以 概率 1 有 


E(xaxal zs) = E(x | zt)(Xa| zi) = Elxa E(xs| ze)| zi， 


由 条 件数 学 期 望 的 定义 ， 可 见 对 任意 Ce 8, 有 


/ XXs Pldw) = / X B(xsl zt) P(dw), 
(ztEC) (ztEC) 


亦 即 
/ xs P(dw) = / E(xs| z1) Pldw). (18) 
AN(z1 EC) 4n(ztcC) 


令 使 等 式 
/ xs P(dw) = / E(xs| zt) P(dw). (19) 
M AT 


成 立 的 全 体 可 测 集 M 所 成 的 集 为 A, 则 A 是 一 入 系 由 (18)A 包含 ANn (zi € 0), 即 含 一 
切 形 为 

(zw € Ak, k=1,..…,m,z EC) 
的 集 ， 而 后 诸 集 构成 产生 o 代数 {zs,-…… ,zs ,zt} 的 7- 系 ， 故人 AD fc ,TsayTt)}. 从 
而 得 证 (19) 对 下 {zs,，… ,zss7Xt} 中 一 切 集成 立 ， 故 


Blxal Ls), rs) Tt) = E(xs| zi) (a.s.) 


P(x € BE, k=1,...,n| Tey) Tem TE) 
= P(zi, € Br, k=1,...,n| ze) (a.s.). (20) 


令 n 二 1 即 得 (1). 口 
定理 2 中 所 述 的 性 质 虽 然 与 马 氏 性 等 价 , 但 它 却 有 独到 的 优点 . 因为 在 它 的 陈述 中 ， 
“将 来 ”与 “过 去 ”完全 处 于 对 称 (关于 “现在 ”) 的 地 位 ， 故 此 性 质 不 依 于 中正 向 的 选择 ， 
由 定理 2 直接 推出 
系 3 如 {zi(w),teET} 是 马 氏 过 程 ， 则 {zi(w),t ET} 也 是 马 氏 过 程 ， 个 是 T 的 反 序 
集 :. 
17 与 定 有 相同 的 点 ， 但 在 全 中 的 序 是 自然 序 的 反 序 ， 如 称 a 在 b 之 前 如 a 之 8 
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证 如 {fzt(o),te7] 是 马 氏 过 程 ， 则 (16) 成 立 ， 象 从 (16) 推出 (20) 一 样 ， 从 (16) 可 


推出 
P(r,, € A;, j= l,mMm| Zi 
= P(xz,, € Aj, 了 = | z) (a.s.). (21) 
这 表示 将 工 反 序 后 ， 随 机 变量 族 {fztt e T} 也 是 蕊 氏 过 程 ， 口 
(三 ) 例 . 


1 与 本 节 定 义 1 等 价 ， 故 马 氏 链 是 一 马 氏 过 程 ， 实际 上 ， 设 82.1(2) 正确 ， 为 证 (1) 成 立 ， 
只 要 证 对 任意 集 1 B € (zt P(B) > 0， 有 


/ Plzt =i|ze,_)P(dw) = P(B, zt, = 让. (22) 
B 


利用 入 系 方法 ， 只 要 证 上 式 对 
B= (zt 一 LE 三 in—1) 


正确 , 由 于 P(zi, = 计 zt_) 只 是 zt, 的 函数 , 在 这 样 的 上 , 它 的 值 为 P(zi, = 守 z,_, = 
in-1), 故 (22) 化 为 


P(zit = ze, = in1)P(z = i Tt = in-1) 
= P(¥4 一 全 lt il = in-1, Te, = 2). (23) 


而 这 式 由 $2.1(2) 是 正确 的 . 逆转 以 上 各 步 ， 便 可 自 (1) 证 明 §2.1(2). 

2. 设 {yn(w)} (n > 0 整数 ) 为 独立 随机 变量 列 ， (5,B) 为 (Ri,B1), 或 者 忆 = F,F 是 
Ri 中 任 一 Borel 可 测 子 集 ， 而 8 一 FB1, 即 B 是 下 中 全 体 Borel 可 测 子 集 所 成 的 o 代数 . 
于 是 {yn} 是 马 氏 过 程 . 实际 上 ， 这 时 只 要 证 明 : 对 任意 和 eR 


Pl(ye & A yo ,Ys) = Py < A ys) (a.s.) (24) 
(t > 3). 令 A= (yo < M0, ,Ys < 和 ,), 这 里 Ai € Ri. 由 独立 性 


‘Ply < NA) = Py < NP(A) = 人 P(y < NP(dw). 


利用 和 系 方法 ， 可 见 上 式 对 一 切 4 € 下 (yo,… ,ys) 成 立 ， 故 得 证 
P(y < A 2y0，… ,Ys) 一 Pl(y: < A) (a.s.); 
同样 可 证 
Pl(y: < A ys) = Ply < A) (a.s.). 
于 是 (24) 正确 . 
1 如 P(B) = 0, 则 (22) 自动 成 立 . 
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3. 同 例 2 假定 ， 并 令 Tn 一 >, Yi) 则 {Zn} (n 之 0) 也 是 马 氏 过 程 . 为 证 此 ， 令 Finn 为 


1=:0 


re 
Tn Tm 一 > Yi 


iTmtt 
的 分 布 亢 数 ， 试 证 对 上 > s, 有 

Pz 区 MA zo rs) = Fa(M— zs) = Pr < A xs) (a.s.). (25) 
只 要 证 第 一 等 式 ， 因 第 二 等 式 的 证 明 完 全 类 似 、 任 意 取 

Be F(zo0,..., rs), 
要 证 的 是 
上 RaPGw = PUB, 0 < N). (26) 

首先 注意 ， 天 (zo,… ,72s) = 了 (yo,… ,Ys), 故 由 入 系 方法 ， 只 须 证 


[ F(A 一 zs)P(dw) 一 P(yo < Xo, Vs < Ass Te < A 和). (27) 
(yo No ys 入 As) 


简 记 玉 -1 i Fst 为 瓦 ,PH 它们 分 别 是 y; 及 Dy 的 分 布 函数 . 由 假定 ， yV0，…，ys， b> Yj 
J 二 5 二 了 三 : 
是 相互 独立 的 . 特别 ， 0 … ,Ys 的 联合 分 布 函 数 


Fyo,.-.,w, (Mo, “ ,7s) 一 [I 50%) (ny € Ri). 


7=0 


利用 积分 变换 定理 ， 得 (27) 的 左 方 值 等 于 
广 广 Pri 人 
广 有 (do)… 广 Fst1 @ 一 > wy ) Faldm) 


j=0 
而 右 方 值 由 81.1 引 理 1 也 等 于 上 值 ， 于 是 (27) 因而 (26) 得 以 证 明 .。 ({zn} 是 马 氏 过 程 的 
另 一 证 明 见 $4.5,12 题 . ) 

4. 设 {zi(w),t ET 了 } 为 独立 增 量 过 程 ， 即 对 任意 ti ET,to < <…<t 


Th Ttoy Tt, Tin 
是 独立 随机 变量 ; 如 果 将 此 条 件 加 强 为 
Tio Tt ~ Tior Tt, ™ Tt, 


是 独立 的 (例如 ， 当 了 有 最 左 点 s, 而 P(z。 = 0) = 1 时， 此 条 件 满足 ), 则 {zi:(w),t ET} 也 
是 马 氏 过 程 ， 这 里 关于 相 空 间 的 假定 仍 局 例 2. 
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实际 上 ， 令 Yo 一 Yioy 了 三 Th 一 to Us 一 ts 一 te 1l)， Vs+1 一 Tt 一 了 ts) 则 Yo :Vs+1 是 
3 5 十 1 
独立 随机 变量 ， 而 Zto = Yo, Tt = Yo Ys, Tts = 2 Yi, Tt 一 2, Yi 是 独立 随机 变量 的 和 ， 
i=0 t=0 
故 由 例 3, 知 对 t > ts， 


Pl(zi < A Zt, 三 Pre 所 和 AZ) (a.s.). (28) 


特别 地 ， 可 见 当 开始 分 布 集中 在 0 时 ， Poisson 过 程 与 Wiener 过 程 都 是 马 氏 过 程 . 
84.2 ”转移 函数 ， 强 马尔 科 夫 性 


(一 ) 设 工 为 已 中 的 子 集 ，(E,8) 为 可 测 空间 ， 一 切 单 点 集 {z}e 5. 

定义 1 四 元 函数 p(s, x;t,T) (s,t ET,s < tz EE,T € B) 称 为 转移 函数 ， 如 果 
(A) 对 国定 的 s,z,t, 它 关 于 T 是 8 上 的 概率 测度 ，; 

(B) 对 固定 的 s,t,T, 它 关 于 zz 是 8B- 可 测 函 数 ; 

(C) p(s, zi s, {2})) = 1; 

(D) Konmxoropos-Chapman 方程 成 立 : 对 任意 s<t<w,s,t,ueEeT, 有 


p(s,z; wT) = 上 人 p(s,z;t, dy)p(t, yw I). 0) 


定义 2 称 转移 函数 p(s,zx;t,T) 为 齐 次 的 , 如 果 
p(s, xT;u, I) = p(t — s,7,T); (2) 
即 当 z,T 固定 时 ， 它 只 依赖 于 t—s. 
例 1 设 互 = (0,1,2,…), B 为 EE 的 一 切 子 集 所 成 的 o 代数 这 里 的 巨 中 的 元 习惯 上 


仿 82.1, 定义 


Kk 十 1) - 
mm 2 Di “m+1Pj1jz “m+kPyrs (3) 


(kk 之 0), 并 令 了 = (0,1,2,…) 及 
Dp ?) (t> 3),. 
p(s,i;t,T) = 4 jer | (4) 
67(1) (t= s). 
这 里 6r( 让 =1 或 0, 视 ieT 或 iET 而 定 ， 易 见 


mp 之 0， > mp (5) 


这 可 由 mP 是 随机 矩阵 的 假定 直接 推 得 ， 又 由 (3) 


k+l k 
DD 
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对 jET 求 和 ， 改 号 m 为 s 后， 利用 (4) 即 得 


psimt+ktor) = > ps im+k,r)p(m+k, rim+k+ ,Tr). 


记 t=m+k, 4 二 m+ 上 十 4 可 改写 上 式 为 


poiiwT) = Splsiitr)plt,r;u, T), 
r 


这 就 是 (1). 

如 果 补 设 mp 与 m 无 关 , 中 pi; = pij 不 依赖 于 和 由 (3),(4) 立 知 p(s,it,T) = p(t-s,1,T) 
是 齐 次 的 . 

在 这 例 中 , 我 们 利用 了 “一 切 正 整 数 是 1 的 倍数 这 一 特点 ,由 已 给 的 一 步 转移 函数 ， 
即 {mpiy), 造 出 了 p(s, ;vw, 工 ). 

例 2 (已 ,B) 同上 例 , 但 人工 = [0,o0). 设 已 给 一 族 函 数 piy(s,t), 训 j=0,1,2,.…,0<s<t 
满足 
(a) 0 : & pij(s,t); 
(b) ba 3 有 一 了 
(c) Dol, s) = 6; (b=1; 6i;=0,1#7) 
(d) 对 0<sstsgw, 有 


pij( 3) u) = pms, t)prj(t, 了)， 


则 易 见 
pij(s,t) (t> s), 
p(s,i;t,T) = { (6) 
Or) 人 = 


也 是 一 转移 函数 . 当 且 仅 当 pij(s,t) = pij(t 一 s) 时 ， 它 是 齐 次 的 特别， 如 
et 0 (t > 0 了 之 让 
pij(t) 一 0 (3 < 让 ， (7) 
0 (t 一 0) 
所 产生 的 转移 函数 叫 Poisson 转 移 函 数 . 
例 3 设 (五 ,好 ) = (Ri1, Bi), T= [0， oo)， 则 


[ool [- 2] dy (Og&s<); 
p(s, x;t,T) = (er 3) (8) 
6r(z) (s = 


(a 为 正常 数 ) 是 一 转移 函数 ， 称 为 Wiener 转 移 函 数 . 实际 上 ， 4, B,C 显然 满足 ， 只 要 验证 
(2) 就 可 . 如 s=t 或 上 = tu 由 (8) 知 两 边 均等 于 p(s,z;w,T); 如 s = 则 当 zeT 时 ， 两 
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边 均等 于 1, 当 seET 时 ， 两 边 均等 于 0; 最 后 ， 如 0 入 s<t< 纪 以 (8) 代 入 (后 ， (而 

方 等 于 刀 十 £2 ET 的 概率 ，85 和 2 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 分 别 有 分 布 为 N(x,ovt 一 s) 及 

N(0,oVu 一 如 ,由 正 态 分 布 的 性 质 知 6 二名 的 分 布 为 W(z,covv 一 故 (1) 右 方 值 为 
(y—2) 


rh -|= p(s, 2;u, T). 


(二 ) 上 节 (1) 式 表示 ， 过 程 的 马尔 科 夫 性 是 通过 条 件 概 率 表达 的 ， 这 种 表达 的 方式 和 
许多 其 它 的 过 程 例 如 独立 随机 过 程 不 同 ， 那 里 条 件 加 在 过 程 的 联合 分 布 上 . 

过 程 的 有 穷 维 分 布 满足 什么 条 件 ， 才 能 保证 它 所 决定 的 过 程 是 马 氏 的 ? 

在 马 氏 链 情 况 已 有 答案 ， 那 就 是 : 如 联合 分 布 由 82.1(12) 式 给 出 ， 则 过 程 是 马 氏 链 . 

这 个 结果 的 一 般 化 是 下 面 的 定理 1: 

定理 1 设 {z:(w),t€ 了} 为 定义 在 (0Q,,P) 上 而 取 值 于 (E, 8B) 中 的 随机 过 程 , 如 果 存在 
转移 函数 p(s, zx;t,T), s,t ET,s tz EB,T€ 8, 使 对 任意 有 穷 和 多 个 去 E 了 加 < 二 < < 让 
Ts; eB, 有 1 


P(xz(to) € Lo, z(t1) € D1, z(t2) 和 工 2，， ,T(tn) € En) 
二 人 Po(dto) 人 pltoéo:b de) 人 p(t, 1;t2, dé2) 
* -| pltn—1, En tn, dén), (9) 
Dn 
则 {zz(w),t eT} 是 马 氏 过 程 . 这 里 P(A4) = P(xzi e 4),4e 8. 


这 时 称 z(s,zibD) 为 过 程 的 转移 概率 或 转移 函数 
证 需要 证 的 是 : 对 任意 4e 8B, 有 


P(x (w) € A| tao, Tey, Tt, 1) = Pro, (w) € A| zi1, ) (a.s.). | (10) 


显然 (zt E4| Zi _，) 为 天 (ziozt Zi 1) 可 测 ， 故 只 要 证 对 任意 妃 E 广 ziozb ,Tis 1) 

有 | ， 

P(B, zi, € A) =/ P(xi, € Al rt, 1 P(dw). (11) 
B 


为 证 此 ， 先 证 一 事实 : 以 概率 1 有 
三 (zt € 4| Zi ，)) = p(tn_1, Tn1;tn, A). (12) 


实际 上 ， 由 (B) 知 p(tn-1 zitn,4) 为 {zi,_,} 可 测 ; 其 次 ， 对 任意 Ce B, 由 积分 变换 
定理 及 (9) 得 


/ pltn 1 ze si tn, AP(dw) = / pltn_1z;tn, A)P, (dz) 
(rt EC) C 


= P(x EE OC, zt, € A), 





1(9) 中 的 积分 从 最 后 一 积分 积 起 ， 消 去 fn 后， 作为 如 _1 的 函数 ， 再 计算 倒数 第 二 积分 ， .…， 此 时 要 用 到 
“ 故 P(s,& dn)P(t,n;w A) 是 的 可 测 琢 数 ” 这 一 事实 ， 见 附 篇 引 理 7 
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故 得 证 (12). 从 而 为 证 (11) 只 上 要 证 
P(B, zx, 所 A) 一 / p(tn_1, Te, ;tn, A)P(dw). (13) 
B 


以 A 表 使 (13) 成 立 的 全 体 可 测 w- 集 B 的 类 ， 易 见 A 是 一 入 系 . 实际 上 ， 附 篇 中 入 系 的 
条 件 2),3),4) 显然 满足 ; 又 由 (9) 


nt 有 Pd 一 / pltn_1 Titn, 4) 已 。;(dz) 
0 、 五 

一 P(zt € A) 二 P(N, ri, € A), 
此 表 Qe A, 从 而 A 是 一 入 系 . 因此 ， 如 能 证 (13) 对 w- 集 

(zt E A;, i=0,1,.……,n—1) 
成 立 ， 则 因 这 种 形状 的 集 构成 一 x- 系 ， 故 由 附 篇 引 理 3 即 知 
4DFziozt Zi 1). 

以 此 w- 集 代 入 (13) 右 方 中 的 B, 利用 积分 变换 得 右 方 值 为 


/ p(tn 1 we 1stn, A)P(de) 
(rtoE4o Tn 1EAn-1) 


二 / pltni, ntitn, A)P(dé,1), (14) 
A 


n-l 


这 里 P(T) = Plza € ho,…,zt，s € An_2,zt,_1 ET) 是 8 上 的 测度 ， 由 (9) 


PT = 人 Pi (déo) 人 p(to,é0;t1, dé1) 





1 2D(t 36 3; tn_2,dén_2)p(tn 2, én_2; tn_1,T). (15) 
An-2 


令 x(T) = fa, Pr, (dé0) fa, plto, é0;t1, dé1) [4 _, Pltn 4 én-4;tn_3,dén-3) pltn_3, én-3; tn_2,T), 
则 由 附 篇 引 理 9,(15) 化 为 





PD= platn a)pltr2, én ss tn,T) 0) 





这 式 与 (14) 结合 后 ， 可 见 (13) 右 方 值 为 


/ pntnst,t) / A(dén, 2)p(t, 2,En 2;tn 1, dén, 1), 
A 4 2> 


nl 





再 由 附 篇 引 理 9, 此 值 等 于 


/ pas 上 p(tn-2, Cn-2; tn 1 dén 1)p(tn ,En 1;tn, A), 
An.-2 


nl1 
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根据 (9), 上 值 等 于 Plzi, € 40， Tin € An-1, Xi, € A). 口 
注 1 由 (12),(13) 知 (10) 中 双方 值 都 等 于 


p(tn_1, Ti i tn, A) (a.s.). 


我 们 称 满足 定理 1 中 条 件 (9) 的 马 氏 过 程 为 规则 马 氏 过 程 `. 

规则 马 氏 过 程 是 否 存在 ? 我 们 对 吾 = 已 ,有 = Bi 时 来 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 2 (存在 定理 ) ? 设 已 给 具有 首 元 如 的 参数 集 T, 又 已 给 (E,8) = (Ri,B1) 上 的 
转移 申 数 p(s,z;t, 了 ) 及 概率 测度 Pu(T) (TP & B). 于 是 必 存 在 概率 空间 (9, 下,P) 及 定义 于 
其 上 的 规则 马 氏 过 程 {zi(w),t es T}, 它 的 转移 概率 为 pls,zitTD), 而 开始 分 布 为 PlT), 即 
Pl(zi ET) = Pi (T). 

证 令 Q=ET7, 因 而 w=e(.), 它 是 定义 在 T 上 而 取 值 于 EE 中 的 抽象 函数 ; 三 = B87,， 
即 三 = {Ws}), 而 Wn 表 任 一 有 穷 维 柱 集 


W, = {e( : ):e(to) € To,e(t1) ET1,...,e(tn) ET,)}, 
其 中 加 < 二 < 妇 < < 如 ETTieDBi 又 令 
zt(w) = el(t), t ET, 如 w = el : ); 


最 后 ， 对 Wh, 定义 P(Wn) = 已 (Ti ,Tn) 为 (9) 右 方 的 值 ， 由 转移 函数 的 性 质 ， 易 见 
{Pas (Ti1,… ,Tn)} 满足 相 容 性 条 件 ， 故 由 附 篇 定理 4, 存在 唯一 概率 测度 P(B), B € 入， 
它 在 W, 上 的 值 与 已 ,Ti ,Tn) 重合 ， 这 样 造 出 的 (Q, 下, P) 和 过 程 {z1(w),t eT} 显 
然 满 足 定 理 的 要 求 、 口 

注 2 由 于 附 篇 定理 4 对 o- 紧 距 离 可 测 空间 正确 ， 故 上 面 的 定理 2 当 (8,5) 为 o- 紧 
距离 可 测 空 间 时 也 正确 . 如 果 了 为 非 负 整数 集 ， 那 么 定理 2 对 任意 可 测 空 间 (EZ,8) 都 正 
确 ， 证 明 仍 如 上 ， 只 是 要 以 附 篇 中 的 Tulcea 定理 代替 附 篇 定理 4. 

在 蕊 氏 链 的 研究 中 我 们 已 经 看 到 ， 起 重要 作用 的 常常 不 是 概率 P, 而 是 转移 概率 


mp = P(zm+n = j| zm = 2), 


或 者 更 一 般 地 ， P(Tmin 二 了 mn 一 jx| Tm 二 i) 等 等 ， 这 里 (zm+rma = 有 了 二 mi 
= jk) € {zol 之 m}. 这 样 的 事实 启发 我 们 应 该 怎样 去 考虑 一 般 情况 .首先 注意 ， 如 果 


m<MmI < m2 < < ME) 


对 马 氏 链 有 
P(zm ET ,Tm ETk| Tm = i) . 
一 >， 的 2 mp mp ™) mp ge) (161) 


1€D1 Jk ED 





1 等 价 的 定义 见 84.5 第 14 题 . 
“参看 82.1 定理 1. 
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这 式 左 方 只 是 当 P(z,, =i) > 0 才 有 意义 ， 然 而 右 方 值 却 总 是 有 意义 的 ， 我 们 把 右 方 的 值 
简写 为 Pi(zm ETi,…,Zms ETk), 可 把 它 理解 为 : 在 “质点 于 m 时 自 i 出发" 的 条 件 下 ， 
事件 (zw ET zzm E Tk) 的 (条 件 ) 概率 ， 注意 m; > m. 

一 般 地 ， 考 虑 规则 马 氏 过 程 {x1(w),t ET} 及 任 一 对 (s, 2),s ET,z € ,我 们 自然 希望 
能 类 似 地 定义 在 “质点 于 s 时 自 z 出 发 ”的 条 件 下 ， 属 于 将 来 的 事件 4( 即 W* 中 的 集 4) 的 
(条 件 ) 概率 Pz(A4). 当 4 为 Ns 中 的 柱 集 时 ， 受 (161) 的 启发 ， 应 定义 


Ps(z(ti,w) ETii= 1,...,n) 


= 人 p(s, x;t1, dé1) / p(t1, €1; ta dé2) / pti én_1; tn dén), (17) 
Ti Ta2 工 。 


其 中 st <t<… < 机 ,ti ET,Ti € 8 均 任 意 ， 容易 设想 ， 如 果 (17) 中 的 ， 只 在 柱 集 上 
有 定义 的 集 函 数 已 。 能 唯一 地 扩大 定义 域 到 全 Ws, 那么 我 们 所 想 定义 的 PP,s(4) (4 EN’) 
” 便 完全 确定 ， 可 惜 ， 在 一 般 情形 ， 这 种 扩张 没有 根据 ， 因 而 只 得 把 它 当 作 条 件 来 引进 ， 

称 规 则 马 氏 过 程 {zt(w),t e T} 为 标准 的 1 ,如果 由 (17) 式 定 义 的 集 函 数 已 。 可 唯一 
地 扩大 定义 域 到 Ns 上 而 成 为 概率 测度 ， 记 后 者 为 Ps(4), 4 ENs (一 切 se€E7T,z eB). 称 
标准 马 氏 过 程 为 齐 次 的 , 如 果 (2) 式 成 立 . 

由 附 篇 定理 4, 知 对 定理 2 中 所 造 出 的 过 程 (注意 对 此 过 程 ，Q 重合 于 全 体 样 本 函数 的 
集合 ), 由 (17) 所 定义 的 已 。 可 唯一 扩大 定义 域 到 As* 上 而 成 为 概率 测度 ， 故 此 过 程 是 标准 
马 氏 过 程 . 类 似 地 , 由 注 2 可 见 , 对 任意 o- 紧 距离 空间 (已 ,B) 上 已 给 的 转移 函数 p(s,z;t,T)， 
必 存 在 标准 马 氏 过 程 ， 它 的 转移 概率 重合 于 已 给 的 p(s, zx;1,T). 

本 书 以 后 无 特别 声明 时 ， 所 考虑 的 马 氏 过 程 永远 假定 为 标准 马 氏 过 程 ， 不 再 一 一 申 
述 . 

试 考察 概率 已 ,-(4) (4e Ns) 的 性 质 . 

首先 ， 它 可 以 看 成 p(s,z;t,T) 的 延续 ， 因 为 由 (17) 有 


P, s(x(t,w) ET)= p(s,7;t,T) (s &t). (18) 
特别 ， 在 上 式 中 令 了 = {z),t=s, 得 
Psz(z(sw) = 27)= p(s,7;s, {7})=1, (19) 


换言之 ， 测度 P,,z 集中 在 WwW- 集 (z(s,w) 一 Z) 上 . 
其 次 ， 由 (12) 及 (18) 得 


Pl(z(t,w) € A| z(s)) = Ps,z(s) (X(t,w) € A) (a.s.). (20) 


作为 (20) 的 一 般 化 ， 试 证 
引 理 1 如 E(w) 为 W 可 测 的 有 界 尔 数 ， 则 


E(€ z(s)) 二 Esz(s)t (a.s.)， (21) 


其 中 E,, zts)é 一 [Es,yé]y=z(s); 即 以 x(s,w) 代入 Es yt 中 的 y 而 得 的 WwW 的 函数 . 
1 参看 84.5 末 附 记 ， 
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证 试 证 当 &(w) 为 w- 集 


B= (zi € 工 1 ， "Tt, € Fn) (22) 
的 示 性 函数 时 ， (21) 成 立 ， 这 里 s < <t <…<tn. 对 这 样 的 E(w),(21) 化 为 
Pl(zi, € 工 1， “Xt, E Tal Zs) 一 Ps,z(s) (Tts € D1, “Ti, €E LI») (a.s.). (23) 


先 设 s < 由 (17) 及 附 篇 引 理 7, 引 理 6 知 ， (23) 右 方 项 为 {zs} 可 测 ， 其 次 ， 对 任意 
ToEB 


/ Pz(s) (Th € D1, “Tt € Tn)P(dw) 
(xz(s)ero) 


[oe lh. paz)t dy) 人 Plt nn titn dé)| Pl(dw) 
= |/ |/ patoit dy) 人 Plt brstn den) | Paldeo) (24) 
To Ti T。 


由 (9), 此 式 右 方 值 等 于 P(z。€ To,zi € Ti ,zt ETa), 故 当 s < 己 时 得 证 (23)， 如 
s 二 妇 , 则 在 (zsET1) 上 ， 由 条 件 概 率 的 性 质 ， (23) 左 方 几 乎 处 处 为 0; 注意 (23) 右 方 不 超 
过 已 (zs E TT1), 由 (19) 知 它 也 等 于 0, 故 在 (zsETi) 上 (23) 成 立 ; 在 (z。eTi) 上 ， 由 类 
似 理由 (23) 化 为 


了 (zt E 工 2， ” “,Tt, € | Zs) 三 P,,z(s) (Ti 所 工 >， ‘Tt, EE LT») (a.s.). (25) 
其 中 s。< ts, 故 化 为 前 一 悄 形 (只 要 以 (z。 e Ti) 代 @ 而 考虑 ). 故 得 证 (23). 今 令 


C= { 全 体 有 界 函数 6(w)}， 
工 = 旧 使 (21) 成 立 的 全 体 Ns 可 测 函数 }， 


利用 C- 系 方法 ， 即 知 引 理 正确 . 口 
定理 3 设 {zi(w),t eT} 为 马 氏 过 程 ， <tz <… <tytt eT, 则 


Pet € A za Te) = Pe sore, (zt € A) (a.s.); (26) 


又 如 tlw) 为 W 可 测 的 有 界 函 数 ， 则 


E(€| Ni) = Baié (a.s.). (27) 
如 果 工 = [0,co), f 为 B7 可 测 的 有 界 函 数 ， 则 
Blf(z(t + -oj MN] = Ers, f(z(t + ,)) (as (28) 
特别 ， 如 果 此 过 程 是 齐 次 的 ， 则 
Busf (z(t + ,0)) = Eosf(z(: ,w)) (> 0,5 € E), (29) 
EIf(z(t 4+: wj) NI = Eo f(z(: ww) (a.s,) (30) 
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证 由 上 节 (1),(3),(13) 及 本 节 (20),(21) 得 (26),(27) 与 (28). 
当 上 了 为 集 (e(:) : e(#) ETii = 1,2,…,n) (ti > 0) 的 示 性 函数 时 ， 由 (17) 及 (2), 知 (29) 
正确 ， 然 后 令 


£ 二 {全 体 有 界 函 数 f(e(-))}, 
工 = {使 (29) 成 立 的 全 体 87 可 测 函 数 用， 


用 C- 系 方法 即 得 (29). 综合 (28),(29), 得 证 (30). 口 

注意 ，(26)-(28) 及 (30) 中 (a.s.) 是 对 测度 PP 而 言 的 ， 故 为 明确 起 见 , 最 好 记 成 (P a.s.). 
用 同样 的 方法 , 对 马 氏 过 程 , 容易 证 明 : 对 任意 s < < <tri<tnstieT,reE,Aes, 
有 


Ps rz(Ti, E A| zh ,Tes 1) = Pe, re, (zt。E A) (Ps,xa.s.). 


关于 (27),(28),(30) 也 如 此 . ”84.1 系 2 也 有 相应 的 形式 ， 例 如 那里 的 (b) 应 改 成 : 
设 sst,s,tET, Ew) 为 NF 可 测 ，7(w) 为 人 可 测 ， 又 now) 及 纪 为 己 - 可 积 ， 则 


Es,rén 一 Es,z[é Biz, 1. (301) 


(三 ) 在 研究 马 氏 过 程 样本 郴 数 的 性 质 时 ， 常 常 需要 一 种 比 马 氏 性 更 强 的 性 质 ， 即 所 
谓 强 马 氏 性 . 原来， 在 马 氏 性 的 定义 中 ，“ 现 在 ”是 指 固定 的 时 刻 t,t 是 与 w 无 关 的 常数 . 
但 许多 问题 中 ， 却 要 求 把 “现在 ”理解 为 某 一 随机 的 时 刻 r(w), 它 随 w 不 同 而 可 取 不 同 的 
值 . 

例如 ， 对 号 氏 链 {zn(w)), 固定 状态 上 ,定义 


T(w) = inf(n: za(w) = k), 


亦 即 r(w) 是 初次 到 达 % 的 时 刻 ， 它 是 随机 变量 ,试问 : 在 已 知 “现在 zr(w) (= &)” 的 条 件 
下 ， “将 来 "( 即 初次 到 达 & 以 后 的 运动 进程 ) 是 否 也 不 依赖 于 “过 去 ”( 即 初次 到 达 k& 以 前 的 
运动 进程 ) 呢 ? 

一 般 情形 , 我 们 把 问题 形式 地 (暂时 没有 精确 的 内 容 ) 提 为 :对 马 氏 过 程 {z(bow),teTj， 
扩充 了 的 (28) 式 
Elf(z(7 +:,w)| Nr] = Er,z, f(x(T + ,w)) (a.s.) (31) 
是 否 成 立 ? . 

相当 长 一 段 时 期 中 ， 不 少 人 认为 (31) 是 (28) 的 必然 推论 ， 直 到 1956 年 左右 ， 有 人 找 
到 了 反例 ， 这 问题 才 引 起 广泛 注意 ， 最 早 认为 (31) 需要 认真 证 明 的 是 Doob (1945)， 

为 了 使 (31) 有 精确 的 数学 意义 ， 看 看 要 做 些 什 么 工作 . 

第 一 ，r(w) 不 能 过 于 任意 ， 以 下 我 们 只 限于 考虑 所 谓 “不 依赖 于 将 来 ”的 随机 变量 . 

第 二 ，o 代数 Ar 应 如 何 定 义 ? 回忆 在 (3) 或 (28) 中 ， 


Ni = F{zu,d < tt}, 


直观 地 说 ， At 是 在 时 刻 t 以 前 (包含 质点 运动 中 所 发 生 的 事件 的 集 . 因此 ， 自 然 地 NN 
也 应 该 是 在 时 刻 7 及 其 以 前 质点 运动 中 所 发 生 的 事件 的 集 ， 然 而 这 里 +(w) 是 随机 变量 ， 
故 如 何 定义 Ar 是 一 个 新 问题 . 
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第 三 ， (31) 中 隐 含 着 许多 可 测 性 问题 ， 例 如 要 求 f(z(7 + . ,w)) 是 随机 变量 ， 要 求 
Erzrf(zr+…w)) 关于 Ar 可 测 等 等 . 

这 些 直 观 上 的 考虑 引出 下 列 正式 定义 : 

设 {zi(w),t € T} 为 取 值 于 (E,8) 的 任意 过 程 (不 必 是 马 氏 过 程 ), 为 确定 计 ， 设 T= 
[0, oo0). 对 其 它 的 TC Ri, 不 难 类 似 考 虑 . 

称 随机 变量 r(w) 关于 此 过 程 为 不 依赖 于 将 来 的 , 如 果 它 取 值 于 工 = [0,oo], 并 且 对 任 
意 常数 se T, 有 

(w :Tw) < s) EN,. (32) 


令 87 = (w:7T(w) < o0), 考虑 Or 中 的 o 代数 Ni, 它 由 如 下 的 w- 集 4 构成: 
ACQ; 


而 且 对 任意 se T, 有 1! 
AN(w:T(w) < s) EN,. (33) 


上 述 定义 的 直观 意义 是 : (32) 表示 ， 为 了 断定 r(w) 是 否 大 于 s, 只 要 知道 质点 在 时 间 
[0,s] 中 如 何 运动 就 够 了 ， 与 s 以 后 (将 来 ) 如 何 运 动 无 关 . (33) 则 表示 : 当 r(w) < s 而 考 
虑 4 时， 或 者 说 ， 在 (r(w) < s) 上 考虑 4 时 ， 它 属于 As; 换血 话说 ， 如 已 知 7<s, 则 4 只 
依赖 于 [0,s] 中 运动 的 进程 . 

显然 ， 如 r(w) = 上 常数 ， r(w) 满足 (32). 

现在 可 以 定义 强 马 氏 过 程 . 为 了 不 过 多 地 讨论 这 个 问题 ， 只 考虑 齐 次 情形 ， 这 样 并 不 
会 影响 对 问题 本 质 的 理解 ， 回 忆 $3.3( 二 ) 中 强 可 测 过 程 的 定义 后 ， 我 们 有 

定义 3 称 齐 次 马 氏 过 程 {zi(w),t eT} 为 强 马 氏 过 程 ， 如 果 

a. 它 是 强 可 测 过 程 ; 

B. 对 任意 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 r(w), 任意 B7 可 测 的 有 界 函 数 f, 有 ? 


Elf(z(T + ,wo Nr] = Boscr) f(z ,w)) (Q7, P). (34) 


这 里 (Q7,P) 表 对 9r 一 中 一 切 的 w, 上 式 成 立 ， 而 P(N)=0,N C0.. 

显然 ， (30) 是 (34) 当 r(w) = 上 时 的 特殊 情形 . 

条 件 a 的 引进 是 为 了 保证 下 列 各 种 可 测 性 成 立 ， 先 证 明 f(x(,w)) 是 随机 变量 ， 这 由 
了 是 B7 可 测 的 假定 及 附 篇 引 理 10 推出 ， 其 次 有 

引 理 2 设 {zi(w),t ET} 为 任意 强 可 测 过 程 ， r(w) 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 ， 于 
是 z(r(w),w) 是 (9Q-, Ar) 到 (已 ,B) 的 可 测 变 换 . 

证 由 WN; 的 定义 ， 要 证 明 的 是 : 对 任意 Be 8B, 有 


(z(T(w),w) € B)T(w) & te mM. 
记 Gi = (T(w) < ,这 等 于 要 证 : 在 C: 上 


ztT(w),w) 为 (Ce Ni) 一 (EB,8) 可 测 . (35) 


1 在 (33) 中 令 s 一 00, 可见 Mr CNoo CA. 
2 对 照 84.2(29). 
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但 内 r(o) 不 依赖 于 将 来 ， 故 在 C 上 
T(w) 为 (Ce Ab 忆 (10, 引 ,B84) 可 测 ， 
这 里 B1 表 [0,4] 中 爹 体 Borel 子 集 所 成 o 代数 ， 故 由 附 篇 引 理 2, 在 Ct 上 
(7(w),%) 为 (CA 一 (0 上 xn,B x Me) 可 测 . 
既然 过 程 是 强 可 测 的 ， 故 在 [0,j x9 上 
z(t,w) 为 ([0,4] x 8, Bt x MN) 一 (全 B) 可 测 . 


综合 最 后 二 结果 ， 利 用 复合 可 测 变换 的 可 测 性 ， 即 知 在 Ce 上 ， (35) 成 并 ， ” 口 
设 上 为 非 负 固定 常数 ， 对 7 +t 用 引 理 2, 可 见 z(r(w) +t#w) 是 (DA 到 (已 ,B) 的 

可 测 变 换 ， 故 对 每 一 4E 8, 有 
(w :rT(w) +tw) EE A)E Ne CLF. 


第 四 ， 试 证 在 Q- 上 ， f(z(7+.,w)) 也 是 可 测 的 实际 上 ， 要 证 的 是 : 对 任意 ae Ri， 
1 Q-N(f(z(T+,w)) a) eT, 
如 令 1(a) = (e(): fle()) < a), 则 上 式 可 写 为 
Prn(zr+ :wj Ef a) eR. (36) 
令 A={B8:BcET,QrN(z(r+:,w)e B)e}, 则 人 A 是 E7 中 的 0 代数， 如 果 
B= (e(:):elti) € Ai1,...,e(t,) € A,) (37) 


QN(rT+) EB)= QMN((T+t) EE Ai, ,TT+t) € A,), 


如 上 所 述 ， (z(r+t) e 4i) e 下 , 故 上 式 左 方 集 属于 大. 这 表示 A 包含 柱 集 (37), 从 而 也 包 
合 87. 既然 f-!(a) e 87, 故 (36) 成 立 
有 了 这 些 准 备 后 ， 现 在 问 : 
什么 样 的 过 程 是 强 马 氏 过 程 ? 
本 节 以 下 设 相 空间 为 距离 可 测 空间 (E,p, 8), B 为 全 体 开 集 所 产生 的 o 代数 (其 实 下 面 
的 定义 4 适用 于 拓扑 可 测 空间 ). 
定义 4 称 齐 次 转移 函数 p(t,x,T)(z € E,T € B) 为 Feller 函数 ,如 对 任意 实 值 函 数 
jz) < C， 有 
nil) = { tpl dy) eC (20), (38) 
E 


这 虫 C 表 已 上 有 界 连续 函数 全 体 . 
称 齐 次 马 氏 过 程 为 Feller 过 程 , 如 果 它 的 转移 概率 是 Feller 函数 . 
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换言之 ， 利 用 p(t z,T), 对 每 上 > 0, 在 C 上 定义 一 个 线性 变换 到 如 (38). 如 果 每 个 元 
都 保留 C 不 变 , 就 称 p(t,z,T) 为 Feller 函数 . 注意 到 了 f(z) = Bo,zf(z(t,w)), 就 会 发 现 Feller 
过 程 具有 一 定 意义 上 的 运动 稳定 性 : 如 果 在 t=0 时， 开始 位 置 相差 其 微 (zx, 一 z), 那么 在 
时 刻 ,平均 值 E0zf(x(t,w)) 也 相差 其 微 (Bo f(z(t,w)) = Bo,sf (z(t,w)). 

为 了 回答 上 述 问 题 ， 还 需要 一 个 引 理 : 

引 理 3 对 任意 马 氏 过 程 {z.(w),t e T}( 未 必 是 齐 次 过 程 ), 任意 固定 的 4 € N's,s € 
T,P,,z(4) 是 zx 的 B 可 测 函 数 . 

证 当 A4 为 Ns 中 柱 集 

(za)cETD , Z(t,) ET,) 


(5 艺 二 <tia< <tmTI;€ 8) 时 由 附 篇 引 理 7 及 本 节 (17), 应 用 归纳 法 后 可 见 结论 正 
确 . 
令 
A= {4:AeENs,P,s(A) 关于 z 为 8B 可 测 }， 


则 A 是 一 入 系 , 既然 A 包含 诸 柱 集 , 它们 是 产生 Ws 的 r- 系 , 故 由 附 篇 引 理 3, 知 A 2 N*. 
口 


定理 4 右 连续 Feller 过 程 是 强 马 氏 过 程 ， 
证 条 件 a 由 §3.3 引 理 1 得到， 只 要 证 (34). 先 证 当 f 具有 形状 


fle()) = fileu)f2(eus) (eu (Og Wu < < < am (39) 
时 ， (34) 成 立 ， 这 里 eu = el(wi) 是 e(:) 在 定点 wu; 上 的 值 ， 而 每 上 是 EE 上 的 有 界 连续 函 


数 . 因此 ， 这 时 f 只 依赖 e(.) 在 有 穷 多 个 坐标 上 的 值 ， 为 了 使 记号 简单 ， 只 对 m ='2 时 证 
明 ， 因 为 对 一 般 的 m 证 明 类 似 . 任 取 a<b,0<b<o. 令 


ani 一 Q 十 二 所 一 由 )， 
eq 如 an i <Tw) < ani (i = 1,.…,n), 
Tn(w) = 
oo， 如 5 < 7T(w). 
对 任意 4e N;, 有 


/ (zs tu) f(zr tes) P(dw) 
A(a<T&b) 


=- 二/ fi (za, sim) 户 (za ru)P(dah， 
i=1 A(an i_1<T&an i) 


因为 A(@ni-1 <T< ani) = A(T < ani)\A(T < ani-1) € Na,,, 故 由 条 件数 学 期 望 定义 ， 上 
式 右 方 值 


n 


= 和 / 已 [zs yw) 户 (cs 4os)| Ns ,JP(dw), 
A{an i—1 <T&an i) 


z=1 
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根据 马尔 科 夫 性 (30) 
二 0 rlani Tu Tu Pld. 
2 | ee ,2 (an i fi (xu )fo(zu,)P(dw) 


z=1 


- / Eo sr fi(zu,) fa(zu,) P(d) (40) 
A(a<r&Db) 


当即 一 oo 时 , 在 (ee<r 忒 让 上 ，m >Tm 一 7T, 故 由 右 连 续 性 假定 ,得 z(r +a) 一 z(r 十 z). 
既然 ,fo 有 界 而 且 连续 ， 故 (40) 中 最 左 端 项 当 n 一 = 时 趋 于 


| Pazriw)Plzriw)Pldw， (41) 
A(a<T&b) 
试 证 (40) 中 最 右 端 项 趋 于 
/ Eo sc fi(zu)fa(zu,)P(d). (42) 
A(la<T&b) 


为 此 只 要 证 明 Eo s 有 i(z6,)f2(zws) 是 z 的 有 界 连续 函数 ，. 由 (301) 及 (29) 得 


Eosfi (zw )fo(Tu,) = Eo zhi(Tu) Bust) fa(Tus) 
一 Eo zfi(Tu )Eo zu) f2 (Tu ui) 一 Eo zF (zu,), 
其 中 FU) = 用 (YBoyf2(zws-ui) 由 Feller 性 是 两 个 自 变量 为 y 的 有 界 连续 函数 的 积 ， 故 也 
是 有 界 连续 的 ; 再 用 一 次 Feller 性 知 Eo F(zw,) 也 是 z 的 有 界 连续 函数 . 这 样 便 证 明了 (40) 
中 最 右 端 趋 于 (42) 中 值 ， 从 而 (41),(42) 中 二 值 相等 . 于 其 中 令 ce < 0 任意，b 一 co 即 得 等 
式 
f lars )folerres) Pa) =|/ Eo z(7) 万 (zu) 户 (zu)P(dw)， 
A A 
为 了 完成 (34) 对 (39) 中 的 f 正确 的 证 明 ， 根 据 条 件数 学 期 望 定义 的 要 求 ， 还 要 证 明 
(34) 右 方 项 
Eo =(r) 万 (zu ) 户 (zus) 一 上 (zu )fo (Tus) Po z(7) (dw) (43) 


是 N; 可 测 函 数 ， 由 引 理 3 及 附 篇 引 理 7, 知 
Gdy) = [ f(z )fa(zus) Po ylde) 
是 y 的 B 可 测 函 数 ; 再 根据 引 理 2, z(7) 是 (Q;,N,) 到 (8,8) 的 可 测 变 换 ， 故 由 (43) 


G(z(7)) 一 Eo z(T)f1(Tu ) 户 (zu ) 


:用 归纳 法 可 证 对 一 般 的 m,， Eoz 有 1(zu)… fm(zu) 是 的 连续 函数 .实际 上 ， 当 mm = 工时， 由 Feller 性 ， 此 
正确 ， 设 结论 对 mm 一 1 成立， 则 因 





Eoz fil(zui): “ ‘fm{rum ) 一 EozrG(zu )， 
其 中 C(g) = 用 (9) BEoyP(zo -ai) fm(zum -ui), 由 归纳 法 前 题 ， 并 再 用 一 次 Feller 性 ， 即 得 证 对 m 结论 也 对 . 
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是 An; 可 测 函 数 . 
这 样 ， 我 们 便 证 明了 (34) 对 (39) 中 的 f 正确 ， 即 


Elfi(zr+u) fm(rrtun)| Nr) 二 Eoz, fi(Tus) :fn(Tun) (Q7, P) (44) 
固定 fo,…, fn 为 任意 有 界 连 续 阻 数 ， 而 令 


£ = (全 体 有 界 函 数 户 )， 
五 = (全 体 使 (44) 正确 的 B 可 测 函 数 户 )， 


则 工 是 一 £- 系 ， 由 附 篇 引 理 8, 可 见 (44) 当 刻 为 有 界 可 测 函数 ， 而 训 ,…, fm 为 有 界 连 续 
函数 时 正确 ， 今 固定 所 为 任意 有 界 可 测 函 数 ， fs,…, fm 为 任意 有 界 连续 函数 ， 将 此 方法 
运用 于 fo, 可 见 (44) 对 有 界 可 测 的 广 , fo, 有 界 连续 的 ,…, fm 正确 ， 共 重复 m 次 后 ， 即 
得 证 (44) 对 有 界 8 可 测 函 数 有 1,…, fm 正确 . 

特别 ， 考 虑 B87 中 柱 集 


Wn, = (e() :elui) € Bi, i=1,...,m) (BieB) (45) 
的 示 性 函数 xw, (e(-)), 它 可 表 成 

Xw,, (e()) = Xe (eu ) XB, (Eum) 
即 m 个 有 界 8 可 测 函 数 之 积 ， 如 上 所 证 ， (34) 对 这 种 函数 正确 ， 令 


上 = {全 体 有 界 函 数 /(e(-))}， 
了 = {全 体 使 (34) 正确 的 57 可 测 函 数 /(e())}, 


则 工 是 一 ZL- 系 而 且 xw(e()) EL. 既然 诸 Wi 构成 产生 B87 的 7- 系 ， 故 由 附 篇 引 理 4, 工 
包含 一 切 有 界 87 可 测 函 数 f(e(-)). 口 

注 定理 证 明 中 积累 了 不 少 技巧 ， 它 们 有 方法 论 的 意义 ,同时 也 是 常用 的 重要 方法 . 

1° 将 随机 变量 r(w) “离散 化 ”为 区 .(w), 对 mm(w) 用 马 氏 性 ， 然 后 利用 极限 过 渡 以 证 明 
对 r(w) 的 强 马 氏 性 ; 

2° 为 了 证 明 某 性 质 对 最 一 般 形式 的 函数 ( 泛 函 ) fle(-)) 正确 ， 可 化 为 对 形 如 (39) 的 简 
单 函 数 来 证 明 ， 然 后 利用 传统 的 方法 (C- 系 或 和 - 系 方法 ) 以 过 渡 到 f(e()). 

3° 函数 可 测 性 的 证 明 方 法 是 很 重要 的 . 过 程 论 中 常常 碰 到 许多 可 测 性 问题 , 这 是 Kor- 
Moropos 公理 结构 的 副产品 .不 证 明 某 些 函 数 或 集 的 可 测 性 便 无 法 运用 测度 论 ， 而 可 测 性 
的 证 明 又 不 常常 都 是 容易 的 . 因此 必须 大 量 掌握 这 种 证 明 方法 ， 

最 后 ， 我 们 指出 ， 与 定理 3 后 的 注意 相应 地 ， 对 右 连 续 Feller 过 程 ， 和 (34) 相当 的 下 
式 正确 : 

Eo z[f(z(T + ,wo N= Boz f(z(,w)) (Q- s). (46) 
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34.3 ” 马 氏 过 程 与 半 群 理论 


到 现在 我 们 已 将 马 氏 性 和 强 马 氏 性 叙述 清楚 ， 所 用 的 工具 是 测度 论 的 一 般 知识 . 下 面 
两 节 却 几 乎 完全 不 用 测度 论 而 只 倚赖 于 简单 的 数学 分 析 与 泛 函 分 析 的 知识 ， 这 种 情况 不 
是 偶然 的 . 

回忆 初等 概率 论 中 也 有 类 似 情 况 : 在 证 明 加 强大 数 定理 时 ， 需 要 测度 论 ; 但 讲 中 心 极 
限定 理 时 ， 却 只 用 到 数学 分 析 ， 例 如 特征 函数 的 一 些 性 质 等 等 . 

原来 ， 在 过 程 论 中 ， 基 本 上 有 两 种 类 型 的 问题 : 一 种 是 研究 过 程 本 身 {z(t,w),t e 工 )， 
例如 它 的 样本 函数 等 等 ， 这 时 工作 多 在 9 上 进行 , 工具 主要 是 测度 论 ， 利 用 它 可 以 把 对 过 
程 轨道 的 观察 所 引起 的 思想 严格 化 . 一 种 是 研究 过 程 的 某 种 重要 特征 ， 如 马 氏 过 程 的 转移 
概率 ， 独 立 随机 变量 列 的 分 布 函数 列 或 特征 函数 列 ， 以 及 以 后 要 讲 的 弱 平 稳 过 程 的 相关 函 
数 或 谱 函 数 等 等 ， 这 时 工作 多 在 相 空 间 五 或 实数 ， 复 数 空间 中 进行 ， 工 具 主要 是 分 析 的 . 

现在 运用 次 函 分 析 中 半 群 理论 来 研究 马 氏 过 程 . 

(一 ) 预备 知识 . 设 (B,p, B) 为 距离 可 测 空间 ， 为 含 一 切 开 集 的 最 小 c 代数 .定义 在 
妃 上 的 全 体 有 界 8 可 测 实 值 函数 f(z) 构成 一 Banach 空间 ， 记 为 B = {f(z)), f 的 范 定义 
为 

f= sup |f(z). (1) 
rEE 


在 BB 中 可 以 定义 强 与 弱 两 种 收敛 性 : 
设 f(z) & B, f(z)& B, 如果- 几 一 0, 就 说 {所 } 强 收 伊 于 f(z), 并 记 成 slim fn =/ 


如 果 所 (z) € B, f(x) e B, 而 且 fl| 有 界 ， 又 对 每 个 > < 已 ， 有 户 (z) 一 f(z ), 就 说 
{及 } 弱 收 化 于 f, 并 记 成 w] lim fn(7) = f(2). | 
显然 ， 如 s lim fn(z 2) f(z ), 则 必 W lim fn(7) = f(z). 
今 设 对 每 te A = [ae,9], 有 一 (= f(z)) € B 与 之 对 应 ， 称 fi(t € A) 在 点 to eA 强 连 
续 或 强 可 导 , 如 果 
S i fi = fio, (2) 


或 存在 强 极限 : 
fts fi - 


Ss lm (3) 


如 果 fi 在 每 一 点 ta € A 部 强 连 续 或 强 可 时。 就 说 在 A 上 强 连续 或 强 可 导 . 如 果 对 A 
的 任意 分 割 a=t0 <ti<.…<tn=b,6= Dax ltx -大 -下 存在 下 列 极限 ， 就 称 所 在 人 A 上 
强 可 积 ， 

和 人 (tx — tir-1)€B; (4) 
并 记 右 方 极限 为 /、 fiat 或 1 f dt. 如 果 存 在 极限 slim PA dt, 则 称 天 在 [a,o0) 强 可 积 , 并 


记 此 极限 为 /> fdt， 


在 强 收敛 下 ， 极 限 必 属 于 B, 此 因 B 为 Banach 空间 ， 关 于 此 收敛 完备 . 故 (3) 中 属于 B 的 要 求 必然 满足 ， 但 对 
红 收 仿 则 是 一 条 件 ， 
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利用 弱 收 敛 性 可 类 似 地 定义 弱 连 续 ， 弱 可 导 与 弱 可 积 . 

试 举 出 积分 的 若 于 性 质 : 

1) 设 天 在 人 A 上 强 连续 . 如 入 有 界 ， 则 天 在 A 上 强 可 积 ; 如 果 信 无界 ,为 使 在 人 A 
上 强 可 积 ， 只 要 存在 一 非 负 ， 在 A 上 可 积 函 数 g(t), 使 fil| < 9 的 . 在 任 一 情况 下 


If sels fa (5) 


2) 如 天 为 强 可 积 ，T 了 为 B 中 有 界线 性 算 子 ， 则 Th 也 强 可 积 ， 并 且 


[ ria=7( fa) (6) 


3) 如 天 在 [a,a 十 加 上 强 可 积 ， 而且 在 点 a 强 连续 ， 则 
ot+h 
smi/ fidt = fo. (7) 


以 上 性 质 可 仿 普 通 积分 论证 明 ， 或 参考 关于 泛 函 分 析 的 书 1. 
4 设 (z) (te€E A,z EB) 为 (t,x) 的 Bi xB8(Bi 为 A 中 全 体 Borel 子 集 所 成 vc 代数 ) 可 
测 函 数 ， 又 | 内 < ce 人 的, 其 中 c(t) 为 A 上 可 积 函 数 ， 则 普通 积分 


go) = 人 7) 二 (8) 
存在 ， 而 且 g(z) 是 有 界 可 测 函 数 ;又 : 

lol < f De (9) 
如 果 9 是 6 上任 一 有 穷 测度 ， 则 由 Fubini 定理 ， 


[soan = ff stoarotar)= {| /pool 0) 
5) 如 wlim f= 了 , 则 
a+h 
wim i/ fidt=f. (11) 
6) 设 及 在 有 界 的 A = [a, 相 上 有 强 连续 的 强 导数 六 则 


b 
f fet= hf 
设 已 给 齐 次 转移 函数 p(t,z,T) (1 > 0,ze ,TE B). 在 B 上 ， 对 每 t> 0, 可 定义 一 有 界 


线性 算 子 刀 : 
Fa) = 人 rptc dg (f eB). (12) 





1 例如 ， 关 得 直 : 泛 函 分 析 讲义 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 1958, 第 二 章 86. 
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根据 转移 隆 数 的 性 质 (84.2) 及 附 篇 引 理 9, 立 知 王仁 > 0) 构成 B 上 一 个 压缩 算 子 半 群 ， 即 


Tt = TT = ( 半 群 性 ,s > 0,t > 0). (13) 
al | (压缩 性 ). (14) 
于 是 由 已 给 的 p(t,zx,T) 得 到 B 上-- 算 子 半 群 .还 可 另 造 一 半 群 到 人 > 0) 如 下 : 
以 工 表 定义 在 8 上 全 体 具 有 有 界 变 差 的 完全 可 加 集 函 数 p(T) (T € 8B) 的 全 体 ， 和 定义 
op 的 范 为 p 的 全 变 差 ， 即 
lel = (B81) ~ p(B ), 
ErUE = 轧 为 关于 ov 的 任 --+ Hahn 展开 ， 则 工 也 构成 一 Banach 空间 .对 每 +>0, 在 
石上 定义 一 有 界线 性 算 子 VV: 


Ve(T) = 上 pt,z,T)p(dz), (15) 


于 是 V(t 20) 是 5 上 一 个 压缩 算 子 半 群 . 

如 已 知 或 V(t z 0), 则 只 要 在 (12) 或 (15) 中 令 f(W) = xy) 或 令 p(T) = I(z,T) 
( 即 当 z eT 时 = 1, 否则 等 于 0), 就 可 得 到 zt,z,T)， 故 转移 函数 为 其 任 一 半 群 卫 或 
Vi(t > 0) 所 决定 . 

B 可 看 成 为 荆 上 线性 泛 函 的 空间 : 


(f,9): -re (fe B,p el), (16) 


而 且 (人 Po = (f,Vip), 故 TH, WV 共 罗 . 
以 下 研究 T(t > 0). 
称 p(t,z,T) 为 随机 连续 的 ， 如 对 任 一 ze E, 任 一 含 z 的 开 集 G, 有 


,iim Plt, z, G) = 1. (17) 


关于 p(t,zx,T) 与 T(t > 0) 的 “连续 性 ” 间 ， 有 
定理 1 下 二 条 件 等 价 : 

1.1. plt, x,T) 随机 连续 ; 

1.2. 对 任意 连续 函数 f(z) e B, 有 


w lim Tf = (18) 


证 由 | 玉 州 < 1 知 1 有 界 . 
1.1 = 全 1.2. 


ye) -Fls L plt, 2, dy)| f(y) -fa 
+ Ifa)llplt,z,G) -+ 上 pt x,dy)|f (y)| 
< sup HW) = (a) + aN = pe 0) 
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由 f(y) 的 连续 性 及 (17), 取 G 充分 小 ， 右 方 即 可 小 于 任意 指定 的 <. 
1.2 -1.1. 设 zeG, 取 连续 函数 


p(y) = p(y, G) = inf ply, 2z), 
ZE 


~ 1 如 p(y) > w(x), 
f(y) = 2 如 0 < p(y) < p(z)， 
0， 如 p(y) = 0. 


于 是 fe B 连续 ， 由 于 0< f(y) < 1 而且 f(y) =0,yeG, 故 


f(z) -人 je) =1- 上 人 pltsz,dy) f(y) > 1 — plt, x,G), 





即 得 1.1. 口 
(二 ) 强 收敛 性 . 令 
Bo={f:f eB;s lim Tf = 7/), (19) 
Da={f:feB; 存 在 slim -=ge 5} (20) 
简 记 slim ?全 =9 为 
Af = 9. (21) 


称 4 为 半 群 L(t > 0) 的 ( 强 ) 无 穷 小 算 子 ,D4 称 为 4 的 定义 域 . 4 是 线性 算 子 ， 但 未 必 有 
界 . 
其 次 ， 对 每 和 > 0, 作 线 性 算 子 


B= ems (Fe Bo). (22) 


在 这 一 段 中 ， 收 敛 都 用 强 收敛 ， 我们 证 明 ， 此 算 子 对 fe Bo 有 定义 ， 而且 是 有 界 的 ， 称 为 
豫 解 算 子 . 事实 上 ， 先 证 对 每 f e Bo, Tf 在 1>0 上 强 连 续 ， 此 因 如 上 > 如 , 则 


Mf -To f= (Rwf =- Ps Tf - fl»—0, 


如 tto, 则 
Nf -Toofl= Tf -Tf <) Totfl oo0. 


既然 en < ep, 故 由 上 述 的 积分 性 质 1, 即 知 Rf 存在， 有 界 性 则 由 下 式 推出 : 
Is f ea= 交 (23) 


由 于 半 群 性 (13), 为 决定 整个 半 群 T(t > 0), 只 要 知道 瑟 (0< 和 ii 乏 站 就 够 了 ， 玉 >0 任 
意 . 知道 了 后 者 ， 自 然 也 决定 了 4. 因此 算 子 4 是 此 半 群 的 无 穷 小 特征 .试问 
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1° 无 穷 小 算 子 4 是 否 也 决定 T(t > 0) 本 身 ， 换 言 之 ， 如 二 半 群 TL, TI(t > 0) 有 相同 
的 无 穷 小 算 子 ， 是 否 此 二 半 群 相同 (中 区 f(z) = 了 f(x) 对 一 切 fe B 成 立 )? 因 之 产生 此 二 
半 群 的 二 转移 函数 相同 ? 

2° 什么 样 的 算 子 4 可 以 作为 某 半 群 荆 (t > 0) 的 无 穷 小 算 子 ? 已 知 4 如 何 造 革 ,t > 0? 

本 节 中 只 研究 前 一 问题 . 反面 的 问题 即 2°, 留待 下 节 考 虑 . 

为 此 先 须 研究 Z(t > 0), 4, R、( 和 > 0) 间 的 关系 ， 结 果 发 现 ， R、 是 一 重要 工具 . 

引 理 1 (关于 Da 及 Bo 的 性 质 ). 

(i) Da 与 Bo 是 线性 集 1, Da C Bo; 

(ii 对 任意 fe Bo 人 在 上 >0 上 强 连 续 ， 因 而 半 群 全, 上 >0 保 留 Bo 不 变 >; 

(ii) Bo 是 闭 集 ， Da 在 Bo 中 稠密 ， 

(iv) 4(Da) C Bo, 即 如 fe Da, 则 Af € Bo. 

证 (由 Da 与 Bo 的 定义 显然 ，( 让 i 在 上 面 已 证 明 ，( 证 ) 先 证 Bo 的 闭 性 . 设 fi € Bo， 
slim fn 二 了, 由 压缩 性 

If- Fg- Tfal+ fs- fnll tllfn — Fg 2Nf ~— frll + Tf — foil, 


取 某 一 相当 大 的 mw 使 上 - 及 | < $5, 对 此 固定 的 n, 由 于 fn€ Bo, 存在 6>0, 使 1<56 时 ， 
一 fr < 故 fe Bo. 其 次 证 稠 性 设 fe Bo, 由 ( 沁 及 积分 性 质 1), 存在 


b 
go= | Tifdt (0(<a<b< oo). 
由 积分 性 质 2) 
b bth b+h ath 
了 ga = [ 了 th dt = 人 Tif dt = gab +/ Tif dt— [ Tf at. 
由 积分 性 质 3) 


.Thgab — gab 1. 1 f+n 1 /oth 

hs0+ h = B l / Tf dt i/ Tf dt 
二 Tf 一 Tah, 

因此 gs e Da. 再 由 积分 性 质 3) 


(iv) 如 fe Da c Bo, 由 (i)Thf €& Bo, 既然 Bo 是 线性 闭 集 ， 故 4f = slim 全 全 € Bo. 


口 
引 理 2 如 f€ Da, 则 强 导数 经 ! 存在 而 且 强 连续 ， 又 
-An = 了 4 (24) 
t 
Tf -f= 人 TAfads, (25) 
0 


1! 称 集 G C B 为 线性 集 ， 如 f € G,g€G, 则 af +Bge€eG(lae Ri,p eRi). 
? 即 指 对 任意 to 之 0,f € Bo, 有 Tiof € Bo. 


116 . 





“证 如 feDa, 得 


[nD na < | 





-4j| 一 0 仇 一 0+)， 
这 表示 : a) 存在 slim 了 和 2 = 当 f， b) Te D4 而 且 Rt = Af = AT,f( 后 一 等 
式 是 由 于 ETf 一 -slim 了 CO) = TN)-T = ATLf). 
故 如 能 证 二 下: = 全 天 1 则 得 证 (24). 对 h>0 有 
Tif ~—T_rf Th 一 上 
[nf < 
< Ee —f 
h 


-Af|| + nal4f - TA 


入 


— Af|+1Af -TAf 一 0 (kh 一 0+, 由 (iv)) 


因此 
dT Tf Tf nf 
St lim 2 Af 
at h—0+ h 


最 后 ， 由 (iv) 及 ( 划 , TL.Af( 因 之 图 1) 对 + 强 连续 ， 自 到 1 和 分 (24), 由 积分 性 质 (6)， 
即 得 (25). 口 

以 了 上 表 恒 等 算 子 ， 即 If = f(f es B). Rs 的 作用 在 于 

定理 2 R= (MT -~ 4)-1. 

证 先 证 和 I 一 4 有 道 算 子 (XI 一 4)-1!, 而 且 后 者 与 尺 有 相同 的 定义 域 Bo. 由 于 XT- 4 
的 定义 域 为 D4, 故 只 要 证 1-4 将 Da 一 一 地 变 到 Bu 上 . 由 引 理 ltiv),4(D4) C Bo, 既然 
Bo 是 线性 集 ， (和 -- 4)(D4) C Bo. 今 任 取 fe Bo. 令 下 = Rf. 由 (6) 


oo Ce Ooe 
nr=7( [ eT fa) = 上 etT Ad 一 / eMt-h)T, fdt 
0 . 0 h 


oo h 
-e eTf dt = e** ( 一 / eMT,f 4)， 
h 0 


TF-F ee pr 、 
= F-—— 一 . 
站 站 [ e Tf dt 


令 有 一 0+ 取 强 极限 ， 利 用 引 理 1(i) 与 (7) 得 


从 而 








AF=AFP-/, (26) 
故 了 Fe Ds. 改写 (26) 为 
AT- AF=. (27) 
这 说 明 对 每 f € Bo, 存在 Fe D4, 满足 (27). 换言之 ， 得 证 
(A — A)(Da) = 


为 证 一 一 性 , 设 有 二 个 太 € Da, Fz € Da, 满足 (XT - = (I-A)F, 则 g= FF -Fe Da 
满足 


Ag = 和 9. (28) 
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由 (24) 中 后 一 式 及 (28), 地 4 = 和 Tig, 或 人 -了 2 -= 0. 对 每 个 固定 的 ze BE, 上 式 是 关于 
的 常 微分 方程 ， 其 解 为 
eTig 一 c. (29) 


因为 ge Da C Bo slim Tig = g, 故 如 在 上 式 中 令 t 一 0+, 即 得 c=g. 以 之 代入 (29), 得 
eTig = gy. (30) 


由 压缩 性 ， lg seo 令 1 一 % 得 jig =0, 即 五 = 羽 . 故 得 证 一 一 性 , 
剩 下 要 证 对 每 f € Bo, Rf = (MI 一 4)-1f, 即 (XT - 4)R、f = f. 而 这 已 由 (27) 证 明 . 
图 | 
以 下 定理 说 明 ,一般 地 无 穷 小 算 子 不 能 唯一 决定 半 群 ， 并 说 明 只 能 决定 到 一 定 程度 . 
定理 3 如 二 半 群 工 与 Ti(t>0) 有 相同 的 无 穷 小 算 子 !, 则 它们 有 相同 的 Bo, 而 且 对 
任意 f € Bo = 7T!f(t > 0). 
证 由 引 理 1( 疝 ), 得 证 前 一 结论 . 由 定理 2, 半 群 工 与 TI 有 相同 的 瑰 解 算 子 ， 换 言 
之 ， 对 任意 fe Bo, ze 已 有 


[er em) dt >0) (1) 


由 引 理 1,T1f(z),TYf(z) 关于 t+ > 0 连续 ， 故 由 Laplace 变换 的 唯一 性 定理 ( 见 84.5,3)， 
Tf(z) = Tf(z). OO 
由 此 可 见 ， 如 fe Da c Bo, Tf 为 4 所 唯一 决定 ， 如 何 由 4 以 求 出 此 Tf? 有 
定理 4 设 /e Da, 则 函数 w= Tf 是 方程 


— = Aut (32) 


在 下 列 条 件 下 的 唯一 解 : 

a) ut 强 可 导 ， 而 且 导 数 为 强 连 续 ; 

b) ui < eet (ec,k 为 二 常数 ); 

Cc) uo = s ,lim ut = f. 

证 由 引 理 2, 知 Hf 满足 (32) 及 a). 又 因 | < fi, 故 如 取 ec =|, =0, 则 二 
满足 b). 由 于 fe DacCc Bo, 故 slim Tf =f. 

反之 ， 设 为 任 一 满足 a),b) 与 slim w=0 的 (32) 的 解 ， 试 证 w = 0. 

令 vi = eMw (入 >k). 由 (32) 


dv 加 CQL 
元 二 一 入 e Mn 十 e ~ 一 一 入 十 4 二 一 (和 7 一 A)v, 
因而 1 
vv 
一 Vt 二 RA( 元) 





"就 是 说 : 首先 ， Da = Da, 其 次 ， 对 任意 Je Da, Af = A'f. 
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由 a), 合 强 连 续 ， 既 然 RB、 有 界 ， 故 由 (6) 





ti 上 dv : 
上 vs ds 一 -a | sds=—R\(v— vo) = —Rv 
0 0 ds 


( 因 wo = s ,lim ut 二 0). 由 bb), 当 上 一 oo 时 
I = exaallg ce 一 0 


故 上 Rll < Re 一 0 从 而 只 要 入 > 大 便 有 


oo oo 
/ eu dt 一 / vidt=0. 
0 0 


由 此 及 上 述 唯一 性 定理 推出 w = 0. 口 
(三 ) 弱 收 敛 性 ， 以 弱 收 敛 代替 强 收敛 ， 可 得 与 上 段 乎 行 的 几乎 类 似 的 结果 令 
+ Bo={f:feB;w lm Tf=/)}, (33) 


~ . Tf-f 
Di- (fe Bo 丰 在 wg 





=ge 反 }. (34) 


简 记 ”全 一 2 为 
Af =9. 


称 4 为 半 群 Ti(t > 0) 的 弱 无 穷 小 算 子 ， 其 定义 域 为 Dz. 和 4 是 线性 算 子 ， 但 未 必 有 界 . 
其 次 ， 对 每 > 0, 作 线性 算 子 


t=/ eTfdt (fe Bo). 


在 这 一 段 中 , 收敛 都 用 弱 收 敛 . 我 们 证 明 , 此 算 子 对 fe Bo 有 定义 , 而 且 fe B. 实际 上 ， 
在 下 面 的 引 理 3(iY) 中 , 将 证 明了 Tf(z) 是 上 > 0 的 右 连续 函数 , 既然 Tf(z) = fop(t,z,dy)f(y) 
对 固定 的 t 是 z 的 B 可 测 函 数 ( 见 附 篇 引 理 7), 因而 由 83.3 引 理 ,Tf(z)( 因 之 eTf(z)) 
是 (t,x) 的 可 测 函 数 ， 又 因 |le-sTHl < le 故 积分 /0*e-*Tf dt 存在 而 且 是 = 的 有 界 
B 可 测 函 数 ， 从 而 R/€ B. 

引 理 3 

(i') Da C Di C Bo C Bo; 

(并) 对 任意 fe Bo, Tf 在 1+> 0 上 弱 右 连续 ， 因 而 半 群 T(t > 0) 保留 Bo 不 变 1. 

(ii') D4, Dz, Bo Bo 有 相同 的 弱 闭 包 ?, 记 为 Bi. 

(iv') A(D2) c Bo. 

证 (i), 只 要 证 Dx c Bo, 其 余 都 显然 ， 如 fe Dz, 由 弱 收 敛 定义 ， | 22|| 有 界 ， 故 
当 上 一 0 时， 一 及 一 0 此 即 表 Fe Bo. 


1 由 呢 右 连续 性 推 知 : 对 固定 的 z EE 及 f€ Bo, Tf(z) 是 t 之 0 的 右 连续 函数 . 
?2 集 M 的 绊 ( 强 ) 队 包 是 含 M 的 最 小 闭 集 ， 收 笋 性 用 弱 ( 强 ) 收 伊 . 
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(六) 首先 注意 ， 如 wjim 所 = 了 ,由 控制 收敛 定理 ， 有 
T (w lim fn|=w im Tfn. (35) 
故 对 任意 固定 的 to > 0, 如 fe Bo, 则 
wl, Dothf = wip, ToThf = To lw lp, Th] = To 


(年 ) 由 引 理 1(ii),Bo 是 Da 的 强 闭 包 ， 故 Da 的 弱 闭 包 包含 Bo, 由 Da Cc Dx Cc Bo 
知 此 三 集 有 相同 的 弱 闭 包 ， 如 能 证 D4 在 弱 收 和 敛 意义 下 稠 于 Bo, 则 得 证 结论 为 此 ， 注 意 
fe Bo 时 ， 象 证 明 Rf eB 一样， 可 证 在 弱 收 敛 下 


b 
gw= f Tfadt (0<a<b<o) 


也 属于 B. 然后 只 要 仿照 引 理 1 中 Da 稠 于 Bo 的 证 明 即 可 ， [唯一 差别 是 : 这 里 的 Thga,s = 
忆 Titnf dt 不 是 由 积分 性 质 2) 推出 ， 而 是 由 积分 性 质 4) 推出 . 
(iv') 由 (34) 中 ge Bo 的 假定 即 得 A(D) Cc Bo. 口 
引 理 4 如 fe Dx, 则 弱 右 导数 上 Bi 存在 而 且 弱 右 连续 ， 又 
dt 人 


5 = ATf = TA (36) 


t ~ 
n/-/1- |/ T, Af ds. (37) 


证 与 引 理 2 之 证 明 类 似 ， 口 
定理 5 R= (MX -全 -1 
证 将 定理 2 的 证 明 几乎 逐 字 地 重复 到 (28). 由 (36) 及 (28), 得 
aiTf 
dt 


或 29 = 0. 既然 ge D7C Bo, 函数 e-xT'9 连续 ， 故 根据 数学 分 析 中 关于 右 导数 的 
一 结果 ( 见 84.5, 13), 由 上 式 可 得 (30). 以 下 再 逐 字 重复 即 可 .， 口 

定理 3 的 强化 是 下 面 的 

定理 6 如 二 半 群 与 T(t > 0) 的 强 或 弱 无 穷 小 算 子 一 致 ， 则 它们 有 相同 的 B1, 而 
且 对 一 切 f €B, 有 





= 全 4g = MTg 


Tf=T. (38) 


证 第 一 结论 由 引 理 3(iii') 推 得 如 二 者 的 强 无 穷 小 算 子 相同 ， 由 定理 3, (38) 对 一 切 
Je Bo 成立， 根据 (35), 可 见 B 中 使 (38) 成 立 的 全 体 f 所 成 的 集 已 关于 弱 收 敛 封 闭 ， 既 
然 Bo C F, 故 Bo 的 弱 闭 包 Bl Cc F. 

如 二 者 有 相同 的 弱 无 穷 小 算 子 ， 由 定理 5， 


/ cd etTY dt 
0 0 
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对 一 切 Je BonBI 成 立 . 但 当 fe BonBI 时， 了 Tf 与 天 对 上 连续 ， 由 Laplace 变换 唯一 
性 定理 ， (38) 对 一 切 je Bon B62 Dx= Dz 成立， 再 用 引 理 3(iii’) 及 (35), 即 知 (38) 对 
feBi 成 立 ， 口 

为 了 叙述 与 定理 4 平行 的 定理 ， 需 要 对 p(t,z,T) 补 加 一 条 件 

(E): 对 任意 固定 的 Te 8, p(t,z,T) 关于 (t,x) 为 B1 x BB 可 测 消 数 ，Bi 为 [0,co) 中 全 体 
Borel 子 集 所 成 ao 代数 . 

由 此 条 件 易 见 : 如 gi(zx) 当 t>0 固 定时 属于 B, 当 z 固定 时 , 对 t 右 连续 , 又 在 任 一 有 界 
区 间 [a, 引 内 ， jig 有 界 , 则 在 弱 收 敛 下 ， 忆 gi(z)dt e B, 而 fe Tg(z)ds eB (MN>0). 

实际 上 ， 对 每 固定 的 z € E, 由 右 连 续 性 及 有 界 性 ， 显 然 存在 /ge(zx) dt. 既然 gi(z) 对 
z 为 B 可 测 ， 对 t 右 连续 ， 故 关于 (t,z) 可 测 ， 由 附 篇 引 理 7, 户 g(z)dte B. 其 次 ， 对 任意 
e>0, 存 在 N, 使 4>N 时， edt< 和 ET); 克 当 N2>N1>N 时 


N> N1 N2 
[ eT,gsds 一 上 e-XsT.gi dsl| < lg / edt<e, 
0 0 Ni 


故 存在 /ee e->Tsgt(z)ds. 用 附 篇 引 理 7 两 次 ， 知 后 者 属于 有 
定理 7 设 (E) 成 立 如 fe Di 则 函数 w = Tf 是 方程 


十 ~ 
i 9 

















在 下 列 条 件 下 的 唯一 解 : 
a) us 弱 连 续 ; 综 丹 弱 右 连续 | 二 尝 | 在 任 一 有 界 区 间 内 有 界 
b) ll < Ce# (GC,k 为 二 常数 ). 
c) uo = wlim ue =f. 
证 由 Dzrc Bo 及 引 理 1(i), Tf 弱 (甚至 强 ) 连续 . 由 (34) 知 4f e 所, 根据 (36) 及 引 
理 3(ii) 知 此 站 弱 有 连续 ， 有 界 性 由 (36) 后 式 可 见 . b),c) 显然 ， 
今 设 (39) 之 解 w 满足 a),b) 及 wlim w= 0 试 证 w =0. 仿 定理 4 之 证 ，w = eMu 


满足 oo 
i 


[ur=-f I ce (二 Ee)aslar 


函数 Tvr(z) = e-*rT,w.(z) 对 s 连续 ( 因 wu € D;), 对 7 连续 (由 a) 及 积分 控制 收敛 定理 )， 
故 它 关于 (s,r) 可 测 ! . 既然 














是 可 测 函 数列 的 极限 (可 换 序 是 由 于 (35)), e-*T,( 当 业 ) 为 (sir) 可 测 ， 运 用 Fubini 定理 ， 
我 们 可 以 改变 积分 次 序 ， 再 注意 


| 人 所 | = 人 TD,fidt (40) 





1 仿 83.3 引 理 1 证 明 . 
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(于 (10) 申 令 p(T) = p(h,y, 了 ) 即 得 上 式 )) 有 


t Oo t 十 
/ vr dr = -/ [ 2 Avr | ds. (41) 
0 0 o dr 


函数 vi 一 放 当 上 * dr 连续 ， 右 导数 等 于 0, 故此 函数 等 于 常数 .但 当 t= 0 时 ， 它 等 于 0, 故 


t + 
/ dvr (42) 
0 dr 








以 (42) 代入 (41), 得 


t 
[ vr dr = — RAU. 
0 


然后 重复 定理 4 以 下 的 证 明 即 可 .， 口 

(四 ) 现在 来 叙述 唯一 性 定理 ， 它 说 明 何 时 半 群 ( 因 之 转移 函数 ) 被 它 的 强 无 穷 小 算 子 
A 或 弱 无 穷 小 算 子 A 所 唯一 决定 .定理 6 提供 了 解决 这 问题 的 初步 形式 : 在 B; 上 半 群 既 
为 4 也 为 A 所 唯一 决定 ， 因此， 如 果 Bi = B, 则 唯一 性 成 立 ， 注意 Bi 依赖 于 ZT,t > 0, 而 
且 一 般 地 Bi C B. 故 为 使 B; = B, 必须 此 半 群 (或 相应 地 ， p(t,z,T)) 具有 某 种 “ 较 好 ”的 
性 质 ， 这 性 质 在 以 下 定理 中 叙述 , 

如 p(t,z,T) 的 半 群 , t > 0 的 无 穷 小 算 子 为 4, 就 说 p(z,t,T) 的 无 穷 小 算 子 为 4. 对 
4 也 如 此 . 

以 下 仍 以 C 表 已 上 全 体 有 界 连 续 函 数 所 成 的 集 . 

定理 8 (唯一 性 定理 ) 

(如 (i> 0) 的 所 包含 C, 则 此 半 群 既 为 4, 也 为 4 所 唯一 决定 ; 

(i) 如 转移 函数 p(t,z,T) 随机 连续 ， 则 它 既 为 其 强 无 穷 小 算 子 4, 也 为 其 弱 无 穷 小 算 子 
和 所 唯一 决定 . ， 

证 取 L=B. 设 二 半 群 ,T(t > 0) 有 相同 的 4( 或 4), 因 之 有 相同 的 Bi, 又 设 各 自 
的 Bo 2 C,，B1 2 C. 令 

L={f:feB; Tf=77), 


由 (35) 知 大 是 C- 系 . 由 假定 及 定理 6,Cc 高 n 饼 c Bi cz 根据 附 篇 引 理 8 B c 工 , 此 
得 证 人. (让 则 由 定理 1 推出 ， 口 

现在 特别 地 研究 Feller 函数 . 回忆 它 的 定义 : 转移 函数 pt z;,T) 所 产生 的 半 群 Ti(t > 0) 
如 保留 C 不 变 ， 即 如 fe C 则 工 fe C 时 ， 就 称 plt z,T) 为 Feller 转移 遇 数 . 

空间 B 是 对 任 一 转移 巩 数 不 变 的 ， 故 一 般 地 在 B 中 考虑 它 的 算 子 半 群 ;现在 既然 C 
是 B 的 子 Banach 空间 ， 它 又 对 Feller 函数 不 变 ， 我 们 自然 愿意 只 在 C 中 研究 它 所 对 应 的 
半 群 .试问 与 定理 8 相当 的 结果 此 时 成 立 否 ? 

令 co=CBo Co=CBo,Ci 表 Co 在 B 中 的 弱 闭 包 并 仿照 (20),(21),(34) 等 以 定义 限 
制 在 C 中 的 无 穷 小 算 子 4c 与 4c( 只 要 在 (20),(34) 中 补 加 条 件 fe C,g e C), 它们 的 定义 
域 分 别 记 为 Dac 与 Dz,. 

定理 9 随机 连续 的 Feller 消 数 既 由 其 4c, 也 由 其 Ac 唯一 决定 ; 又 C = Go. 
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证 ”逐步 检查 定理 6 的 证 明 ， 可 见 定理 6 可 用 于 hc 与 4c, 因而 此 二 算 子 中 任 一 个 足 
以 在 Ci 中 决定 Ti(t > 0). 由 定理 1,C C Bo, 故 C=CocC. 和 象 定理 8 的 证 明 一 样 地 定义 £ 
与 L, 则 上 2D C1 DC, 故 由 附 篇 引 理 8 得 LD B. 口 

为 证 定理 10, 要 先 证 一 引 理 ， 此 引 理 给 出 Fe Bo 的 充分 条 件 . 

引 理 51 设 feB 为 某 一 元 , 如 对 BB 上 任 一 线性 连续 泛 畏 4,, 数值 函数 1Tf) 对 t>0 
右 连 续 ， 则 Tf 对 上 > 0 右 强 连续 ( 即 对 每 上 > 0,Tif € Bo). 此 外 ， 如 对 每 ! 尚 有 


,limp AT) = (7), (43) 
则 f € Bo. 


证 令 B'=(g:g 是 ff 及 Tf 的 有 理 系数 的 线性 组 合 ，7 > 0 为 有 理 数 ) 的 强 闭 包 . 
设 对 某 上 > 0,TLfEB', 则 由 Banach-Hahn 定理 ?, 可 造 B 上 一 线性 连续 泛 函 1, 使 


Unf)=1, Ug)=0 (~—tWg€ 8B’), 


但 这 与 0= ,im UT,f) = MTJ) =1 蔬 盾 ， 故 Tf € Bt > 0). 


既然 B' 关于 工 不 变 ， 故 可 只 在 此 子 空间 上 考虑 此 半 群 ,显然 B' 为 可 分 的 . 设 1 为 B' 
上 任 一 线性 连续 泛 画 ， 因 /人 右 连续 ， 故 可 测 ， 根据 Dunford 定理 3, 可 见 Tf 对 t>0 
右 强 连续 ， 即 Tf € Bo. 

如 果 说 feEBo, 则 由 Banach-Hahn 定理 ， 存 在 线性 连续 泛 函 !, 使 !(f) = 1， 1!(g) = = 0( 一 切 
9 E Bo). 由 此 (43) 不 可 能 . 故 fe Bo. 口 

定理 10 当 相 空间 为 紧 距离 空间 时 ， 为 使 Feller 函数 随机 连续 ， 必 需 且 只 需 


Co=00=C; Av = he. 
证 由 随机 连续 性 与 定理 1, 对 任意 feC 有 
wlim Trf = 


由 引 理 3(ii), 对 任意 上 >0 


w lm Th = Tf.. (44) 
其 次 ， 由 怠 的 紧 性 ，C 上 任 一 线性 连续 泛 函 1 可 表 为 4 
i) = [ ftweley) (45) 


这 里 yp 是 8 上 的 广义 测度 . 由 (44),(45) 知 ， 对 任 一 1L(Tf) 是 上 的 右 连 续 函 数 ， 而 有 全 LT 一 
【人 访 (t— 0+). 故 由 引 理 55 ,je Co, 即 Ccco 但 CocGCocc， 故 Co = Co = C. 既然 忆 ,RR、 


1 其 实 此 引 理 对 一 般 的 Banach 空间 8B 正确 . 

? 见 J. A. JIIocTepHUK HH B.`. Co6ones, 泛 函 数 分 析 概 要 ， 杨 从 仁 译 ， 1964( 第 二 次 印刷 ),169 页 . 
? 见 上 引 关 肇 直 : 泛 函 分 析 讲 义 ， 第 482 页 ， 定 理 2. Banach-Hahn 定理 见 82 页 ， 系 2. 

4 证 明 见 参考 书 [20]$ 56. 

5 把 那里 的 8 看 作 C,5o 看 作 Co. 
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一 一 地 将 Go, Co 分 别 变 到 Di 及 Dac 上. 而且! 有 c 束 , 故 由 Co=Go 得 Di =Dac 
及 hc = Ac. 
有 反之， 如 C= Co(= CBo), 则 Cc Bo, 玫 (18) 满足 ， 由 定理 1 即 得 p(t,z,T) 的 随机 连 
续 性 ， 
定理 (10) 表明 ， 当 相 空 间 为 紧 距 离 可 测 空间 (E,p,8) 时 ， 对 随机 连续 的 Feller 函数 ， 
半 群 理论 取 完 满 的 形式 . 这 时 由 于 强 ， 弱 无 穷 小 算 子 一 致 ， 我 们 只 要 考虑 一 种 收敛 性 ， 例 
如 强 收敛 性 就 够 了 . 














84.4 ” 马 氏 过 程 与 半 群 理论 ( 续 ) 


这 一 节 中 主要 研究 上 节 (二 ) 中 提出 的 问题 2*: 什么 样 的 算 子 4 可 以 作为 某 半 群 T(t > 
0) 的 无 穷 小 算 子 ? 已 知 4 如 何 造 了 l,t > 0? 为 了 解决 这 些 问题 ， 我 们 先 略 述 泛 函 分 析 中 关 
于 一 般 的 线性 算 子 的 半 群 理论 ， 特 别 是 Hille-Yosida 定理 . 

设 B 为 任意 的 Banach 空间 ， 其 中 的 点 记 作 f, f 的 范 记 作 | 把 B 中 的 元 变 到 B 中 
的 变换 7 称 为 有 界线 性 算 子 >, 如果 
由 | 一 州 一 0 可 得 Tf 一 Tf 一 0 (n 一 00); 

2. 对 任意 数 a,6,f es B,9ge 互 ,有 


T(af + Bg) = aTf + pTy. 


今 设 对 每 一 上 > 0, 存在 一 个 有 界线 性 算 子 五 , 称 此 族 算 子 Ti(t > 0) 构成 一 个 压缩 的 有 界 
线性 算 子 半 群 , 简称 为 压缩 半 群 3 , 如 果 满 足 条 件 
了 一 了 7 (s 之 0,t 之 0), (1) 
af < HA (fe B), (2) 
分 别称 为 (1),(2) 半 群 性 与 压缩 性 . 
上 节 中 ， 我 们 考虑 了 一 个 特殊 的 Banach 空间 B, B 中 的 元 f(= f(z)) 是 距离 可 测 空 
间 (五 ,po,B) 上 的 有 界 B 可 测 函 数 ， | 中 = sup |f(2), 并 详细 地 研究 了 一 个 特殊 的 压缩 半 群 
T(t > 0) " 
ZJ = | pl way) fy) (3) 
五 


以 后 称 由 (3) 定义 的 压缩 半 群 为 由 转移 函数 p(t, z,T) 产生 的 压缩 半 群 , 或 简称 为 p(t,z,T)- 半 
群 . 

上 节 中 引进 的 许多 基本 概念 自然 可 移植 于 一 般 情 形 , 而 且 其 中 绝 大 部 分 (关于 强 收 敛 ) 
的 概念 不 需 任何 改变 . 

称 {所 } < 8 强 收敛 于 f(f 必定 属于 B), 如 果 1 ~ 川 一 0 并 记 成 slim =f. 由 此 
便 可 象 上 节 完 全 一 样 地 定义 (te A = [a, 引 ) 在 A 上 强 连 续 ， 强 可 导 ， 强 可 积 ， 而 且 上 节 
中 关于 积分 的 性 质 1),2),3) 完全 保留 . 

1! 没 4.B 为 一 算 子 ， 如 定义 域 Da C Ds, 而且 fe Da, 有 Af = Bf, 则 记 AcB. 


27 的 定义 域 也 可 以 只 是 B 的 某 一 子 空间 D, 此 时 只 要 求 12 对 DD 中 的 户 , 户 9 成 立 . 
3 如 T(t 之 0) 只 具有 性 质 (1), 则 称 为 半 群 . 
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考虑 抽象 Banach 空间 B 上任 一 压缩 半 群 至 (t>0). 利用 强 收 敛 性 , 与 上 节 (19),(20),(21)， 
(22) 完全 一 样 地 定义 Bo, Da,4 及 Rs, 并 称 4 为 T(t > 0) 的 强 无 穷 小 算 子 ,Da 为 其 定义 
域 ， 称 R、(X > 0) 为 强 解 算 子 . 

至 于 呢 收 敛 性 的 一 般 化 则 涉及 苍 空间 的 观念 ， 需要 更 多 的 泛 函 分 析 知 识 . 好 在 以 下 
我 们 不 用 弱 收 敛 ， 故 不 拟 引 进 . 因此 ， 以 下 “ 强 收 敛 "“ 强 无 穷 小 算 子 ” 等 中 的 “ 强 ” 字 省 去 . 

上 节 第 (二 ) 段 中 一 切 结论 和 证 明 ! 对 一 般 的 Banach 空间 B 及 压缩 半 群 都 正确 ， 因 为 
那里 一 点 也 没有 用 到 B 及 压缩 半 群 的 特殊 性 ， 特 别 ， 以 下 引 理 正确 : 

引 理 1 设 B 为 任意 Banach 空间 ，Ti(t > 0) 是 其 上 的 任意 压缩 半 群 ，4 为 它 的 无 穷 
小 算 子 ， 则 

1° 4 的 定义 域 D4 在 Bo 中 处 处 稠密 (在 强 收 人 第 下 ); 

2°? 对 任意 ge Bo 及 入 > 0, 以 下 方程 有 解 Fe Da: 


Mf 一 4j =9i (4) 


3° 对 任意 fe Da 及 入 > 0 人 AF - Af > 和 |. 

证 由 上 节 引 理 1(it) 及 (27) 得 1",2". 对 fe Da, 令 和 f-4f ==g, 由 上 节 定 理 2,Rsg = 了， 
ge Bo. 再 由 上 节 (23), laxgll < 堪 , 此 即 Xf - 4f > IJ 口 

引 理 2 如 任 二 压缩 半 群 Z 与 Ti(t > 0) 有 相同 的 无 穷 小 算 子 ， 则 它们 有 相同 的 Bo， 
而 且 对 任意 fe Bo,TAF = TIf(t > 0). 

证 如 同上 节 定 理 3 证明 中 的 推理 一 样 ， 由 假设 , 知 艺 与 T(t >0) 有 相同 的 Bo 及 相 
同 的 殉 解 算 子 ， 故 对 任意 fe Bo, 和 > 0, 有 


Ow De 
eT,f dat= 上 etT dt 
0 0 


或 者 加 
[em -T=0 
0 


由 积分 的 性 质 2)( 见 上 节 ) ?, 对 B 上 任 一 有 界线 性 泛 函 l(g)(g e B), 自 上 式 得 
广 eTf- Tf d=0. 


因 fe Bo,l(Tif -Tf) 是 t 的 有 界 连续 函数 ， 由 Laplace 变换 唯一 性 定理 知 (Tf -Tf)=0 
但 如 在 Banach 空间 某 一 元 上 一 切 有 界线 性 泛 函 的 值 都 等 于 0, 则 此 元 为 0, 即 零 元 (Banach- 
Hahn 定理 ). 故 Tf = TYf (t > 0). 口 

为 了 便于 理解 Hile-Yosida 定理 ， 考 虑 下 面 的 

例 Banach 空间 巨 中 全 体 有 界线 性 算 子 构成 一 集 义 . 对 久 中 元 8, 引进 范 


_ ,len 
ol pe, Mi ® 


?唯一 需要 修改 的 是 上 节 定 理 3 的 证 明 ， 因 为 上 节 (31) 中 用 到 了 f = f(z) 这 一 特殊 性 . 修改 见 下 面 的 引 理 2. 
“此 性 质 对 无 穷 积 分 区 间 也 成 立 ， 见 上 引 关 废 直 书 ， 192 页 定理 4. 








后 ， 泛 玉 分 析 中 证 明了 ， 关 于 普通 的 算 子 加 法 和 对 数 的 乘法 运算 ，& 构 成 一 Banach 空间 


1 
今 固定 任 一 4e , 试 证 诸 算 子 eA(t > 0), 构成 一 半 群 ， 即 满足 (1). 
首先 说 明 et4 的 定义 . 这 要 从 算 子 的 无 穷 级 数 讲 起 . 设 有 一 列 {Q%} CC 刚 2 lIQall < oo. 


由 于 外 为 Banach 空间 ， 必 存在 Qe% 使 |@- 二 oo 2 0 nm 定义 @ 为 学 Qa 这 
样 ， 千 | < 时 1 针 < ee 故 可 定义 














由 此 定义 ， 可 见 如 4e&, Be 且 4B = 54, 则 由 逐 项 相 乘 ， 即 得 


ees = e4+2. | (6) 


由 (6) 特别 地 推出 e194 = eshet4, 故 et4(t > 0) 构成 一 半 群 ， 其 次 ， 因 


le I- < DE ea 7 dAl, 
n>2 . 
故 得 
et4 一 了 
t 
这 表示 半 群 et 人 > 0) 的 无 穷 小 算 子 是 4. 由 此 可 见 ， 如 已 给 定义 在 五 上 的 有 界线 性 算 子 
4, 我 们 很 容易 地 就 可 造 出 以 4 为 无 穷 小 算 子 的 半 群 . 然而 ， 当 4 不 是 有 界 算 子 时 ， 情况 
就 复杂 得 多 ， 
引 理 3 如 A4e%,De%,AD= D4, 而 且 对 任意 t>0, e's <<1, le 中 <1, 则 











一 4 一 0 (t— 0+), (7) 


le —e ?Hg tA- Dl. (8) 
证 我 们 有 
= tth eitD(etA — e#D) 
le 一 es nlle*4 — enD). (9) 
由 (7), 当 -oo 时 
es4 一 了 ,4 1 ,Dp 





故 n(e*4 一 e#P) 一 t(4 一 DD). 由 此 及 (9) 即 得 (8). 口 
1! 岂 上 引 关 繁 直 : 泛 沙 分 析 讲 义 ， 第 69 页 . 


126 . 





设 双 (> 0) 为 Banach 空间 B 中 的 线性 算 子 半 群 ， 如 果 它 的 Bo = B, 即 对 任意 六 e B， 
有 
Tf- 


时 ， 称 此 半 群 为 连续 的 , 或 在 B 中 为 连续 的 . ， 

定理 1 (Hille-Yosida) 设 B 为 任 一 Banach 空间 ， 4 为 妃 中 的 线性 算 子 .为 使 4 为 
某 个 连续 的 压缩 半 群 全 (> 0) 的 无 穷 小 算 子 ， 必 须 而 且 只 需 引 理 1 中 三 条 件 1°,2°,3° 满 
足 1 

证 必要 性 已 在 引 理 1 中 证 明 ， 注 意 由 假设 ， 此 时 B = Bo. 充分 性 之 证 明 较 长 ， 步 双 
是 : 造 一 族 有 界线 性 算 子 4、 逼近 于 4: slim 4 = Af(f € Da); 造 半 群 T7 = et4>, 并 证 明 
对 每 fe€ B, 存在 极限 Tf = s lim TO, 而 县 此 Z(t > 0) 即 所 求 之 半 群 ， 下面 详细 证 明 . 

(i 造 有 界线 性 算 子 4，. 

以 Rg 表 方 程 (4) 的 解 ， 因 为 如 果 Af - 4j = 0 则 由 3", f =0, 故此 解 叭 一， 显然 R、 
是 定义 在 B 上 的 线性 算 子 .由 3° 


1Rxell < Fal, (0) 
故 R、 是 有 界 算 子 ， 由 Rg 的 定义 知 
MR\g ~ ARsg =g (g€ 8B), (11) 
ARAf — RAMAf = f (fe Da). (12) 
由 此 知 如 fe Da, 则 
Rs,Af = AR,f. (13) 


由 (11),(12),(13 得 


ARs Rg = AR\R,g+ Rug = R\AR,g + Rug = RuR,g — 9) + Rg, 





从 而 pn 
nA 
RR, = -二 ， 
故 
RAR, = R, Ra. (14) 
今 证 对 任意 f e B, 有 
slim AR 三 上 (15) 
如 f e Da, 则 由 (12),(10) 得 
BR -f= laa < Ld : G0) 


! 仔 细 考 虑 下 列 证 明 ， 可 见 实际 上 只 需 引 理 1 中 1° 以 及 对 某 一 列 An 一 co, 2°,3° 成 立 ， 即 可 证 充分 性 . 
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如 Fe 如 ,由 1?, 对 任意 < > 0, 存在 户 eD4, 使 ij 一 户 | < 条 利用 (10) 及 (16), 对 入 > 3 长 站， 
有 


RMF -JS TAR 一 五 首 + 上 Rif 一 五 十 呈 一 刑 
A 


< |f— 有 f+ i +f -Al < 6， 
此 得 证 (15). 今 令 
4 一 AAR,, (17) 
由 (11) 
A = AAR、 —1), (18) 
故 4、 是 定义 在 B 上 的 线性 算 子 ， 由 (10) 
1Axfl < 2AILf. (19) 


由 此 知 4、 为 有 界 算 子 .由 (18) 及 (14) 
44 = A A. (20) 


对 fe Da, 由 (17),(13) 得 4hf = XR、Af, 由 (15) 


s lim A\f = Af. (21) 
(ii) 造 半 群 T(t > 0). 
由 上 面 的 例 ， 知 4、 产生 半 群 
TN = et4、. (22) 
由 (18) 及 (6) 
T> = estDRs -1 一 etAet2R (23) 


由 (10) 及 显而易见 的 公式 es < eli9l (<e2 得 
TM = le- Ve BR < ee la < 1 (24) 
由 (22) 及 引 理 3 得 
[Tf -T= ef — esr fl < tA 一 4 让 (25) 
根据 此 式 及 (21), 可 见 如 f € Da, 则 存在 极限 
s im TMf = TD), (26) 


并 且 此 收 全 对 每 个 有 穷 区 间 中 的 t 是 均匀 的 . 现在 证 明 L(t 将 0) 产生 连续 的 压缩 半 群 . 由 
(24) 


(nfl < A (fe Da). (27) 


: 128 . 





由 此 及 1° 可 拓展 的 定义 域 为 全 B, 使 们 在 B 上 为 一 线性 有 界 算 子 并 且 满 足 (26),(27). 
既然 对 任意 ^A> 0 TI = Tt 故 TT2f = Trtf, 从 而 Ti(t 2 0) 是 一 压缩 半 群 ， 剩 下 要 
证 此 半 群 的 连续 性 ， 显然 To = 工 由 


Tf < D+ 


对 任意 s > 0, 由 上 述 收敛 均 句 性， 可取 入 相当 大 ， 使 右 方 第 一 项 对 一 切 0 < t < 1 均 小 于 
外 第 二 项 则 由 引 理 3 及 (19) 不 超过 吉 4xjf 和 2A4||fl|. 故 可 选 6,1> 5 > 0, 使 :1<5 时， 第 
二 项 小 于 二 而 | 一 州 <e. 

(ii) 证 明 环 (> 0) 的 无 穷 小 算 子 4; = 

因为 4、 是 T(t > 0) 的 无 穷 小 算 子 ， 由 上 节 (25) 


t 
Tf-f= 1 7T》A4Ay ds. (28) 


如 feDa, 则 由 (24) 
IT.4f ~ TOA < TAF ~ TAAFI + TSAF — T* A 
< TAf — ToAFI + AF — As ll, 


故 当 入 一 oo 时 ， Th、f 关于 se lo, 均匀 地 强 收 合 于 TAf. 于 是 由 (28) 得 
Tf-f= 1 rasa 
由 T(t > 0) 的 连续 性 及 上 节 (7) 


J 一 -si > T,Afds = Af. 
从 而 得 证 Da < Da 而 且 41f = 4f(f e Da). 剩 下 只 要 证 Ds, C Da. 任 取 fe Da,, 令 
9 二 和 一 A1f. 由 2°, 可 考虑 方程 Me - Ay =9 的 解 we D4. 由 刚才 所 证 hp = hip, 故 p 也 
满足 方程 Mp -~ hiy = g. 既然 后 者 对 任 一 g 只 有 一 个 解 ， 故 f = pe Da. 口 

称 定理 1 中 的 (i > 0) 为 4 所 产生 的 半 群 . 

系 1 设 豆 为 妃 的 闭 子 集 ， 使 如 广 , 户 e 互 , 则 对 任意 cl > 0, c2 之 0, 有 cifi+czfo eH. 
如 果 由 Mf - 4f eH 可 推 得 f € 及 , 则 由 4 所 产生 的 半 群 T(t > 0) 保留 不 变 . 

证 既然 由 和 Mf-Af eH 可 得 f eH， 故 忆 及 Cc 有 ( 即 表 Fxg € 理 对 每 ge 有 成立) 
由 (23) TH CH, 再 由 (26), Ti.H CH. 口 

称 算 子 4 为 算 子 G 的 压缩 , 如 D4 Cc Deo, 而且 对 fe Da, 有 4f=Gf; 此 时 记 4CG. 

定理 2 设 (已 ,p) 为 紧 距 离 空间 ， C 为 (8,p) 上 全 体 连续 函数 所 成 的 空间 ， 为 使 C 中 
的 线性 算 子 4 是 某 个 随机 连续 Feller 函数 的 无 穷 小 算 子 的 压缩 ， 充 分 与 必要 条 件 是 : 

a. 4 的 定义 域 Da 稠 于 C; 

b. 对 每 ge C, 下 列 方程 有 解 ! f € DAa 


Mf -Af =9 (> 0) 
:实际 上 只 需 对 一 列 An 一 oo, 以 下 方程 有 解 f € Da, 即 可 证 充分 性 . 








c. 如 jeDa, f(z0) > f(z) (— 雪 xz € EE), 则 Af(zo0) < 0; 

d. Te Da 而且 AI =0. 

证 必要 性 : 设 4 是 某 随机 连续 Feller 函数 的 无 穷 小 算 子 在 C 中 的 压缩 ， 由 假设 及 上 
节 定 理 10, Co = C. 既然 D4 在 Co(C Bo) 中 稠密 ， 故 得 a. 由 上 节 (27) 得 b. 又 因 


Afl(zo) = slim (29) 
可 见 c 及 dd 成 立 . 
充分 性 : 先 自 a-d 证 明 引 理 1 中 的 1°,2°,3° 成 立 . 
任 取 fe Da, 试 证 3° 正确 ， 有 三 种 情形 : 如 果 对 一 切 z € BE, f(z) > 0, 由 c 得 
Mf (zo0) — Af(x0) > Af(z0) = max 和 f(z), (30) 
故 
max[AJ(Z) — Af(z)] > max Af (z); (31) 
如 果 对 一 切 z € E, f(x) < 0, 则 对 -f(z) 可 用 (31), 故 
minff(z) - 47(z)] < min Af(z); (82) 


如 果 f(z) 既 取 正 值 ， 又 取 负 值 ， 则 f(z0) > 0. 由 <c, (30) 成 立 ， 故 (31) 也 成 立 . 对 一 f(z) 同 
样 讨论 知 (32) 也 满足 ， 因此, 不论 在 哪 种 情况 ， 总 使 3° 成 立 ， 由 于 在 目前 情况 ， 条 件 1°,2° 
与 ab 重合 ， ( 视 C 为 那里 的 B), 故 由 定理 1, 4 是 某 个 在 C 中 连续 的 压缩 半 群 T(t > 0) 
的 无 穷 小 算 子 . . 

以 五 表 C 中 全 体 非 负 函 数 之 集 . 由 上 可 见 ， 如 feEH, 则 (32) 满足 ， 故 Mf -4AfEH. 由 
系 1, 知 T(t 之 0) 保留 五 不 变 . 

对 固定 的 上 及 x, Tf(z) 是 C 上 的 线性 泛 防 ,在 五 上 取 非 负 值 ， 由 线性 泛 函 的 表现 定 
理 ， 知 


T(z) = 人 pt, z, dy)f(y), (33) 


其 中 p(t,z,T) 当 所 z 固定 时 是 8 上 的 测度 . 由 | 用 < 1 知 p(t,z,E) < 1. 由 半 群 T(t > 0) 
的 连续 性 知 pz(0,z, 召 - {z]j) = 0. 故 为 证 p(t,z,T) 是 转移 函数 ， 只 须 证 明 p(t,z,T) 对 z 的 8 
可 测 性 ， p(t, xz,E) = 1 及 KonmoropoB-Chapman 方程 成 立 . 

以 工 表 如 下 函数 f 的 集 : 

a. 对 任意 固定 t>0，f5p(t,z,dy)f(y) 是 z 的 8 可 测 果 数 ; 

6. 对 任意 固定 s,t>0,zeE 


上 [7 =- 人 pe+bmda1ta 


又 令 上 = 了 (有 界 可 测 函 数 集 ) 则 工 是 一 L- 系 ， 由 T(t > 0) 的 性 质 知 工 2 C, 由 附 篇 
引 理 8, 工 = B. 令 f(z) = 入 (z), 即 得 证 p(t,z,T) 对 > 为 有 可 测 且 满 足 上 述 方程 . 由 d 及 
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上 节 (25) IT- 了 = TAIds = 0, 得 p(t,z,E) =1. 故 得 证 p(t z;T) 是 齐 次 转移 函数 ， 它 由 
(33) 所 产生 的 半 群 保留 C 不 变 ， 故 是 Feller 函数 ， 它 的 无 穷 小 算 子 在 C 中 的 压缩 显然 是 4. 
既然 CC Bo, 由 上 节 定 理 1, p(t,z,T) 随机 连续 .， 口 


34.5 ”补充 与 习题 


1. 试 证 马 氏 性 等 价 于 下 列 任 一 条 件 : 
(A) 对 和 任意 st&u, s,t,uET, AeB 


Pl(zu € A| Ni)= P(xu € A|l zi) (a.s.). 


(B) 对 任意 teE TT, 如 &(w) 为 Ai 可 测 ，n(w) 为 MN! 可 测 ，Elé| < co, Eln| < oo, Elén| < oo， 
则 
B(én| ra) = E(é| 9 已 (9| ze) (as 小 
提示 : 利用 条 件 期 望 的 性 质 下 与 H 等 ， 例 如， 由 马 氏 性 可 得 


Elé| zi) En| 31) = EKE(n| 21)] = EEN Ni)| zi] 
= BLE(én| Ne)| zi = E(én| z1) (a.s.). 


2. 称 四 元 函数 p(s,z;t, 4A) 为 广 转移 函数 (s < t,s,t € T, 4 € 8), 如 果 它 满足 转移 函数 定 
义 中 的 条 件 B,D 及 下 列 

A' 对 固定 的 s,z,t, 它 关 于 4 是 B 上 的 测度 ， 而 且 p(s,z;t,, EB)< 1 

C'. p(s, zx;s,E — {2z})=0. 

广 转移 函数 经 扩大 相 空 间 (已 ,B) 后 ， 可 化 为 转移 函数 ， 为 此 ， 任 取 一 不 属于 E 的 点 
om 令 互 = 已 U{aj. 定义 巨 中 o 代数 B: 对 户 中 子 集 4, 如 4Be 8B, 则 令 Ae EB. 于 是 得 一 扩 
大 的 可 测 空间 (5, 有 局 . 其 中 定义 函数 


~ 人 TE)+ xr (a)[l — p(s, 2;t, E), 如 z # a, 
pls, x;t,T) = 
Xr (0), 如 z = a. 
易 见 才 sz;4 卫 ) 满足 A_D, 因而 是 ( 忆 妈 上 的 转移 函数 . 如 工 = [0,o0), 则 必 存 在 以 区 sz;4T) 
为 转移 概率 的 马 氏 过 程 z(t,w),t > 0. 
广 转移 函数 可 直观 地 如 下 解释 : 对 任意 的 ze ,A e B, p(s,z;t 4) 为 沿 上 述 z(tw)(t > 
0) 的 轨道 而 运动 的 质点 ， 于 。 时 位 于 z 的 条 件 下 ， 直 到 时 刻 上 以 前 未 到 过 o, 并 于 t 时 位 于 
4 中 的 概率 ， 如 质点 一 旦 到 达 a, 则 以 后 永远 停留 于 a. 因此 ， 初次 到 达 a 的 时 刻 C(w) 可 看 
成 为 随机 运动 的 停止 时 间 . 
考虑 到 运动 的 一 般 停 止 时 间 ， 同 时 将 “过 去 ”的 概念 一 般 化 (即将 o 代数 M) 换 为 满 
足 某 些 条 件 的 c 代数 Mi), 便 产生 一 般 的 规则 马 氏 过 程 的 定义 ， 详 见 E. B. Ismmern 的 书 
95], 第 二 章 . 
3. 正文 中 用 到 下 列 Laplace 变换 的 唯一 性 定理 
定理 设 y(t)(t > 0) 为 有 界 连续 函数 ， 而 且 对 一 切入 >0, 有 


/ e Np(t) dt = 
0 
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于 是 p(t)==0, 一 切 上 > 0. 
证 由 上 式 得 fo entp(t)jdt 二 0,n=1,2,.…. 令 z=e-!t 得 


[ z"™ liy(z)dz =0, n=1,2,..., (1) 
0 
其 中 V%(z) = wp(-inz) (0 < z < 1). 函数 
vw(z)， 如 1 > z > 工 ， 
pn(z) = ” 
v(F), 如 2 >2>0 


在 [0， 1] 上 连续 . 按 Weierstrass 定理 ， 存在 多 项 式 pn(z), 使 ob |pn. (2) 一 wn(z)| < 1. 易 


见 当 nn 一 ce 时 ， pn(z) 一 %z) (z € (0,1]), 而 且 一 切 pn(z) 在 [0,1] 上 均匀 有 界 . 由 
(1), pn(z)(z) dz = 0. 令 n 一 oo, 即 得 a yp(z)?dz = 0 故 对 一 切 z € (0,1],w(z) = 0, 于 
是 对 一 切 二 0 乏 t< o0,p(t) 三 0. 口 

4. 试 证 齐 次 马 氏 过 程 {zi(w),t e T} 的 参数 集 工 如 果 是 可 列 集 ， 则 它 是 强 马 氏 过 程 . 

提示 : 此 时 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 最 多 只 能 取 可 列 个 不 同 的 值 ， 故 证 明 与 $4.2(40) 
之 证 完全 类 似 . 

5. 设 7 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 . 如 > 7 而 且 r'(w) = f(7(w)), f(z) 是 某 Borel 
可 测 函 数 ， 则 7' 也 不 依赖 于 将 来 . 

提示 : (wo :f(T7(w)) & 85) = (0:7T(w) & s, f(T(w)) & 8) = (w :7(w) € f-1(s) Nn lo, sj), 其 中 
广 !(s)=(z:jz) 和 sec5 故 (wo:Frlw)) 芝 seA 

6. 设 忆 = {0,1,2,…,n} 为 只 食 n+1 个 点 之 集 ，8 为 EE 中 一 切 子 集 所 成 o 代数 ， 
pl 有 j) 二 0,1i=j; 二 11 冯 j, 因 而 每 一 集 都 是 开 集 ， 设 {pij(t)} 为 EE 上 的 转移 函数 ， 而 且 满 
足 条 件 

pij(t) = pi(0) = 61; (t — 0+). (2) 


在 条 件 (2) 下 ， 以 后 可 以 证 明 ! , 存在 极限 


1 Pi(t) — 6i; 
Qi = 加 t ? (3) 
而 且 , 
qj 20(i#7); >》 9g5 =0. (4) 
一 0 


在 上 述 条 件 下 ， 试 证 : 

了 了 =C B= {f}, f= (fo,…,fn) 为 n+1 维 实 矢量 ; 因而 转移 函数 是 Feller 的 ， 

2 D4 二 C, 而 且 4 重合 于 矩阵 算 子 8 = (gi;). 

3° 此 半 群 为 4 唯一 决定 ; 又 4= 4 

4°? 反之 ， 设 已 给 矩阵 8, 满足 (4), 则 它 必 是 某 个 随机 连续 的 转移 函数 的 无 穷 小 算 子 . 
! 见 86.1 定理 1 及 定理 2. 
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提示 : 1° 一 一 3° 均 易 证 明 . 为 证 4° 要 用 84.4 定理 2. 那里 的 条 件 ad 显然 满足 为 证 
c, 设 矢量 f 的 最 大 分 量 为 fi,, 则 


Af(io) 一 dgioio fio 十 > qioy fi < qioio fio 十 fio 》、 dio7 一 0. 
jzio jz¥io 


为 证 b, 利用 其 下 的 注 . 当 和 > Qil, 解 为 
‘= (he 


7. 重复 上 题 6 中 的 叙述 到 (3) 式 ， 只 是 已 改 为 {0,1,2,…}. 此 外 我 们 还 假定 


Dg = 一 Mii < Ooj (5) 
1 
但 
qij 之 0 人头 了 (6) 


则 是 必然 的 ， 这 时 由 于 空间 缺乏 紧 性 而 使 问题 复杂 化 . 一般 地 Da = B 不 成 立 ， 试 证 如 
JeD4, 则 41=Q@jF; 对 jeDz 亦 如 此 . 

提示 : 以 F 表 只 有 有 穷 多 个 分 量 不 为 0 的 矢量 f 的 集 ， 则 已 c Dx. 特别 考虑 j- 单位 
矢量 /4), 它 的 第 ; 个 分 量 为 1, 其 它 分 量 为 0, j = 0,1,2,… 

8. 如 果 转 移 函 数 具 有 形状 


p(t,z, A) = 人 Blt, ,9)u(dy), (7) 


其 中 FB(t,z,9) 是 (z,9) 的 B x 8 可 测 函 数 ， 而 4(4) 是 8B 上 的 有 穷 测度 ， 又 设 p(t,zx,4) 对 
(t,z) 可 测 ， 则 对 ge Bo, 有 


Raolz) = fale, Wolo) ulay), (8) 


其 中 _ 


n= / eMP(t, 2,y) dt. (9) 


提示 : 利用 Rg(z) = Jee er [4 pte, dy)oly)| dt, 改变 积分 次 序 . 
9. 对 Wiener 转移 函数 | 


1 ey)? 
p(t, z， 4) 一 -人 dy, (10) 


试 证 : 1° Bo C C; 2° Af(z) = "(xz), Da = (f :fe 09,f"e C0), 其 中 C0? 表 全 体 有 界 均匀 连 
续 函 数 的 集 ， 3° plt,z, 4) 是 Feller 转移 函数 ;Acf = 3f1”, 而 且 Dx ={f :fec,f"ecy}. 
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”> 1 2 1 
= -lz /De Ma = ely-*Iv2\ 
qa(z,Y) / € DA 入 





v2nt 
1 . ” 2 > 
Rsg(7x) = 款 { 人 人/ ey Vag(y) dy +e ‘=| e "gy) dv}, (11) 


由 此 知 RMB CC, Da = RBo CC. 由 $4.3 引 理 1( 诈 ) 及 C 的 闭 性 知 Bo C C. 如 9ecC, 由 
计算 可 知 函 数 f= Rag 二 次 可 导 而 且 


f' (2) = -eev 三 eyV2Ng(y) dy + es 三 ey Vg(y) dy. (12) 
37"(z) = My(z) -go (13) 

由 此 及 84.3 定理 2 知 如 fe Da, 则 
4f(z) = 了 7 人 (14) 


由 (12) 知 如 fe Da 则 f'(z) € C0, 故 fe C0. 根据 84.3 引 理 1(ii Bo Cc C", 再 由 此 引 理 
(iv),Af e Bo Cc C0. 于 是 由 (14) 知 EC9. 反 之 如 feco,f"e C9, 则 


Tf(z)— f(z) 1 














3f"(7) 
=- Ete- 0) -jo 
= 人 _ -+ 由 一 PP 本 eeo0dz 
= 三 7 fle + uvt) = f"(z)]du (: = 埃 ) (15) 
从 而 ,lim HH — 31" = 0. 此 得 证 2°. 














记 Ki(7z) = i 对 zoER 及 feC 


/ f(y) Kly ~ 2) dy = / f(y +z)Ki(y) dy 
五 五 
-， / f(y + zo)Ki(y) dy = / f(y) Kily ~ zo) dy (z — 0). 
E E 


故 得 证 Feller 性 . 试 求 Ac 及 Dz, 由 $4.3 定理 9,C = Co, 故 Dz, = RC. 由 上 述 可 知 此 集 

中 任 一 消 数 f= Rg(g e C) 二 次 可 导 而 且 导 数 由 (13) 给 出 . 将 (13) 与 4f = 和 f -9 对 比 ， 

知 如 fe Dz,, 则 hcf =31", 故 1”eC. 反之, 如 feC,f"eC, 由 (15) 易 见 fe DT 
10. 对 Poisson 转移 肯 数 














de 一 2)! (7 之 2), 


Pi(t) = 四 (< 让， 


(16) 
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-和 A A 0 
| A } 
1 i 
提示 : 参看 题 7 并 利用 (16). 
11. 试 证 如 随机 过 程 {zi(w),t > 0} 满足 


Pl(z{t,w)=vt)=1 (te|{0,o0),v > 0), (17) 
则 它 是 齐 次 马 氏 过 程 ， 求 出 它 的 转移 函数 ， 4, 4 的 表达 式 及 Da,D 
解 : 造 转移 函数 
p(s, Zi 加 4) = xs (z+ (t — s)v). 
显然 这 是 齐 次 转移 函数 ， 令 p(t,z, 4) = xs(z+ ob 则 


P(zi 三 ut , Tt, = vtn) 


二 p(t1,0, {vt1}) -p((tz 和 t1),vti, {vt2}) ‘p((tn 一 tn—1), vin-1, {vtn}). 


由 此 即 知 {zt(w),t > 0} 是 齐 次 马 氏 过 程 ， 直 观 上 说 ， 它 描写 速度 为 v 的 决定 性 运动 . . 
由 于 Tg(z) = g(x 十 兴 ), 如 v=0, 则 Tig(z) = g(z) 而 问题 是 平凡 的 . 故 以 下 设 v > 0, 易 


| 


oo 1 入 Oo 
Rag(z) =/ e Tg(7) dt = es / g(y)e Ydy. (18) 
0 


I 


由 此 可 证 4f(z) = vf'(z); Da = (f :f EC Eco) C? 表 全 体 有 界 均匀 连续 函数 集 . 
实际 上 ， 由 (18) 知 RA(B) CC, 故 Da = RR(B0) Cc C, 由 Da 在 Bo 之 稠 性 得 Bo C C. 
其 次 ， 如 ge€C, 由 (18) 知 函 数 f(z) = Rg(zx) 可 导 而 且 


of'(2) = Af(z) — glz) eC. G9) 
故 如 je Da, 则 / 
Af =Af—-g=vf. (20) 


为 求 Da, 由 (19),(20) 已 知 当 fe Da 时 ，f€C, 故 fe 0 从 而 由 Ds 在 Bo 之 稠 性 
Bo Cc C0. 于 是 Af e Bo c C0, 由 (20) 得 freC?. 今 设 fe co feco. 于 是 


2 of = PEt 1) ,po) 


=vf (z+0wt)—vf'(r),, Og0g1. 








从 而 
| | 人 = of 








< sup 27 +h)— f(z)|— 0. 
类 似 可 证 
Af(z) = vjf+(z) (f € D2). 
D7=(f :feC, 了 有 有 界 的 右 连 续 的 右 导 数 ). 
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实际 上 ， 由 Tig(z) = gz 二 oo) 易 见 Bo = C0C' = (f : f 有 界 右 连续 )， 由 (18), 如 ge C', 则 
f= Rg 有 右 导 数 而且 


uv 请 (z)=Af(z) 一 g(z) (手表 右 导 数 ). 


故 Af(z) = wft+(z) (1eDz 如 fe Dz, 则 由 DzC Bo 得 feC. 再 者 Af € Bo, 故 由 上 式 
f+eC'. 反之， 如 feC,ft eC', 则 


Te) 2) fet fl) ,pty 


t t 
利用 下 列 事实 : 如 函数 F(t) 在 [中 连续， 而 且 右 导数 F+(t) 存在 并 界 于 二 常数 c1,c2 之 
间 ， 则 
oe 50 -A ) < 


由 此 知 当 t10 时 ， ||24=z|| 有 界 ， 因 而 


12. 84.1 例 2,3 的 一 般 化 如 下 : 
设 {zi(w),t ET} 为 随机 过 程 ， 相 空间 为 (五 ,B). 如 对 任 一 对 s,t ET, s<t, 有 


zt(w) = f(Ts(w), Y(w)), 


其 中 为 Bx 8B8--8 可 测 孙 数 ，Y(w) (与 s,t 有 关 ) 为 与 {z4(w),u ET,u < s} 独立 的 随机 变 
量 . 于 是 {zi(w),t ET} 是 马 氏 过 程 . 
证 任 取 s1 < s2 <…< sn<s, si€7T, 只 要 证 


P(f(zo,Y) € 4,B) = 上 P(f (zs,Y) € A| za)P(dw), (21) 


对 任意 AEB 及 Be 了 {zs ,zszi 成 立 . 因 ff-1(4)= {(z,2) :f(z,y)€E 4}eBx8, 故 
只 要 证 对 任意 EB x8, 有 


Pl(znY) em,B)= [PleoY) ene Pas). (22) 


先 考 虑 形 为 A1 x 42 的 I, 利用 Y 对 zs。 的 独立 性 ， 上 式 化 为 


P(z, € A1Y € A,, B) 一 [ P(Y € A2)x(z,ea1) P(dw), (23) 
B 


如 B= (zs EC zs e Cn,zs E 0), 由 假设 中 Y 的 独立 性 ， 知 (22) 的 确 成 立 ， 利 用 入 
系 方法 ， 即 知 (22) 对 一 切 BE {zs,,…,Xs, ,Zs} 成 立 ， 再 用 一 次 和 - 系 方法 ， 便 得 证 (21) 
(利用 此 题 ， 容 易 重新 证 明 84.1 例 2 与 例 3). 口 

注 此 题 还 可 如 下 一 般 化 : 如 对 任 - -对 s,te 了 T,s<t, 有 





Zt(w) = f(zs(w), (0), ya(w),.)) 





其 中 /为 Bee -已 可 测 函 数 ，Vyt(w)( = 1,2,…) 是 与 {zw(w),u ET,wu < s} 独立 的 随机 变量 ， 
则 {zt(w),te TT} 是 马 氏 过 程 . 

证 明 除 记号 上 的 改变 外 ， 其 它 完 全 一 样 . 

13， 设 对 t > 0, 函数 F(t) 连续 而 且 有 连续 的 右 导 数 二 8 外， 则 导数 此 & 存在 ， 又 
0 = SR. 

实际 上 ， 令 Ab = 局 ds, 则 雯 ? = 全 各 ,于 是 结论 由 下 列 事实 推出 : 连续 函数 
F(t) 一 h(t) 的 右 导 数 如 为 0, 则 它 必 是 常数 因而 有 恒 等 于 0 的 导数 ,此 事实 的 证 明 可 仿 85.2 
引 理 8. - 

14. 设 {zt(w)te T} 是 定义 在 (9,,P) 上 而 取 值 于 可 测 空间 (已 ,5B) 中 的 随机 过 程 ， 
试 证 它 是 规则 马 氏 过 程 的 充 要 条 件 是 : 存在 (E,B) 中 的 转移 函数 p(s,z;t,T), 使 对 任意 se 
T,t ET,s <t, 任意 Te 8, 有 


P(z ET| Ns) = p(s, zs;t,T), (P—a.s.). (24) 


证 需要 证 明 (24) 与 $4.2(9) 等 价 ， 设 84.2(9) 成 立 ， 由 84.2 中 (10),(12) 易 得 上 面 的 
(24). 反之 ， 设 (24) 正确 ， 因 而 对 任意 4e MN, 有 


P(A,zi eT) = A p(s, zs:t,T)P(dw). (25) 


今 取 s=to,t= 妇 ,A 二 (ztwo ETo),T = 由 (25) 及 积分 变换 定理 ， 得 


Pl(z1, ETo,xt, ET1)= / p(to, Tio; t1, T1)P(dw) 
(rto ETo) 


一 [ p(to, é0;t1, T1)P:, (déo), 


其 中 Pio(T) = P(xt。ET), 故 (9) 式 当 n=1 成立 . 今 设 (9) 式 对 正 整 数 ” 成立， 在 (25) 中 
取 A= (zto € Po,: “Tt, €E 工 。)， 8 一 加 ,一 tn+1T 一 工 。+1， 得 


Pl(z, ETo,',z, € Tn, Ter € Tn,ri) 


一 / pltn, Tt; tnt1 Tnr1)P(dw) 
(zto ETo, ,ren ET'n) 


= 人 pltn, En; tnt1, Tnni)P, (den)， (26) 


n 


其 中 
Pe (T) = P(x e Fo , Te, ET). 


n 


利用 归纳 法 前 题 : (9) 式 对 nn 成立， 得 
P.,.(T) -人 Pudeo) 人 Pltos 6 和 人 pe 人 -it 由 
以 此 代入 (26), 并 用 附 篇 引 理 9 改变 积分 次 序 后 ， 即 得 证 (9) 式 对 n +1 成立， 口 
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附 记 . 马 氏 过 程 有 许多 种 不 同 的 定义 , 其 中 重要 的 三 种 分 别 见 [16],[3],151. 本 书 §4.1,84.2 
把 这 三 种 定义 联系 起 来 ， 以 便于 了 解 其 间 关 系 和 阅读 专著 ， 得 到 了 “ 马 氏 过 程 ",“ 规 则 马 氏 
过 程 ”, “标准 己 氏 过 程 ” 三 个 概念 ， 它 们 分 别 相 当 于 [16],[3],[5] 中 的 三 种 “ 马 氏 过 程 ” 的 定义 
(参看 84.5 第 14 题 ).84.2 中 强 蕊 氏 过 程 的 定义 属于 Jarakrm 与 IOmkeazr 叙述 的 方式 采 自 
[3]， 一 般 的 (未 必 章 次 ) 马 氏 过 程 的 强 马 氏 性 的 研究 见 [5] 第 五 章 及 其 所 引文 献 ， 马 氏 过 程 
与 半 群 理论 的 更 一 般 叙述 见 [21] 及 [6]. 对 于 标准 马 氏 过 程 ， 重 要 的 是 测度 已 。 而 非 原来 
的 测度 已 , 央 而 有 些 作 者 的 马 氏 过 程 定义 中 (例如 辐 ), 干脆 不 引进 P 而 直接 从 给 定 的 已 。 
出 发 ， 当今 一 重要 研究 方向 是 多 参数 马 氏 过 程 ， 其 中 “时 间 ”zt 是 多 维 的 ， 例 如 多 参数 布朗 
运动 与 多 参数 Ornstein--Uhlenbeck 过 程 ， 参 见 [9--12]. 
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第 五 章 连续 型 马尔 科 夫 过 程 
85.1 ， 右 连续 Feller 过 程 的 广 无 穷 小 算 子 


上 章 中 已 证 明 右 连续 Feller 过 程 是 强 马 氏 过 程 ， 试 进一步 研究 这 类 过 程 ， 从 方法 上 
看 ， 85.1 与 $5.2 中 所 用 的 是 84.3 中 所 述 二 种 方法 的 联合 运用 ， 本 节 中 设 相 空间 (E,8) 为 
距离 可 测 空间 ， 了 = [0,co), 过 程 是 齐 次 的 ， 并 简写 Ps 及 Bo,s 为 Pi 及 BE. 

(一 ) 先 研究 右 连续 马 氏 过 程 . 

引 理 1 右 连 续 马 氏 过 程 {z(t,w),t > 0} 的 转移 函数 是 随机 连续 的 . 

证 任 取 zeEEB 及 含 x 的 开 集 G, 设 hs > 0,j 一 0, 由 右 连续 性 有 


oo oo 


门 U {z(0, w) = z, Zz(hn,w) EG}=9, 


m=l1n=m 


phm, x,G) = P(r(0,w) = 7z, rz(hm,w)EG) 


< 己 ( UJ e000) = z(hns EG] ) 0 mm 一 oo)， 


nn 二 mm 


因此 
lim plh,z,G)=10 


由 84.3 定理 8, 已 知 右 连续 马 氏 过 程 的 转移 概率 既 为 其 强 也 为 其 弱 无 穷 小 算 子 4 与 4 
所 唯一 决定 .回忆 如 fe Dj 则 


Dj — f(z) _ 


Af(s) = wlim wpm 让 /say -ya 


t 一 0 1 t—*0 


Esf (z(t) — f(z) (t > 0). 
t 


= wlim 
一 人 0 
下 面 证明 ， 对 右 连 续 强 马 氏 过 程 ， 上 式 中 的 t 可 换 为 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 (也 称 
这 类 变量 为 马 氏 时 间 )ru,( 详 见 下 面 的 定理 2), 在 某 些 情形 下 ， 常 常 有 利于 计算 A4f(z). 为 
此 ， 先 证 定理 1, 它 类 似 于 微 积分 学 中 的 基本 定理 ， 也 是 沟通 上 述 两 种 方法 的 桥梁 . 
定理 1 设 {z(bw),t> 0} 是 强 马 氏 过 程 ， r(w) 为 马 氏 时 间 ， Ez7 < co, 则 对 f € DD 
有 
Esflz(7)] - f(z) = E, / Af(z(W)dt. | (1) 
0 
证 令 h、=Af-4f, 和 A>0. 由 $4.3 定理 5, 在 Bo。 上 ， 忆 重合 于 (XA1- 信 -1, 因 he Bi， 
故 
三 = 1- A hh = Rh,, 
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亦 即 
1 四 = /aeto)Pdod= 人 人 eMh\ (z(t,w))adtP, (dw) 
= FE, f evistalt)at (2) 


这 里 积分 可 改变 次 序 是 因为 被 积 范 数 可 测 ， 而 且 绝对 可 积 (注意 {x(t,w),t> 0} 强 可 测 ; 又 
js Bo c 巨 , 故 有 界 ) 因此 


fo)=B. {eile Ee eholal)at (3) 
但 后 一 积分 经 改变 自 变量 后 得 
BE, / eMp(sl))dt = Boe- 1/ esha(s(s + 7))ds 
=E.{E,|e-* [ 2p (z(s+ 7))asIW,| }, (4) 
因 e 六 关于 NAN 可 测 ， 并 由 强 马 氏 性 得 上 式 
- Bf{e™E[ ei (zls + 7))dslN,|} 
= Br{e Bn { eh)ds)} = Boe f(a(r)) (5) 


综合 (3)-(5) 得 ， 
Ese-*" f(z(7) - flz) = -已 [ epa (z(t)dt. (6) 
令 和 一 0+, 由 上 了 的 有 界 性 
Ere *” f(z(7)) 一 Es f(z(7)), 
又 因 T T T 
ce 一 入 Lz = et 了 —At A z - 
a. | h\ (z(t))at z. / Af (z(t))adt 5. / e "Af(lz(t))dt; 


因 4f(z) 有 界 ， 右 方 后 一 项 趋 于 Es /7 Af(z(t))at, 而 前 一 项 的 绝对 值 则 不 超过 cEe(l - 
e 和 7) < cABor 一 0, 这 里 c=]| 川 . 故 由 (6), 得 


Esf(z(7)) - f(z) = E, [ ‘Af(z(W)dt. OO 


分设 U 为 中 任 一 开 集 ， 以 ol,g 表 点 zy e 间 的 距离 ， Xu(w) 表 E 中 子 集 
(x(s,w),w < s < v0), 此 集 与 w 有关 ， 当 we 固定 时 , 它 是 样本 函数 自 久 到 vw 所 经 的 状态 . 
定义 

TU(w) = inf(t : p(X?(w), E\UV) = 0). (7) 
如 右 方 括号 中 集 为 空 集 ， 则 令 7v(w) = oo. 
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试 证 rv(w) 为 马 氏 时 间 ， 令 
1 
Un = (z :7 € E,p(z,E\V) < =)， 
则 ZJ EE\UV, 以 > 表 有 理 数 ， 由 过 程 的 右 连续 性 有 : 
= [NN Ueee, so ueloo) eB\D) em 


注意 ， 如 过 程 连续 而 且 0 < mr < co, 则 rw 是 初次 到 达 E\U 的 时 刻 ， 而 且 
z(Tu) EUN(E\D), 


即 z(7w) 在 U 的 边界 上 (0 表 U 的 闭 包 ). 
实际 上 ， 由 (7) 可 见 : 对 固定 的 w, 取 ,使 Ty >e>0, 有 


P(X, E\V) > 0， 


TIUr 一 已 ? 


故 z(r 一 e)EE\U, 或 z(Tw -ce) EU, 令 ee 一 0 并 由 过 程 的 连续 性 得 (ru) e 万 . 
另 方面 , 由 于 二 集 间 的 距离 随 着 集 的 扩大 而 不 增加 , 故 对 任意 es > 0, 有 p(X9,。,E\U) = 
0. 于 是 存在 sw 使 1 
plz(ru + en), E\U) < 一 (8) 


而 且 可 选 e 使 en。 < :不 妨 设 en 一 a(< 0),( 否 则 取 {en} 的 某 子 列 ), 如 果 说 a < 0, 则 
由 (8) 及 过 程 的 连续 性 得 p(z(7w + 0),E\V) = 0, 这 与 rv 的 定义 (7) 矛盾 ， 故 a= 0 而 有 
p(z(7w),E\V)=0, 由 于 EBE\V 是 闭 集 ， 故 z(ro) e E\U. 

综合 上 述 ， 得 z(ru) eE UN (E\U). 

定理 2 设 4 为 右 连 续 强 马 氏 过 程 {z(t,w),t > 0} 的 弱 无 穷 小 算 子 ， 如 Af(z) 在 点 z 
连续 并 且 对 z 的 某 一 邻 域 mW, 有 Esrv, < oo, 则 


Fp 1 Efl(z(rv)) — f(z) 
MO Er 


(9) 


这 里 d(U) 表 U 的 直径 ， 即 d(U) = SUPy,yeU p(z,Y). 
证 如 UC Uo, 则 TU < TUo, EzTU < Es,Tvo < co. 既然 TU 为 马 氏 时 间 ， 故 对 rr 可 用 定 
理 1. 设 g(z) = Af(z) 在 点 z 连续 ， 于 是 对 每 。 > 0, 存在 z 的 邻 域 UC Uo, 使 


jg(y) — g(z)| < (一 切 y € 0), 


! 先 证 左 方 集 含 右 方 集 : 如 zt e 再 NU, 则 plzs,ENU)=0, 攻 p(X0,E\U)=0 而 TU(w) <t. 如 we 人 U (zr € 
n=1r<t 
Un), 则 对 每 n, 存在 rn < 名 使 zrn) EUn, 令 s=suprn & 匡 则 p(X9,E\U) & p(X ,BE\U) & p(Xrs, E\U)< 1 +, 
故 p(X3,E\U) = 0, mr st 次 证 右 方 集 含 左 方 集 : 注意 如 Tw (w) < oo, 则 必 存 在 如 (可 能 都 相等 ) 一 nv， 使 
P(zt 有 EVU) 一 0,n 一 o0. 故 如 7 < 由 则 必 存 在 如 < 与 使 zt e Un. 由 右 连续 性 及 Dr 的 开 性 , 可 取 有 理 数 ra < 也 


使 zr。E Un,n = 1,2,.…, 故此 we A 了 (elmo) e Un) Cc 右 方 集 如 rw(w) = tt 则 或 zt € E\U; 或 zt EU, 此 时 


由 于 zt 对 上 右 连 续 ，U 又 开 ， 必 存在 5 > 0 使 rere EU 对 一 一 切 0<。<a 戌 立 . 故 由 上 述 注意 ， 对 此 w, 存在 有 
理 数 mm < 二 使 P(zro(w), 机 NU) < i, vr, (w) € Un,n = 1,2,. 
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故 对 一 - 切 上 < TU7 有 
lg(z(t)) — g(xz)| < e. 


从 而 (1) 中 右 方 项 Es jo0”g(z(t))dt 与 g(z)Eorr 的 差 的 绝对 值 





杷 三 Be) -gta < eBer, 











或 下 
E, [ gz(t))dt ~ g(z) Bsryl| < eBsro. 
由 (1) 即 得 
fo) ~ fo) — Af(z)| <e. 口 
zTU 





称 过 程 Xz = {zi(w),t > 0} 的 s(> 0) 推 移 的 过 程 Xz = {zsri(w),t 之 0}; 如 9g 为 某 定 义 
在 Bi) 上 的 Bl9.%) 可 测 函 数 ，5(w) = g(X7), 称 随机 变量 5(w) 的 * 推移 为 gs6(w) = g(Xs+7); 
如 Be 天 {zi(w),t > 0}, 则 称 集 B 的 s 推移 为 集 9,B, 9,B 由 下 式 定 义 ， xe,B = 0sxs. 在 这 
些 定义 中 ，s(> 0) 可 以 是 固定 的 数 ， 也 可 以 是 任意 非 负 的 随机 变量 . 在 后 一 情形 6,é(w) 只 


定义 在 Qs = (w:s(w) < co) 上 . 
系 1 在 定理 2 的 条 件 下 ， 有 
jp lm Eef(rCv)— f(z) 
Af(z) = 0 Em(z(7u)) 一 mm(z) 
人 LO) -zjljru(z dy) 
do fglm(y) 一 mm(z)jro(z ay) 








这 里 
Mm(x) = EzTyo, rvul(z,T) = 已 (z(rr) ET). 
证 如 UCU 则 由 强 马 氏 性 
m(z) = Es(Ty + To — 70) = Borrvy + Br(To, ~ TU) 
= EsrTu + Erbr, (roo) 
= EzTu + Ez{BEzlOr (TUo) Ne]} = Err + Ez Escrv)TUo 
= EzrTv 十 Em(z(Tv )), 


以 此 代入 (9) 即 得 (10) 中 前 一 等 式 ， 再 利用 积分 变换 便 得 后 一 等 式 。 口 
(二 ) 右 连续 Feller 过 程 . 


(10) 


(101) 


为 使 等 式 (9) 成 立 ， 先 决 条 件 是 已 ro < co, 试问 何 时 此 条 件 满足 ? 解决 此 问题 后 ， 


我 们 对 右 连续 Feller 过 程 定义 广 无 穷 小 算 子 六 


引 理 2 设 {z(t,w)(t > 0)} 为 Feller 过 程 ， 又 设 对 革 x € E,t > 0 及 某 开 集 V, 有 


PP(z(t) EV)= 二 a >0, 则 存在 点 z 的 邻 域 U, 使 P,(z(t) eV)> S(yeU). 
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证 令 W%= (z:ze Bp(z.E\V) > 二 ). 于 是 V1V. 故 Pi(z(t) € Vr)1P(z(t) EV)= 
ao. 取 no, 使 忆 (z(t)€ Vno) > 3a. 定义 有 界 连续 郴 数 


f(y) = (ee 如 yeVno， 
1, 如 ye Vo， 


由 Feller 性 , 函数 g(g) = ,f(zx(t)) 连续 , 故 存在 点 z 的 邻 域 U, 使 对 ye U, 有 g(y) > g(x) 一 全 . 
又 因 


gly) / p(t,y, dz)f(z) + / plt,y,dz)f(z) < pty,V) = P,(z(t) EV), 
E\V Vv 


g(z) > | f(z)p(t zdz) = P,(z(t) EV) > 了 a， 


P,(z(t) EV) > 9(y) > g(r) -和 > za 一 =. 0 
称 点 ze 五 为 过 程 的 套 点 , 如 对 任 一 t+>0, 有 P(xz(t) = z)=1. 如 过 程 可 分 (特别 ， 如 
过 程 右 连续 ), 则 由 


已 (z(r) = >, 一 切 可 分 集中 的 7) = 1 


得 
P(x(t) = z, — 切 t > 0)= 1. (11) 
注意 在 套 点 z 上 
Tf (7) = Esf (2(t)) = f(7), (12) 
故 对 任意 f € D7 有 
Af(z) = 0. (13) 


如 z 不 是 套 点 ， 则 有 
引 理 3 设 z 不 是 右 连 续 Feller 过 程 {z(t,w),t > 0} 的 套 点 ， 则 存在 z 的 邻 域 0, 使 


m(y) = EyTrvu < oo (一 切 y 6E 了). 


证 因 z 不 是 套 点 ， 故 存在 开 集 V, 使 p(z,V) > 0, 而 且 对 某 t,P(z(t) EV)=a>0. 
由 引 理 2, 存在 点 x 的 邻 域 V, 使 对 一 切 ye U, 有 已 (z( 扩 ET) > 2. 
选 U 使 UNV = 4, 则 对 一 切 ye UV, 有 
| P(r >1) <P(r(t)eV)<1- ? 


由 此 可 证 ， 对 一 切 ye UV, 有 Byrw < oe. 
实际 上 ， 令 A, = {Tv > s} E A。， 则 


P(As+i) = P,(As0 A:) 三 / Py,(0s AilNs)P, (dw) 
4。 


一 / Pi(s) At)P,(dw). (14) 
4。 
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但 当 w e 4。 时 ， Z{(s) E 77， 故 由 上 述 


a 
Ps) (Ai) 一 已 Co)(7rr > t) <1— 


代入 (14) 即 得 


P(A4s1) < (1 -3)P(As). 


由 此 立 得 P(4w) < 4 - 二 ) 而 有 


co p(ntl)t oo 
> / P(rv > s)ds < 1》 P(r > nt) 


n=0" nt n=0 
= P(A) <tY (0-2) =2. 口 (15) 
n=0 n=0 
由 引 理 3 及 (9), 对 右 连 续 Feller 过 程 {z(t,w),t > 0} 如 下 定义 它 的 广 无 穷 小 算 子 : 
lim Bef(r(r0) = f(7) 如 xz 非 套 点 ; 
f(r) = 


Ey7rv = / Pu(rr > s)ds = 
0 


d(D) 一 0 EsTU (16) 
0， 如 > 是 套 点 ， 


其 定义 域 为 
Da = (f :fe C， 存 在 极限 Xf € C)， (17) 
这 里 C 为 已 上 全 体 有 界 连 续 函 数 . 
如 8$4.3 所 述 ， 对 Feller 过 程 自然 只 在 C 中 考虑 它 的 弱 及 强 无 穷 小 算 子 Ac 及 hc. 为 
简单 计 ， 以 下 简写 hkc,4c 为 4 及 A. 
定理 3 对 右 连续 Feller 过 程 ， 有 


如 果 相 空间 BB 是 紧 距 离 空间 ， 则 
A= 有 A4=. 


证 由 84.34C 4. 试 证 4C%. 设 fe Dx, 如 z 是 套 点 , 由 (16),(13), f(z) = Af(z)=0. 
如 z 不 是 套 点 ， 由 引 理 3, 存在 > 的 邻 域 加, 使 Brw。< co. 根据 定理 2, f(z) = Af(z). 

今 设 已 为 紧 距 离 空间 ， 按 $4.3 定理 10,4 = 4, = co = C. 既然 刚才 证 明了 A Cc % 
故 只 要 证 Da C Dz 

取 fe Da, 令 h=f-f. 由 (17),hé C= Co, 故 存在 fe Dz, 使 -4f==h, 而 且 


F=Rh=/ -tT,phd. 
f 1 / e lhat 
( 见 34.3 定理 5). 因为 4c % 得 让 --&F =, 因而 p=f- 广 应 满足 方程 
Xp = %. (18) 
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由 于 加 的 紧 性 及 vy 的 连续 性 ，w(z) 在 某 一 点 zo € 已 上 取 极 大 值 . 由 (16) 可 见 %p(zo) < 0. 
由 (18), ep(zo) < 0. 这 表示 对 一 切 ze 已,p(z) < 0. 同样 ，y 在 某 点 " e 已 上 取 极 小 值 ， 
wp(z1) = po(z') > 0,p(z) > 0(z e EE). 综合 上 述 可 见 p(z)=0. 于 是 了 = je Di 口 . 

一 种 重要 的 右 连 续 Feller 的 过 程 是 连续 Feller 过 程 z(t,w),t > 0. 这 时 对 任 一 ze U, 以 
已 . 一 概率 1, z(r) 属于 U 的 边界 UV'= UN(ENU), 因此 ， (10) 中 的 积分 区 域 忆 可 换 为 U'. 
设 z 不 是 过 程 的 套 点 ， 改 写 (16) 中 前 一 式 为 


f(z) = lim J fe, dy) 


ao Gu(z) (19) 
其 中 Hv(z,T) = Pe(z(7v) ET),Cu(z) = BzTvU. 由 系 1 上 式 可 改写 为 
f(g) 2 J lf(y) ~ f(a)lrv(z, dy) 本 


st 如 [Im(g) 一 mm(z)]Hr(z dy) 


由 (20) 及 (16) 后 一 式 可 见 对 连续 Feller 过 程 ， 广 无 穷 小 算 子 % 有 下 列 性 质 : 
1) 局 部 性 : 如 在 某 点 zo 的 邻 域 中 ， 户 (z) = f(z), 则 久 有 (zo0) = ja(zo);i 换言之 ， 

f(zo) 的 值 只 依赖 于 f(z) 在 zo 的 任 一 邻 域 中 的 值 . 

2) 线性 : 对 实数 a,6, 有 

A(af(z) + Bg(z)) = adf(z) + PAg(z). 
3) 非 负 定性 :如 f(X) 在 zo 达到 相对 极 小 , 即 对 zo 的 某 一 邻 域 U, 有 f(z) > f(z0),z EU， 
则 

. Af(zo) > 0. 
4) 椭圆 性 : 根据 下 列 定理 ， 可 认为 刚 是 广义 二 级 椭圆 型 微分 算 子 的 一 般 化 : 
定理 4 设 连续 Feller 过 程 的 广 无 穷 小 算 子 % 在 点 zo 的 某 邻 域 对 连续 函数 pi(i = 


1, ,nn) 及 pipi(i,I = 1,...,n) 有 定义 ， 又 设 F(y,…, yn) 为 任 一 nn 元 函数 ， 在 点 (p1(20),:…, 
on(zo)) 的 某 邻 域 中 二 次 连续 可 微 . 于 是 在 点 zo 上 ， 久 对 沙 数 下 (yp1,… ,wps) 有 定义 ,， 并且 


”OF 1 02F 
AF(p1 pn) = Dj ai 一 十 了 》， 8 一 二 一， (21) 
EE Op: 2 “Opi0y; 


这 里 @ = (pi ~ p00)), bi; = (pi — pl )(p; — pl) lop; = pi(z), fp = pi(z0)), 而 




















aF OF 

Op: Oy: 3 一 eti(zo) 

OF 02F (i = 1,...,n). 

apiapj OyiOyi | pro) 

又 (bi;;) 是 一 非 负 定 矩阵 . 
证 由 泰勒 展 式 有 
FF(P en) 一 Fe 0,. 0) 
oF 
= 2 Be:+ : 1 Bp (1 + ej)AiAy, (22) 
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其 中 Ai = yi ~- p19, 导数 均 如 上 述 ， 取 于 点 (人 ,pt) 上 ， 并 且 当 p; 一 et9( 因 而 当 
2 一 2Z0 时 ) ci = eai(er on) 一 0. 以 此 代入 (19), 得 


oF 人 ,AiHr(zo,dz) 








WF (pp = ,mn. {> Bp; Cul(zo) 
oF fo 人; A jlvu( (zo, dz) ; > 02 F fo vt, or) 
2 > OpiOp; Cr(zo) 二 OpiOp; Cul(zxo) . 


根据 定理 条 件 ， 第 一 、 一 项 分 别 趋 于 2 部; 5 及 1 bi;; 第 三 项 则 趋 于 0. 事实 上 


pi 








1 
一 -一 一 一 2 iAjII 由 ,ad 
Gv (zo) ,ssa 了 v(xo x) 


1 
< i 放 | 一 一 一 AU ,dx) x [a3n Zo) dr 
9 aly ot |, Soe) V oy yt vw0,de), 


右 方 第 一 项 趋 于 0, 而 后 二 项 由 于 假设 是 有 界 的 . 
最 后 避 ;j bi 和 i 和 = Uh(zo), 其 中 








he) = [DXeile) -pileo))] 


既然 h(z) 在 zo 达到 相对 极 小 ， 故 由 性 质 3) 即 得 


》 by > 0. 口 
61 . 


85.2 一 维 连续 Feller 过 程 


(一 ) 设 集 五 为 已 中 某 区 间 ( 闭 或 开 、 有 界 或 无 界 ),{z(t,w),t 之 0} 是 以 已 为 相 空 间 的 
连续 Feller 过 程 ， 关 于 此 过 程 ， 点 zo e E 称 为 向 右 (或 向 左 ) 点 ， 如 对 某 +> 0, 已 (z(t) > 
Zz0) > 0( 或 已 o(z 的 < zo) > 0.8 中 的 点 可 分 成 四 类 : 

纯 向 右 点 : 向 右 而 不 向 左 ; 

纯 向 左 点 : 向 左 而 不 向 右 ; 

正则 点 : 既 向 右 又 向 左 ; 

套 点 : 既 不 向 右 又 不 向 左 . 

我 们 的 目的 是 研究 &j 在 各 类 点 上 的 表现 . 

如 z 是 套 点 ， 则 如 上 节 所 述 

Af(z) = 0. (1) 
如 zo 不 是 优点 ， 那 么 根据 上 节 引 理 3, 存在 zo 的 邻 域 ro, 使 m(z) = Br < oo(z e U0). 由 
于 五 的 一 维 性 及 上 节 (20), 得 知 


Af(z) = ~ lim P2[j(zz) — f(z 
(x 


11 pom(z2)— m 


+pilf(z1)— f(z)] 
rT) + pilm(z1) ~ m(z)] 





(2) 
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对 ze Uo 成 立 ， 其 中 
pi= PCz(Tr) = 2i) = v(x,7i), 1= 1,2, 
rEU = (x1,72). 
因此 ， 如 z 为 纯 向 右 点 ， 则 pi = 0,pa = 1,(2) 化 为 
=] f(r2) = f(z) ~_nD+ zx): 


同样 ， 如 之 为 纯 向 左 点 ， 则 pi = 1,p2 = 0,(2) 化 为 
stf(z) = lim EN Ef pi f(s). (4) 


rx11zx m(z1) 一 mr(z) 


换言之 ， 在 纯 向 右 ( 左 ) 点 上 ， f(z) 是 了 关于 m 的 一 级 右 ( 左 ) 导数 的 负数 ， 

(二 ) 剩 下 来 只 要 求 出 &f 在 正则 点 > 上 的 表现 . 为 此 要 作 相 当 多 的 准备 工作 ， 这 些 工 
作 也 有 独立 的 意义 . 

定义 函数 


站 二 {7 如 右 方 集 不 空 ， , 


co， 其 它 情况 ， 
试 证 它 是 一 随机 变量 ， 因为， 只 要 注意 
To0a)(w)， 如 z(0,w) <a, 
Ta(w) = | T(a,o0) (w)) 如 z(0,w) > a, 
0， 如 z(0,w) = ca. 
即 得 . 
(Ta & 0) = (2(0) < a,T(Lo0,0) < OU (x(0) > a Ta,00) & OU Wa, (6) 
其 中 a O70 或 空 集 ， 视 0<c 或 0>c 而 定 ， 故 (7s < c) 可 测 . 
再 


忆 ) ) = Pz(Ta < oo)， 
plz,a ( ) | 四 


p(xz,a,b) = P,(Ta < 7), 


因此 p(z,a) 是 白 z 出 发 ， 终 于 要 到 达 a 的 概率 ， 而 p(z,a,5) 是 自 z 出 发 ， 在 到 达 b 以 前 先 
到 达 a 的 概率 . 
引 理 1 如 a<z<y<b 或 4>z>y> 纪 则 


p(y,4) = p(y, 7)p(z, a), (8) 
ply, a,b) = p(y, x, b)p(z, a, b). (9) 
证 由 (zx(0)=y,Ts <00)= (2z(0) = 四 mm<oolnb (Ts < oo), 得 
Py(Ta < 00)= Py(z(0) = Y,Ta < 00) = Py(Ts < 00,07, (Ta < oo)) 


= 人 Pb (Ts < o0)|N;)P,(dw) 
(re<oo) 


= / Pars) (Ta < 00)Py(dw), 
(Tz <00) 
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但 因 zf(Tz) 一 艺 ， 故 右 方 化 为 P,(7z < co) “ Ps(Ta < co)， 得 证 (8). 
同样 ， 由 


{z(0) 一 V, Ta < 75} 一 {z(0) 二 YTr < Tb} 门 0 (Ta < 76) 
仿 上 对 7 用 强 马 氏 性 便 得 证 (9), 这 时 会 碰 到 的 新 问题 只 是 要 证 (7 < 7w) € Ni,, 此 事实 由 
(Ts < mm)(r 0) = (存在 u < cc, 使 z(w) = zi 并 对 一 切 v <u 有 z(v) 关 5) EN 


见 是 正确 的 ， 口 
引 理 2 如 p(a,b) > 0， 则 对 一 切 TE (a,b), 有 ErT(a,b) < 00, 
证 由 (zx(0)=a,7 tC(r(0)=a,7s <t,0,7 <1t) 得 


P(e < t) < 已 (Te < t,07, 76 < t) 三 | Pa(Br,7e < tINr, ) Pa (dw) 
(Ts &t) 


一 P, (7 < t)P, (Ts < t), 


故 
Pa,(Te < t) < P.(7 < 1), 
即 
P(r > 1t) > Pt(7, > 4). 
既然 在 z(0,w) =z € (a,b) 时 ， Teb = min (7a,7%) < 7, 故 
P(r(as) > t) < Pn > 4) < Pln > 有 
由 假设 得 


,im Pn>t)=P(n=0)=1-p(a,b) < 1 
一 De 


因此 必 有 某 t 使 P,(Ts > t) =1—a< 1, 从 而 对 一 切 TE (a,b) 有 P,(T(a,b) > t) < 工 一 Q. 然后 
仿 上 节 引 理 3 之 证 即 得 ， 
Es Ta,b) < ~ — <o0,7€(a,b). 口 


引 理 3 如 a<z<b 或 a>zx>。b, 而 Be 则 p(w,0) =0. 
证 为 确定 计 ， 设 a<z<b. 令 


工 : = (z: z<a+ 2)， T'» = (2:2>6- "2). 





称 轨道 z(t) 在 TT 以 前 从 Ts 到 达 Tn 次 ， 如 存在 2 个 点 0 入 si < 和 <sa< 妇 < .<sn< 
tn 了 ,使 
z(si) ET2, z(ti) ET (i=1,2,...,n), 


但 不 存在 2(n+1) 个 如 是 的 点 ， 令 
A=(w:7(0,w) = 7, Ta(w) < co)， 


An = (w :wE 4， 在 76(w) 以 前 , z(t, ww) 从 Ta 到 达 T] nN 次 )， 
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Ten)(w) 一 inf (7 : zr(T, w) = z, 在 T 以 前 ， 存在 2n—1 个 点 
OKsl<ti<s2<to < < Sn, 使 z(si) ET,, z(ti) ET 
但 不 存在 更 多 的 如 是 的 点 ) 
(如 上 式 右 方 集 空 ， 则 令 7((w) = oo0). 注意 
A= U An, An, CC Do Ao. 
n=0 


易 见 7"™(w) 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 ， 又 z(7™) = z, 故 回忆 mr = (7 < co), 便 得 


已 (940) = Pr (Ren) O76n) Ao = / P; (O(n) AolN;cn) )Pr (dw) 
7(n) | 


= P(Ao)P, (Qn)). 
但 根据 假设 p(x,a, b) 一 0， 故 已 (4o) = 0, 于 是 
P(A,) < 已 (9 Ao) =0, 


P(4) = > P(4。) = 0， 口 


引 理 4 设 pla,8)>0. 如 a<b 则 lim Pp(z,b,0)=4 如 a>%b, 则 lim plz,b,0) =1. 
证 为 确定 计 ， 设 a<b 又 a<z<zi<z2 < <b cnnb 如 zx(0,w) = zx, 则 


Tr < Tos < < To, < To. (10) 


设 4=(m<m)4n= (7 < To). 显然 4 EC 站 4 今 设 we ( AN An) \4, 则 z(t,w) 关 a 对 
一 切 t < Tc,(w)(n > 1) 成 立 ， 因 z(rz。) = 故 z(t,w) a 对 一 切 t & T(w) = lim 72,(w) 
也 成 立 ， 如 说 r(w) < oo, 则 由 过 程 的 连续 性 及 z(7。,) = zn, 将 有 z(7) =5b, 此 表 we 4 而 与 
wEA 矛盾 ， 从 而 7(w) = oo. 由 于 we hn (一 切 台 , 故 m(w) > 7(w) = oo, 并 县 由 (10) 还 有 
m(w) = co. 由 此 得 
Ta (Ww) = min(Ta, Ts) 一 oo。 
然而 由 引 理 2,P(roo(w) = co) = 0, 结合 上 述 便 得 Pp.((N hw)\4) =0, 或 (4) = 
lim Pe(An), 亦 即 
p(x, zn,a) — p(r,b, ay). (11) 
由 (9) 
p(z,b,a) = p(z, zn, a)p(zn,b, a). (112) 
既然 由 引 理 3 可 得 p(z,5,a) > 0( 否 则 p(z,6) = 0, 于 是 p(a,5) = pla,z)p(z,8) = 0). 由 此 及 
(11), (111) 得 p(x;,b,a) 一 1. 口 | 


引 理 5 设 a<b. 如 pla,b) >0, 则 [a,5) 中 一 切 点 都 是 向 右 点 ; 反之 如 [fw 中 中 一 切 
点 都 是 向 右 点 ， 则 pla,6b) > 0. 


149 . 





证 先 证 一 简单 事实 : zo 不 是 向 右 点 的 充分 与 必要 条 件 是 :对 一 切 z > zo,pl(zo,z) = 0. 
实际 上 ， 如 zo 不 是 向 右 点 ， 则 对 任 一 固定 的 上 > 0, Poo(z(t) > ro) = 0. 由 过 程 的 连续 
性 ， 对 任 一 z > zo, 取 == 2, 得 


p(zo,z) < 已 (存在 有 理 数 " 使 z(r) > zo +e) < 》) Po(z(r) > zo) = 0. 


友之， 如 对 某 上 > 0, 有 Pso(z(t) > zo) > 0, 则 因 im P,, (= > zo 1) = P(x(t)> x0) > 0， 
故 存在 no, 使 Po (z(t) > zo+ 击 ) >0. 令 z= zo 二 去 , 即 得 


1 
p(xo, T) > Pr, (zt) > 2Z0 十 元 ) >0. 


今 证 引 理 第 一 部 分 ， 如 说 不 然 ， 存 在 xo € [a,5b), zo 不 是 向 右 点 ， 于 是 p(a,6) = p(a, zo) 
xp(z0,b) = 0, 与 假设 矛盾 . 

下 证 第 二 部 分 ， 先 注意 如 zo 为 向 右 点 ， 则 存在 z1 < zo < zx2, 使 plzl,zz) > 0. 实际 
上 ， 由 定义 存在 某 t, 使 Pi,(z(t) > zo) > 0. 故 如 上 证 ,存在 点 za > zo, 使 Po(z(t) > zz) > 0. 
由 上 节 引 理 2, 存在 。 > 0, 使 对 一 切 z e (zo - ezo+e 有 P(xz(t) > z2) > 0. 今 任 选 点 
ZX1 € (zo 一 ezZo), 得 p(x1,7z2) > 0. 

如 [a, 引 中 一 切 点 都 向 右 ， 则 对 每 一 zo e [c, 昌 存在 (zi,z?) 包含 zxo, 而 且 p(x1,2z2) > 0. 
由 这 些 区 间 中 可 挑选 有 穷 多 个 (z 中 ,z 外 )(i = 1,…,n) 掩盖 fo 中 既然 plz 名 ,z 包 ) > 0, 故 由 
(8) 即 得 所 欲 证 ， 口 . 

我 们 说 过 程 z(t,w) 在 [a,9] 上 是 正则 的 ， 如果 p(a,5) > 0,p(b,a) > 0. 由 引 理 5, 为 此 必 
须 (a,8) 中 一 切 点 都 是 正则 点 ; 只 需 [a, 引 中 一 切 点 都 是 正则 点 . 

引 理 6 如 连续 Feller 过 程 在 [a,9] 上 是 正则 的 ， 则 函数 p(z) = p(z,b,a) 连续 ， 单 调 上 
升 ， 而 且 


li =0,， 1 =1; 12 
im Pz)=0, lim P(r)=1; (12) 


又 对 于 任意 a。 < zl <z < zo<b 有 


P(x2) — p(7) 


Pl® 1 2) = a) = pei) 03) 
证 设 a<z<y<b. 由 (9) 
Pl,b,a) = plz,y, a)p(y, b, a), (14) 
即 
p(T) = pl7,y, 2)p(Y), (15) 


故 p(z) < p(y). 今 证 p(z) < p(y)， 否 则 如 说 p(z) = p(y), 则 必须 或 者 p(z,y,a) = 1 或 者 
p(z) = p(x,b,a) = 0. 在 前 一 情形 ， 由 引 理 2 得 p(x,a,y) = 1 一 p(x,y,a) = 0, 由 引 理 3 得 
P(X,0) 二 0, 帮 p(b,a) = p(b,z)p(z,a) = 0, 与 假设 矛盾 . 在 后 一 情形 , 仍 由 引 理 3 得 p(z,b) = 0， 
故 p(a,4b) = p(az)p(z,b) = 0, 也 与 假设 矛盾 . 

(12) 则 由 引 理 4 推出 (为 证 (12) 中 第 一 式 ， 只 要 对 p(z,a,8) = 1 一 p(z,b,a) 用 引 理 4 
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其 次 ， 再 由 引 理 4 lim Pp(z,y,0) =1(a<z < 由 (15) 得 ,lim p(x) = p(y), 从 而 得 
证 p(z) 的 左 连续 性 ， 类 似 地 ， 令 ae<z<y < 六 由 
p(y, 4,b) = DT b)p(z, a, b), 


得 slim p(y,0,b) = P(r,0,b) = 1 ~ p(7), 故 1~p(z), 因 之 p(z) 是 右 连续 函数 . 这样 便 证 明了 
p(z) 的 连续 性 . 











最 后 ， 根 据 (9) 
P(r, T1072) = De = i (16) 
另 方面 由 (15) 
p(z, x2,0) = A p(z1, x2,0) = BD, (17) 


由 (16),(17) 即 得 (13). 口 
现在 已 可 求 出 入 在 正则 线段 [a,9] 的 内 点 > 上 的 表达 式 . 取 xz e (z1,z2) C [引用 
pz,zlz2) 及 1 一 p(z,z1,7z2) 代 夫 (2) 中 的 pi,pz, 并 利用 (13), 即 得 
' 了 (rz -f/f I f(z1 一 下 也 
gf(z] = —, lim A ea (18) 
70 PE — PEN 
(18) 右 方 可 以 简化 . 下 面 证 明 ， 右 方 极限 是 f 关于 二 单调 函数 的 广义 二 级 导数 . 为 此 需要 
下 面 的 . 
引 理 7 设 z(t) 为 连续 Feller 过 程 ， 在 [a,4] 正则 ， 并 设 p(z) = pfz， b,a),m(z)=E ZT(ab): 
于 是 m(z) 在 (a,b) 上 连续 ， 右 导数 


tm(zs)= 1 m(y) — m(z) 
Dr ms) = yo p(y) — p(z) 


对 任意 z e (a,85) 存在 ， 右 连续 而 且 单 调 下 降 ; 左 导数 


_ , . m(y) — m(z) 
Dr mh) = ,Bo ply) ple) 
对 任意 ze (a,6b) 存在 ， 左 连续 而 且 单 调 下 降 . 
对 每 z e (a,b), 如 至 少 有 一 函数 Dim(z) 或 Dr5m(z) 连续 ， 则 Dim(z) = D> m(z). 
证 由 引 理 6, p(z) 有 反 函 数 为 9(z), 即 方程 z = p(z) 有 唯一 解 为 zZ =9(z). 令 元 (z) = 
一 ml[q(z)]. 取 0<g zi<z<z <1, 并 令 2 = gq(z1),z = d(z),za = 二 gq(z2). 于 是 as zi<zr< 
z2 &b. 根据 上 节 ， (101), 得 


m(z) — p(x, z1, T2)m(z1) 一 p(z, 2, T1)m(r2) = ET(z,,z2) > 0， (181) 


由 0 有 (za) -pl zo) ney 
plXs2 一 了 AZ z I DLAZ1 
plz2) plzr) "(T+ 


ml(z) 
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以 上 述 zu z,za 的 值 代 入 ， 得 


~ 2D 一 乙 之 一 ZZ] ~ 
元 (2) < 过 一 一 遍 (z) 十 1 i(z2). 
Z2 Z2 一 Zl 








1 


因而 郑 数 讽 (z) 在 [0,1] 上 为 凸 函 数 ， 非 正 ( 见 上 面 讽 (z) 的 定义 ), 故 有 上 界 . 由 不 等 式 论 知 

1 , 这样 的 也 数 在 (0,1) 连续 ， 左 、 右 导数 处 处 存在 ， 它 们 是 单调 上 升 聘 数 ; 而 且 只 要 有 一 

个 导数 在 点 z 连续， 那么 二 导数 便 在 此 z 上 相等 ; 此 外 ， DD; 击 (z) 左 连续 而 D+ 元 (z) 右 连 
为 了 完成 引 理 的 证 明 ， 只 要 把 反 函 数 还 原 ， 得 m(z) = 一 元 [p(z), 并 注意 


Di m(z) = ~D#Amh(z), Dim(z) = -Dzm(z) 


好 可， 口 


现在 可 得 到 最 后 的 结果 . 
定理 1 设 z(t) 为 连续 Feller 过 程 ， 在 [cb 正则 ， 令 


p(z) = p(z,b,a), m(z) = ErrTa,), 
ni(z) = —Dim(z), n_(z) = -Dzm(z). 
如 fe Da, 则 对 任意 xz € (a,b), D+ f(z) 存在 而 且 右 连续 ，D; f(z) 存在 而 且 左 连续 ; 此 外 ， 
如 在 点 z 上 有 ni(z) ==n-_(x), 则 Dzf(z) = D5 f(z). 在 (oa 中 
f(z) = Da Dr f(z) = Da DH f(z). (19) 
证 由 (18) 及 引 理 7 


f(z2) — fz) _ fr) = fe) fo) nfs 
[gee pe pe) pe = [n+(z) — n-( )]af( )， (20) 


ZI1 一 了 一 0 
Z2 一 工 十 0 
故 lm 级 3 加 及 lim ， 仍 于 后 存在 ， 分别 记 为 D#f(z) 及 D5f(z), 它们 在 zs (y: 


n+( 幼 二 9-( 幼 ) 上 相等 造 二 连续 函数 


FU) = f(y) ~ f(x) — Ds f(z)lp(y) - P(z)]， | (21) 
CU = —m(y) + m(z) — n(x){p(y) — p(2)]. 
显然 G(z) = 0. 又 对 y > zx, 由 引 理 7 得 
DP5G() = n_(y) —n_(r)> | 
(22) 
D; G(Y) = n+(Y) —n-(z) > 0， 
故 G(y) > 0. 
在 (18) 中 ,， 令 z1 一 x-0 得 
= lim Ey) 
2f(7) = sm, G(y) (23) 





1 风 Hardy, Littjewood,Polya,Inequalities,1934,83.18. 
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如 果 对 上 式 能 用 罗 比 塔 求 极限 的 方法 ， 即 如 能 证 
im Dp Fy) = lim Fly) = lim DpF(Y) (24) 
y—z+0 Di G(y) yz+t0G(y) vy—z+0 Dz Gy) 








则 由 (23),(21) 得 











人 天生 全 于 ， (3) 
于 是 得 到 (19) 中 前 一 等 式 ， 其 次 ， 由 于 nj 的 右 连续 性 ， 由 (25) 得 
Di f(z +0) ~ Dy f(z) = mr(z) 一 nm-(z]af(a) 
将 此 式 与 (20) 比较 ， 得 D+f(z +0) = D+ f(z), 故 知 D+ f(z) 右 连续 . 
为 证 (24), 设 lim ,个 2 多 不 存在 而 有 
im DF) Er EF (26) 
yo DFG(Y) ym2t0 DFG(Y) 
令 p(y) = F(y) 一 cG(y), 由 (18) 可 见 
&p(z) =0, Am(z) = -1, AK =0 (27) 
(K 表 恒 等 于 常数 K 的 函数 ), 故 由 (21) 得 
&o = Af + ce. 


其 次 ， 根 据 (26) 可 见 对 任意 z2 > z, 函数 Dyp = DiF -cD#G 在 (z,z2) 中 要 改变 符号 . 
故 存在 yn 一 + 十 0, 一 ?十 0, 使 在 y 上 ， wly) 达到 相对 极 大 ， 而 在 上 p(y) 达到 相对 
极 小 ， 由 上 节 所 述 非 负 定 性 得 p(yn) < 0, Up( 风 ) > 0, 从 而 f(yn) < 一 ce, 名 f( 太 ) > -ce, 改 
f(z) = 一 c. 最 后 一 式 应 对 任 一 满足 (26) 的 c 成 立 ， 这 显然 不 可 能 ， 于 是 得 证 极限 


D+F(y) jm D+ f(y) ~ D> f(z) 








GO (9 
存在 ;类 似 地 可 证 极限 
DjFY) » D>f(y)- Dsf() 
so Dr Gy) -vio ny) na) 9) 


存在 . 以 N 表 ni(z) 的 连续 点 = 的 集 , 既然 在 处 处 稠密 集 N 上 ，D; f(y) = D+ f(y),ny(y) = 
n- (9), 故 自 W 中 取 一 列 y, 一 z+0, 即 知 极限 (28) 与 (29) 相等 ， 为 求 出 此 公共 极限 值 ， 令 


YY) = FN)G(z2) 一 GO)E(za) (2 & y & 2). 


由 (21),%(z) = Ww(z2) = 0, 故 yw(y) 在 [z,z2] 的 某 一 内 点 Y 上 实现 极 大 或 极 小 ， 在 第 一 种 情 
况 下 ，Dzw(ly)> 0> D+yw(y), 从 而 由 (22) 

Di F(y') _ F(x2) Ds PF(Y) 

DiG(y) G(rz2) ~ D5G(y) 











: 153 ， 





在 第 二 种 情况 下 ， 不 等 式 反 向 . 但 上 面 已 证 明 上 式 二 端 当 za 一 z+0 因 而 多 一 z+0 时 趋 
于 同一 极限 ， 调 中 间 项 则 办 (23) 而 趋 于 f(z), 由 此 及 (21) 即 得 证 (24). 

于 是 (19) 前 一 等 式 及 D# f(z) 的 右 连 续 性 完全 得 以 证 明 . 

类 似 地 ， 代 杰 (21) 而 引进 


F(y) = Jo — f(r) — Di f(x)lp(y) — p(2)], 


GO = —m(y) + m(z) — n+ (x) p(y) — p(2)), 


同样 可 证 明 (19) 后 一 等 式 及 D- f(z) 的 左 连续 性 ， 口 

表达 式 (19) 可 以 改进 ， 为 此 ， 我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 8 设 在 区 间 (al,az) 中 ， 函 数 F(x) 右 连 续 ，?v(z) 上 升 而 且 右 连续 ， 如 对 一 切 
ZE (aa2) Di F(z) 之 0, 则 F(z) 在 (ai,az) 中 不 下 降 ， 如 对 一 切 ze (ci,az) 有 Dj;F(zx)=0, 
则 在 (ci,az) 上 ，F(z) 取 常 数值 . 

证 先 设 对 一 切 z e (a1,a2), 有 DRF(z) > 0. 取 al<a<b<aa, 并 令 


c=inf(z:a<z<b;F(z) < F(Ob)). 


如 果 说 c > a, 则 由 的 右 连 续 性 有 Fl(c) < F(b). 但 当 y Te 时 ， 2 一 DzF(c) > 0. 
由 此 及 wv 的 上 升 性 ， 存 在 5 > 0 使 对 一 切 y e (c 一 6c) 有 Fly) < Fl(c) < Fb), 这 与 c 的 定 
义 巴 盾 ， 因 此 Pa) < F(b), 而 下 不 下 降 . 

今 设 对 一 切 zx € (ql,a2), D7 了 F(z) > 0 对 se > 0, 定义 (zr) = F(z) + ev(x), 于 是 
D; Fe(z) = Di F(z)+e >0. 如 上 所 证 ，Fe(a) < Fi(b). 令 e 一 0, 得 F(a) < F(b). 

第 二 结论 由 第 一 结论 推出 .。 口 

引 理 9 在 (a1,a2z) 中 ， 设 函数 f(z) 连续 ， vw(z) 及 F(z) 右 连续 ， 又 设 v(z) 上 升 ， 则 
以 下 三 式 


f(z) 一 D, F(z) 对 一 切 x € (01, a2)， (30) 
f(z) = DoF(z) 对 一 切 rz € (a1,@2), (31) 
f(z)dv(z) = F(b) — F(a) 对 一 切 cl <a<b<as (32) 


(ab 
相互 等 价 
证 象 普 通 数学 分 析 中 证 法 一 样 ， 由 (32) 可 推出 (31), 从 而 (30). 故 只 要 证 自 (30) 可 
得 (32). 取 a E (al,a2) 而 令 


G(x) =/ (yao(y) (al <z < a2). 


如 刚才 所 证 ， Dr G(z) = f(z) = Dj 了 F(z) 对 一 切 ze (a1,a2) 成 立 ， 故 Dj[G(z) - F(x)] = 0. 
显然 G(z) -F(z) 右 连续 ， 故 由 引 理 8, G(z) - F(z) 等 于 常数 ， 从 而 得 证 (32). 口 
现在 简写 (19) 中 的 n+(z) 为 n(z), 由 引 理 9 得 


af(z) = Ds D+ f(z). (33) 
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如 果 注 意 除 在 n(z) 的 断 点 (其 数 可 列 ) 上 外 ， Dr+f(z) = Dpf(z), 则 (33) 还 可 写 为 


其 中 如 z 是 n(z) 的 断 点 ， Dpf(z) 由 右 连续 性 补 定义 . 

(三 ) 定理 1 中 考虑 的 是 闭 区 间 ， 现 在 来 研究 开 区 间 情 形 . 由 正则 点 的 定义 ， 可见 全 体 
正则 点 集 是 开 集 . 根据 开 集 的 构造 理论 ， 此 集 可 分 解 为 互 不 相交 的 区 间 的 和 ， 称 它们 为 正 
则 区 间 . 我 们 的 目的 是 在 这 些 区 间 上 来 研究 过 程 . 

为 此 先 注意 分 析 数 学 中 的 一 结果 : 设 在 区 间 (Qi,a2) 中 ， 函 数 F(z) 连续 ， v(z) 连续 
而 且 上 升 ， 又 f(z) 右 连 续 而 且 有 界 . 于 是 二 关系 式 : 


f(z) = D+F(z) 对 一 切 z € (al az)， 1 (35) 
广 f(z)dv(z) = F(a2) — F(ai) 对 一 切 cl < al < az < az (36) 


是 等 价 的 .事实 上 ， 由 (36) 显然 得 (35); 而 自 (35) 推出 (36) 则 只 要 利用 Lebesgue 定理 . 
定理 2 设 (a1,az) 是 正则 区 间 ， 则 必 存 在 上 升 函数 u(z) 与 v(z), 使 
(i) v(z) 连续 ; v(x) 右 连续 ; 
(i) 对 任意 al < zl < ra < az, 有 


u(x) — u(r1) 


P(x, T2, T1) = uz2) — u(z1)’ (37) 
m(zo1 22) = TE [ulzi) — wza)] -wz 一 oz (38) 
u(x2) — u(x1) 
其 中 ml(z, ZX1, T2) 一 EsT(z, zs) 而 
wf{z) = [ vy du(y) (al < a < az); (39) 
(这 ) 对 任意 函数 fe Da, 有 
Af(z) = D,D, f(z), (40) 
这 里 .Duf(x) 在 无 定义 的 点 上 按 右 连续 性 补 定义 ， 
证 考虑 二 点 列 an | al, Bu Taa. 记 
Ak 一 (ak Bk), DPk(z) = p(x, By, ok), 
mp(L) = Mm(z, ok, Bk), np(T) = —Dpe me(7). 
由 (13) 及 (181) 得 
二 Pk+1(T) 一 Dk+1I(ak) 
Pet) PE+1(Bk) 一 Dk+i(ak) (41) 


me(T) = mgt1(7) — pe (TMi (BE) ~ [1 — pe(T)]meri (og). (42) 
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由 此 二 式 立 得 





Pk+1(T) = CKPDK(Z) 十 dk, (43) 
papi(z) = Lnn(z) 4 en, (44) 
Ck 
其 中 
Ck = Per1(Bk) — Prt1(Qk) > 0, dk = Pk+1 (Qk), 
mg+1(BkE) 一 rnkHi(ak) 
Pke+1(Bk) 一 Ph+li(ak) 

对 TE Ar, 今 


(7) __ DPK(Z) 一 pk(O1) 
pk(B1) — pk (01)” 
v(x) = [ng(z2) — ng (a1)] [pe(B1) — pr(01)]. (46) 


由 (41) 可 见 w(z) 不 依赖 于 k; 再 由 (44) 及 (41) 知 v(z) 也 不 依赖 于 显然 ，w(z) 及 v(z) 
都 上 升 而 且 满 足 (i),(ii). 剩 下 要 验证 (让. 根据 定理 前 的 注意 事项 ， 并 利用 (46), 得 


-= 人 | owauly) = ety) nx (on)]dpr(z) 
= mx(z) — mx(0a) — nx(an) [pr(z) — pe(o)]. (47) 
对 任意 ai < zi < rs < az, 可 找到 Ak 2 (x1,x2). 类 似 于 (41),(42), 得 
p(x, z2, 71) = cp (x) +d, (48) 


m(zx, z1, 22) = mg (x) + gpxr (7) + 1 (49) 
其 中 c,d,g,i 为 常数 ， 比 较 (48),(45) 及 (49),(45),(47), 即 得 
p(x, rz2,71) = cu(rz) + d’, 
m(z, zt1, 72) = wr) + kv(z) + VL. 
根据 条 件 p(z1, 22,z1) = 0,p(x2,z2,T1) = 二 1 及 m(z1,z1,7T2) = 0, m(z2,X1;z2) = 二 0 以 定 出 常数 
cd 后 ， 即 得 (37),(38). 口 
注 不 难 验证 ， 如 &z), zz) 为 另 一 对 满足 定理 中 条 件 的 函数 ， 则 必 (x) = cu(z) 十 风 
V(x) = iv(z) 十 e, 其 中 c,d,e 为 某 些 常数 . ， 
实际 上 ， 由 (37) 得 
u(Z) ~ uz) U2) — u(x1) 


uz2) — uz) U(r2) — Lx)’ 
攻 (xz) = cu(z) 十 dc > 0. 其 次 ,固定 一 如 此 的 站 z) 而 设 攻 (zx) 满足 (38), 则 得 


Ee) ~ 2(z2)] = [wlz1) ~ w(z))] 


_ UT) ~ Hp) SB(z ~ wr2)] 一 [wo(ci) — (zr 
le) ~ Se2)] ~ [Bolen) ~ Ga) 
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利用 w(z),z(z) 间 的 线性 关系 ， 化 简 此 式 即 得 
wz) 一 w(z) 十 ju(z) 十 由 


f,9 为 常数 ， 以 (39) 及 5(z) = 万)da(y) 代入 上 式 ， 即 得 (zx) = to(z) 二 e， 
$5.3 ”样本 函数 的 连续 性 条 件 


(一 ) 在 $3.2 中 ， 对 一 般 过 程 叙述 了 保证 样本 函数 以 概率 1 连续 的 充分 条 件 ， 对 马 氏 
过 程 ， 属 于 这 一 类 的 结果 有 下 列 bmxwa-Kinney 定理 ， 它 不 能 自 $3.2 中 的 定理 推出 . 这 里 
条 件 加 在 转移 概率 上 . 

设 相 空间 为 (EB, B81), 已 为 Ri 中 某 Borel 集 ， Bi 为 五 中 Borel 子 集 全 体 ， 为 符号 简单 
计 ， 只 考虑 已 = 已 . 其 余 情 况 类 似 、 对 每 re E, 引入 记号 


Us(z) = (¢ — e+e), Ve(z) = EB\Ue(s). 


设 p(s,z : t, 4) 为 马 氏 过 程 (不 必 限 定 齐 次 ){z:(w),t € T} 的 转移 概率 ， 这 里 工 是 任 一 有 
界 或 无 界 区 间 ， 此 转移 概率 在 N* 上 产生 的 概率 测度 仍 如 前 记 为 Ps(4), 4 Ee Ns*. 对 任意 
E>0,h>0, 令 


pe(h) = p(s, 27; 8+ As, Ve(7)). (1) 


sup 
LIEBE;sET,s+AsET:; 
0<As<h 


粗略 地 说 ， “ype(h) 其 小 ” 表示 : 在 其 短 (< h) 的 时 间 中 ， 质 点 位 移 很 大 (> se) 的 概率 关于 
z 及 :均匀 地 小 . 
自然 想到 ， 当 ye(h) 小 到 足够 的 程度 时 ， 样 本 函数 由 于 在 短 时 间 内 不 可 能 有 很 大 振幅 
而 成 为 连续 函数 ， 这 思想 的 精确 化 是 下 面 的 ， 
定理 1 (brarwma-Kinney) 设 马 氏 过 程 {xi(w),t ET} 可 分 ， 而 且 对 任意 => 0 
lim et) - 


lm =0, (2) 


则 样本 函数 在 上 以 概率 1 连续 . 

证 如 83.2 所 述 ， 只 要 对 有 界 的 T= [a,4] 证 明 ， 注意 ， 如 (2) 对 工 成 立 则 对 人 CT 
也 成 立 ， 以 下 以 R 表 可 分 集 . 

对 正 数 =, 以 4。 表 事 件 : 


4。 =(w: 对 任意 5 > 0, 存在 pe Re 
使 |p gq| < 5jzp(w) — za(w)| > 6). 


显然 和 jn C Aiy(n4y, 而 且 事件 U4i。 重合 于 事件 


吃 = (w :zi(w) 在 R 上 非 均 匀 连 续 ). 


因此 ， 只 要 证 对 任意 固定 的 e>0 
P(A.)=0 (3) 
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(参看 83.2(7) 及 其 下 一 段 话 ). 
引进 下 列 随机 变量 : 对 有 穷 或 可 列 集 M CT, 定义 
W(M)= sup |z,s— Zil; (4) 
sEMtEM 
对 任意 的 区 间 A CT, 令 
Wu(A)= W(M NA); 
对 任意 的 定数 5 > 0, 定义 
Wa(6) = sup WMA)， (5) 


其 中 |A| 表 人 之 长 . 注意 ，(5) 式 右 方 参与 取 上 确 界 的 随机 变量 不 多 于 可 列 多 个 , 故 Wa (6) 
也 是 一 随机 变量 显然， 事件 {Wm(6) > e} 重合 于 事件 “存在 pe M,ge M, 使 lp 一 gq <56 
而 且 |zp(w) 一 zo(w)| > e”. 故 


4 =[ {Wald) > e}. (0) 
6 
注意 ， 右 方 括号 中 事件 随 5 1 0 而 下 降 ， 故 右 方 诸 事 件 之 交 确 是 一 事件 ， 如 果 能 证 明 
P(Wa(6) 2 6) < 名 Jeep 四 


则 由 (6) 及 (2) 
P(A.) < P(Wa(6) >e) 一 0 (6 一 0)， 


即 P(4。) = 0 而 定理 得 证 ， 因 之 问题 归结 为 证 明 (7). 
分 成 三 步 : 
(A) 先 证 不 等 式 : 对 任何 有 穷 集 TCT 及 任 一 区 间 ACT, 有 


PUTYr(A) > s) 和 29eJ4(|Al). (8) 
把 集 TNA 的 点 排 成 上 升 列 如 < 五 <…'< 如. 显然 有 


E . 
{lz 一 3to| < i=1,.,n} 
C {|zi, — Z| < €,1,7] = 0,...,n} =‘{Wr(A) < e}; 


Pllzs ~ zi < i= 1 n) < P(Wr(A) < e). (9) 
令 P(A) = P(zi。€ 4) (A € B1). 如 能 证 明 对 任意 ze Ri, 有 
f(z) 一 Ps (ee, z| < 2 一 1,: “ 'n) 之 工 一 2pej4(|Al)， (10) 
则 由 (9),(10) 立 得 


P(Wr(A) < > 上 人 f(z) Pi (dz) > 1 2p.a(|Al), 
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此 即 (8). 故 只 要 证 (10). 由 于 


E  - 
{lz -zl< |} C {lz -zl< 3 1 


n~l 
E ， 
U U {le -al< Di= l,l 
T= 


E € 
7x|>- 一 二 11 
|zt。 z| 4 本 zt z| < 5) ( ) 
故 
n—l1 
E [3 
Pe (zt, € vs(5)) < f(z) 十 DPoatle, 一 2| < 2° 
. E ey 
1 一 1 一] |z.— Z|> 7 jz， — Z| < 1) 
n—l 
一 f(z) 十 », Pio,z( Br, A.), (12) 
r=]1 


其 中 B, = {les 一 z| < 一 1 7 一 二 zt ~—Z|> 外 E 人 ， 而 Ai = {2. € v. (4)} ENt. 
由 马 氏 性 得 
Piss(B,, At,) = 上 已 (An)Pos(du) (13) 
注意 对 任意 满足 = 一 y| > 的 ye E, 由 于 U。 (和 )nU( 和 ) = 以 及 | 一 场 | < ]A|, 有 
Py(Ats) < Pw (zts EW (3)) < vesallAl). 


代入 上 式 得 
Pio,z(B,, At) < pes4(|AN) Pe,s(B;), (14) | 


将 此 式 与 (12) 结合 ， 并 注意 诸 B, 不 相交 ， 即 得 
Ps(c EU (5)) < f(s) + pallA)). 
另 方面 ， 因 lio 一声 | < |Al, 由 pya(|Al) 的 定义 应 有 
Ps (we, EUs(S)) 21- wallAD), 
综合 上 二 式 即 得 (10). 
(B) 今 由 (8) 以 证 对 任 一 有 穷 集 T 及 任意 5 > 0, 有 
P(Wr(5) 2 6) < 各 Jon) (5) 


在 = [a,] 中 , 选 点 s0 < si <…< sm 使 s0 = a,siti-8i = 6,b-sm < 6, 则 m6 <|T|,m < ll. 
令 Ai = [si sit2] i 三 0,…,m 一 2, Am-1 二 [sm-1, 英 , 则 对 任 一 区 间 A CT, |A| < 6, 总 存在 某 
Ai, 使 人 ACA;, 故 

Wr(A) < Wr(Ai) < ,Wr(A;). 
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根据 定义 (5) 得 


由 (8) 得 
P(Wr(6) 2e) < P(_max ,Wr(Aj) > 6) 
了 
ml 2|T| 
< > PUWT(Ai)> 6) < 2mpesl|Ajl) < “Hpe/sl26). 
j=1 


此 即 欲 证 的 (15). 
(C) 今 将 可 分 集 尺 的 中 的 点 编号 ， 以 rw 记 前 个 点 所 成 的 集 ， 因 
| Wr (6) 二 sup |zs 一 Zi|， 


tETn,sErn， 
ls—t|<#6 


故 Wr,(5)1Wa(6). 由 (15) 得 
P(Wa(5) 2 6) < Sb ye/a(28) 


此 即 (7). 口 
这 证 明 的 方法 也 是 典型 的 : 为 了 证 明 以 概率 1 具有 某 性 质 (C), 令 4 为 具 此 性 质 的 w 
的 集 ， 将 4 表 为 一 列 事件 4， 的 和 或 极限 ， 而 4 的 概率 容易 算出 或 估计 出 来 ， 然 后 只 要 
证 P(4hn) =0 或 P(4。) 一 0. 
(二 ) 以 上 定理 给 出 样本 函数 以 概率 1 连续 的 充分 条 件 . 现在 来 看 反面 的 问题 : 如 马 氏 
过 程 的 样本 函数 都 是 连续 的 ， 它 的 转移 概率 会 有 什么 性 质 ? 下 面 只 讨论 齐 次 情况 ， 回 答 这 
问题 的 是 Ray 定理 . 
先 把 连续 性 条 件 如 下 弱化 : 设 Y = (wuv)c 瓦 , 称 过 程 {zt(w)jt>0 在 了 中 连续 , 如 
对 任 一 zeV, 有 
P(xzi(w) 对 te [0,7v(w)] 连续 ) = 1, (16) 
这 里 PB 表 测度 Po,z, Ty(w) 如 85.1 定义 ， 显 然 ， 如 {zr(w),t > 0} 是 连续 过 程 ， 则 它 在 任意 
V(C BE) 中 连续 . 
连续 性 条 件 如 上 弱化 有 时 是 很 重要 的 ， 因 为 可 能 存在 这 样 的 过 程 ， 当 它 的 样本 函数 未 
离开 某 Y 前 是 连续 的 ， 但 当 它 到 达 边 界 点 vi 或 v 后 ， 连 续 性 就 被 破坏 . 
自然 想到 ， 如 过 程 在 V 中 连续 ， 则 自 z eV 出 发 ， 在 很 短 时间 内 跑 出 V 的 概率 应 该 
很 小 .这 思想 的 精确 化 就 是 下 面 的 
定理 2(Ray) 设 {z(t,w),t > 0} 是 右 连续 强 马 氏 过 程 ， 在 V 中 连续 ， 则 对 任意 = < 
U 二 (wi,u2) CV, 有 
p(t,z, E\U) = o(t). (17) 


证 如 说 不 然 ， 必 存在 一 列 t,, 4 0,c > 0, 使 
pltn, T, E\U) > 2ct,. 
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定义 
Ti1(w) = {2 如 z(rryw) = ww， 
l co。 其 他 情形 ( 即 z(7w,w) = ws 或 wy = oo 


类 似 定义 72(w). 于 是 4(w),72(w) 都 是 不 依赖 于 将 来 的 随机 变量 .实际 上 ， 由 于 rr 不 依赖 
于 将 来 以 及 (z(zv) = wu1) E Nru, 即 得 


(ni(w) & 5) = (rw(w) & SN (T(r) = wm) EN. 


其 次 ， 显 然 有 
Pi(T1 tn)+ P(r & tn) > P(r(tn) € E\U) > 2ct,,, 


故 左 方 二 项 中 至 少 有 一 项 ， 例 如 第 二 项 ， 对 某 一 子 列 { 攻 } 上 0( 仍 记 此 子 列 为 {tn)), 使 
P(Ts Stn)> et, (c>0,t, 10). (18) 


下 面 将 因此 式 而 产生 矛盾 ， 分 三 步 : 
首先 ， 由 过 程 的 连续 性 及 强 马 氏 性 ， 易 见 对 任何 Ye [z,w2), 有 


P(r &tn)>ctn (c>0,tn 10). (19) 


此 直观 上 由 (18) 而 显然 的 结果 可 如 下 证 明 : 象 定义 6 一样， 用 (wi,y) 代替 上 面 的 U 后 ， 
可 定义 ray 我 们 有 


已 (7 < tn ) < P(r,,, (72 < tn), To,y <itn 


= / 已 (0 (72 < tn)| Nes )Ps (dw) 
(ra,y Stn) 


= Bln < Pd) < P(r < tn), (20) 
(ra2y 入 tn 


其 中 倒数 第 二 项 中 用 了 在 (my 和 如 ) 上 ， z(72y) =y 这 一 事实 . 
其 次 ， 定 义 新 过 程 


y(t,w) = 


{7 ”如 t < Tw(w), 


zx{(TU, w), 如 之 Tu{(w), 


换言之 ， 将 wwa 变 成 吸引 点 后 ， {z(t,w),t > 0} 便 变 成 {y(t,w),t > 0}. 显然 y(t,w) 的 样本 
函数 以 书 - 概率 1(z e U) 连续 于 t > 0, 而 且 界 于 fw] 中 . 令 e= wrz > 0a= z+2c, 则 


Jim P, (Ilys 6) 一 al <e, 一 切 te | 2]) 
=P. (UJ {ly,w) -al < ce, 一 切 te [0， 2]}) 二 1， 
故 当 s 充分 小 时 ， 有 


Pla—-e<yt,w)<at+e, 一 切 te [0,4) > 了 (21) 
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类 似 地 ， 利 用 y(t,w) 在 te [0.s] 中 的 概率 1 一 致 连续 性 ， 得 
an = 已 ( 对 某 一 上 [二 | ,v(t — 1)th) <a 十 e， 


y(ktn,) 一 uz) 一 0 (mn 一 oo). (22) 


第 三 ， 另 方面 ， 利 用 下 式 中 涉及 的 诸 事件 的 互 不 相交 性 及 an 的 定义 ， 易 见 
[eta] 
an > 》 Pla -ce <yt) <ate 对 一 切 te [0,(k 一 1)tn] 成 立 ， 
关 一 1 
而 且 y(ktn) = v2) 
[s/tn) 
= 》 Pu(a -< z(t)<ate 对 一 切 te [0,(k 一 1)tn] 成 立 ， 
k=1 
”而 且 存 在 s € {((k 一 了)tn, ktn], 使 2(s) = 2). 
简 记 最 后 括号 中 前 一 事件 为 A(_1)e, 后 一 事件 为 B& Do, 则 上 式 右 方 项 
[fe (k—1)t NM. 
= P,(BE- D's| Ne ) Pa(dw 
2 | 人 Rtn | 人 忆 ) 人 ) 


[s/tn] 


= VV / Po((p_ye) (Bo )P,(dw). 
k=1 A(k—itn 


但 当 w eA, 时 ， z((k 一 1)tn,w) € (a-e,a+e) C(xz,u2), 由 (19), 得 被 积 函 数 
Pr((k—Dtn) (Be,) = Pe((p—1)tn) (Ta & tn) > ctn. 
以 之 代入 上 式 ， 并 利用 (21) 即 得 


[s/tn] 


1 
Cn 之 > ， ctnPa (Ak_1)t,) 之 zctn| 
K 一 1 


3 


] -到 
一 二 ct 
tn 2 


这 与 (22) 矛盾 ， 口 
定理 2 的 结果 可 以 加 强 . 令 
Q(t,z, BE\V) = Po(rv sg 为 = 已 (存在 se lo, 让 使 z(s) e E\U). 
系 1 在 定理 2 条 件 下 
Q(x, E\U) = ot). (23) 
证 由 于 定理 2 中 的 矛盾 自 (18) 推出 ， 故 


P.(T2 < t) 一 o(t). 


对 1 同样 也 有 Pi(71 < 旭 = olt). 因此 


2 
Q(t, xz, E\V) 一 > P(r < t) 一 o(t). 口 
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(三 ) 利用 Ray 定理 ， 不 难 计算 一 类 重要 过 程 的 无 穷 小 算 子 . 设 {z(t,w),t>20} 是 E= 
(a1,a2) 上 的 连续 Feller 过 程 . 由 Ray 定理 ， 对 任意 s > 0, 任意 ze E, 有 


Pr(|z(t,w) — Z| > €) = 0o(t). (24) 
如 果 这 过 程 满足 条 件 : 对 某 = > 0, 存在 二 极限 
. 1 
oo) = lm, 1 0) -Re) (25) 
= 人 et 四 -Pd (26) 


而 且 a(z),b(z) 是 五 上 的 连续 函数 时 ， 就 称 此 过 程 为 古典 连续 过 程 . 它 是 最 早 被 研究 的 过 
程 类 中 的 一 种 . 
首先 注意 ， 在 条 件 (24) 下 ， (25),(26) 中 的 极限 值 不 依赖 于 s > 0. 实际 上 ， 简 记 Ms = 
(|z(t,w) — Z| <e 对 sa>c 记 Me = Me, — Me, = (e1 & |z(t,w)—z| < 2), 则 
1 


hi -aaa 


cle2 





< > ,62 [a Ps(da) = 已 (ip 人 wz 直 > :2 0 (=0+), 
M., 


故 a(z) 与 < > 0 无 关 ; 对 &Mz) 同样 可 证 明 此 结论 . 
其 次 ， 利 用 转移 概率 ， 可 把 (25),(26) 写 为 


1 
a(zZ) = ,1， 了 [0 — 2x)p(t, x, dy), (27) 
_T 1 _ 2 
bo) = li 1 ,plh ed) (28) 


条 件 (25),(26) 的 概率 意义 不 很 明显 ， 然 而 ， 如 果 我 们 对 过 程 补 加 一 条 件 (5): 
(5): 对 任意 es > 0， 


， 二 2 二 
um 2 /eta -2)*P.(dw) = 0 (29) 


那么 (25),(26) 的 概率 意义 就 很 清楚 ， 因 为 这 时 


a(z) = im, 人 to 二 本， (30) 
jz) = ,lim , EE (31) 
实际 上 ， 利 用 (29), 由 (26) 立 得 (31). 又 由 (29), 得 
,， 1 
ls h w)— ye “lb (wo) oP (de) 
< 去 / (z(t,w) — 2):P,(dw) — 0 (t — 0+), | (32) 
[z(t,w)—z|>e 
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由 此 式 及 (25) 立 得 (30). 
然而 ， 以 后 无 特别 声明 时 ， 并 不 假定 (3) 成 立 . 
定理 3 设 f 是 有 界 二 次 连续 可 导 函 数 ， 则 fe Dz 而且 


d bz) d2 
E+ f(s) (ee B). 


如 点 ze (a1,a2), 又 b(z) > 0, 则 在 此 点 上 


Af(z) = D,D, f(z), 


Af(z) = |alz) 


其 中 
V(X) 一 三 a u(7z) = f ea, 


BW = | Bd 


这 些 积分 的 下 限 可 取 为 小 于 上 限 的 任何 常数 1. 
证 令 c= sups|f(z)|, 由 (24) 





3/ fp md)| < e: Paellalho) -zl > e)/t—0, 
ly~z|>e 


故 


Af(z) = ji I [/ f(y)plt, x, dy) — f(z)|. 


3 一 zl<e 


对 固定 的 z 及 6 >0, 存在 e>0, 使 ly-z|<e 时 有 
f) -f(s) = fy -#)+ OE 


其 中 0 < 61 =61(y) < 6. 因而 


/ f(y)plt,z, dy) - f(z) = / (f(y) - fz)]p(t, z, dy) + olt) 
/ly—zl<e 


ly—zl<e 


< 人) (yz)plt zsdy) + +S @ ~ z)?p(t, zdy) + olt), 
ly 一 z|<< 2 ly 


-zl<e 


以 上 除 两 边 ， 令 上 一 0+, 并 利用 (27),(28) 得 


iim 7 [1 f(y)plt, rx, dy) 一 1 < a(z)f'(z)+ 2 pl) 十 “0s 


(y z)’, 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 


因为 上 式 左 方 值 与 。 无 关 ， 故 右 方 的 5 可 任意 小 ， 从 而 上 面 的 上 极限 不 超过 a(z)f'(z) + 
中 J"(z). 类 似 地 取 下 极限 并 把 (36),(37) 中 的 < 换 成 >, 把 5 换 成 -5, 可 见 下 极限 不 小 于 


a(z)f'(z) + 哩 1"(z). 故 由 (35) 便 得 证 (33). 





"当然 ， 应 使 &z) 在 此 积分 区 间 中 大 于 0, 由 Mz) > 0 及 b(z) 的 连续 性 总 是 可 能 选 到 这 种 区 则 的 
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如 ze (a1,42),b(z) > 0 由 连续 性 ， bg) 在 z 的 某 邻 域 中 大 于 0, 于 是 
alzjjz)+ f(s) = De 2 (es + esp")(z) 


b py 1 d/l1 4d dd 
= 2) -人 


这 就 得 证 (34). 口 
§5.4 ”补充 与 习题 


1. 考虑 过 程 {zi(w),t > 0}, 满足 
P(z(t,w) = o = 1，wv 为 任意 常数 ， 


试 证 它 是 Feller 过 程 ， 并 且 存 在 等 价 的 连续 过 程 . 故 不 妨 设 {zi(w),t > 0} 是 一 维 连续 Feller 
过 程 ， 试 研究 相 空 间 中 点 的 分 类 ， 并 求 Uf (x), f € Da. 

提示 : p(t,z,4) = Xs(z+ 愉 . 一切 点 同类 ， 是 套 点 ， 纯 向 右 或 纯 向 左 ， 视 v=0,v>0 
或 vw<0 而 定 . 

2. 设 {zi(w),t > 0} 为 一 维 连续 Feller 过 程 ，[51,52] 含 于 某 正则 区 间 而 (ojc (b1, b2). 
于 是 对 x e [a1,Q2] 有 p(z,b2,b1) = p(7, 02, 01)p(02, b2,b1) + p(2, a1, a2)p(a1, b2,b1). 

提示 : 对 7(6,6s) 用 强 马 氏 性 ， 关 于 ET(a,,as) 也 有 类 似 公 式 ， 见 85.2(181). 

3. 试 证 对 Wiener 过 程 ， 一 切 点 都 是 正则 的 ， 对 古典 连续 过 程 ， 如 b(z) > 0, 则 x 是 正 
则 点 . 

附 记 .85.2 的 结果 属于 W. Feller 与 E. B. Jibmmar. 先是 ， W.Feller 于 1954-1955 年 
用 纯 分 析 的 方法 得 到 这 些 结果 ; 后 来 E. B. Termraa 于 1956 年 主要 依靠 对 样本 函数 性 质 的 
研究 ， 重 新 得 到 它们 ， 并 说 明了 DuD, 中 wv,w 的 概率 意义 ， 这 种 方法 对 多 维 或 一 般 空间 也 
有 一 定 效 果 ， 详 见 85.1. 进一步 的 研究 见 以 下 Ja 论文 3 及 此 论文 中 所 列 的 参考 文献 
[2],[23],[30],[70],[71],[76] 与 [77], 多 维 情况 见 [3],[49]. 关于 样本 函数 性 质 的 进一步 研究 ， 例 如 
何 时 以 概率 1 无 第 二 类 断 点 等 ， 可 见 那里 的 [35],[82]. 
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第 六 章 间断 型 马尔 科 夫 过 程 
86.1 转移 概率 的 可 微 性 


(一 ) 上 章 中 我 们 主要 研究 的 是 连续 型 马 氏 过 程 ， 它们 的 样本 函数 是 连续 函数 ; 本 章 中 
则 研究 另 一 类 重要 的 马 氏 过 程 ， 它 们 的 样本 函数 几乎 都 是 不 连续 的 . 象 上 章 一 样 ， 我 们 仍 
然 集 中 力量 于 齐 次 马 氏 过 程 . 

本 章 中 恒 设 已 为 基 个 一 维 Borel 可 测 集 ，, B 是 五 中 全 体 Borel 子 集 所 成 o 代数 ， > 
表 轧 中 的 点 ，{z} 为 由 一 个 点 z 所 成 的 单 点 集 4 表 6 中 的 集 ， 概率 空间 为 (9, 大, P), 回 
忆 一 下 ， 我 们 曾 假 定 P 为 完全 的 概率 测度 . 

设 {z(t,w),t > 0} 为 任意 齐 次 可 分 马 氏 过 程 ， 相 空间 为 (5,B). 相对 于 这 过 程 ， 可 将 五 
中 的 点 分 成 三 类 如 下 : 

令 

T(w) = inf(t: z(t,w) #2(0,w))) (1) 
则 7(w)(g co) 是 一 随机 变量 (如 (1) 右 方 集 是 空 的 ， 就 令 r(w) = co). 因为 


(w :7T(w) < c) = = 【J {w: zfrnw) 天 z(0,w)} EN CA, 


Tn<e 


这 里 rE R{ 可 分 集 ), 三 六 表 M,N 的 对 称 差 是 0 测 集 ， 即 表 P(MAN) = P(M\N)+ 
P(N\M)=0. 


p(t) = eX (tC Ri, 和 € 10,o0] 为 常数 ). (2) 


实际 上 ， 记 48 = (wo : z(uww) 三 z(0,w), 一 切 we fo 可 显然 (7 > A492 (r > 性 令 
Pt) = 户 (42), 由 马 氏 性 得 


Be+ 9) = P(A) = PARA) = {Plt MIP) 
= | Re (A) P00) = 已 (JP = ROP) (20 


因为 0 < F(t) < 1 而且 Ft) 是 t 的 不 增 矶 数 ， 故 (21) 的 唯一 解 是 2 Bt) =e-X. 既然 
p(t) = P(7T 21) 28) = e > P(r >t), 


可 见 在 p(t) 的 连续 点 上 ， p(t) = e ,由 于 连续 点 集 在 Ri 的 稠 性 及 p(t) 的 左 连续 性 即 得 
证 (2). 
! 在 取 过 程 的 可 分 修正 时 , 需要 考虑 E" = EU{E 的 极限 点 } (极限 点 中 可 能 有 土 oo). 但 因 P(t,z,) = 1, 故 E*\ 思 


中 的 点 在 研究 转移 概率 的 分 析 性 质 时 无 关 重 要 。 
?证 网 83.4 中 (7) 式 的 推导 ， 入 之 0 是 -常数 ， 但 可 能 等 于 co; 又 入 依赖 于 =， 入 = X(z). 
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由 (2) 知 Bur = 六 ( 理解 $= co, 去 = 时 . 由 羽 r( 或 (2) 的 概率 意义 ， 自 然 地 称 状 态 x 
为 吸引 的 ， 逗 留 的 或 肯 时 的 , 视 (= A(z)) 为 0, 正 而 有 穷 ， 或 co 而 定 . 

(二 ) 本 章 以 下 恒 假设 {z(t,w),t > 0} 的 转移 概率 满足 条 件 

(C): ji P(t, 2 {2}) = 1, (一 切 z € E). 

条 件 (C) 等 价 于 : 对 任意 z& BE,AeB 


mn, p(t, x, A) = x, (2), 


其 中 x 是 4 的 示 性 函数 . 

实际 上 ， 由 上 式 推 出 (C) 是 显然 的 ， 反 之， 如 ze 4, 则 由 p(t,z,4) > ptz,{fzh 一 1 
如 zE4, 则 ze 和 而 plt,z, A)=1 — p(t,z, A) 一 0. 

作为 条 件 (C) 的 后 果 有 

引 理 1 如 (C) 成 立 ， 则 

1 p(t,z,A) 是 上 无 均匀 连续 函数 ， 甚 至 此 均匀 性 关于 4 也 成 立 ; 精确 些 ， 即 对 任意 
e > 0, 存在 6 > 0, 使 对 任意 上 +> 0,s > 0,|t 一 s| < 6, 任意 A4e8, 有 


[p(s, x, 4) — plt, x, A)| < <. (3) 
2° 对 任意 固定 的 :+>0 
hm P (zera(w) x zt(w)) = 0， 
因而 过 程 是 右 随机 连续 的 . 


证 1° 由 Konmoropos-Chapman 方程 ， 对 任意 hh 之 0, 有 
p(t 十 h,z, A) p(t, x, A) 一 |, p(h, x, dy)p(t, y, A) 和 plt, x, A)[1 Pp(h, 7， {zx})}, 
1 天 z 


因 右 方 二 项 都 非 负 ， 而 且 都 不 超过 1 一 p(h,z, {zx}), 故 
[p(t + h,x, A) — p(t,7, A)| < 1 — pl(h,z, {x}), 


因而 
|p(s, x, A) p(t, z, A)| < 1— plls 和 t|,z, {zx}), 
由 (C) 即 得 (3). 
2° 对 之 0, 由 过 程 的 齐 次 性 及 (C) 得 
Pisce(0) # Zit5()) = Pss (sow) # zn(w)) = p(h, z, {}) = 0 (h = 0), (4) 
令 已 (4) = P(z(w) e 4), 由 控制 收敛 定理 ， 得 
Plas(o) # zera(o) = 人 Re 人 ) 关 zaa(o))Pda) -0 G) 


最 后 ， 因 P(|zi(w) 一 zrn(w)| > 6) < Plzt(w) 天 zh)), 可 见 由 (C) 可 推出 过 程 的 右 随 
机 连续 性 . 口 
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(三 ) 关于 转移 概率 在 0 点 的 可 微 性 及 导数 的 概率 意义 ， 我 们 的 第 一 个 结果 为 
定理 1 设 (C) 满足 ， 则 
1.1 对 任意 ze EE, 存在 极限 


im Pt = dfz)， (6) 
而 且 q(x) 是 Borel 可 测 函 数 ， 0 和 q(x) & co. 
1.2 为 使 g(z)(z e BEB) 有 界 ， 必 要 与 充分 条 件 是 (C) 在 刀 上 均匀 成 立 ; 此 时 (6) 关于 


1.3 设 {ze(w),t> 0} 是 以 p(t,zx,4) 为 转移 概率 的 可 分 马 氏 过 程 ， 则 
Ps(Tstu(W) = 7,0 ut)= ea(z)t (7) 


证 先 证 下 列 事实 : “ 设 二 维 点 集 5e BxB 的 z- 截 口 为 5,, 则 p(t,z,5S。) 是 z 的 Borel 
可 测 孔 数 ”. 事实 上 ， 以 A 表 使 此 事实 成 立 的 全 体 5 构成 的 集 系 ， 则 A 是 一 入 系 , 此 入 系 
包含 全 体 矩 形 B x B'E 8 x8, 因为 P(t,z(B x B');) = Xxs(z)P(t,z,B') 是 z 的 Borel 可 测 函 
数 ， 而 全 体 和 矩形 成 一 x- 系 ， 由 和 系 方法 即 得 证 此 事实 . 

应 用 此 事实 于 对 角 线 集 5 = {(z,7),x € EB}, 妈 知 p(t,z, {zx}) 是 z 的 Borel 可 测 函 数 ， 因 
此 ， 如 能 证 (6) 中 极限 g(z) 存在 ， 则 作为 党 = tt 一 0 的 极限 ， g(x) 是 Borel 可 测 函 数 . 

由 KoxmoropoB-Chapman 方程 ， 有 


pltz, {2)) > [p(=,2, {2})] 
当 n 相当 大 时 ， 由 (0), 右 方 大 于 0, 故 函 数 


n 
了 


f(t) = — log p(t, x, {2}) (8) 
对 一 切 上 >0 有 意义 ， 非 负 有 穷 ， 而 且 由 于 
P(t+ s,x, {2}) 之 plt, zx, {2})p(s, 7, {z}), 
得 
f(t+s) < f(t) + f(s). (9) 
对 t>0,h>0, 取 nn 使 t=nh+e,0<e<h, 由 (9) 


ft) nf(h) fle) __ nh f(h) 
tt 


令 h 一 0, 则 2 下 1, je) 一 一 log p(s, x, {2}) = 0, 故 
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从 而 得 知 存在 极限 fh) 


f(t) 
i h d(z) = t>0 t 9 
由 (8),(10) 1_ pba{z}) 1 f(h) f(h) 
— ph, TI, iT 二 6 
。 _ = (Lo 一 9(oh)， 





于 是 得 证 (6). 其 次 ， 仍 由 (8),(10) 有 
p(t, 2, {2}) = et > eatz) (11) 
赦 如 gq(z) 在 已 上 有 上 确 界 为 da(> 0), 则 
p(t,z, {2}) > e ®t, 


这 表示 (C) 关于 z 在 马上 均匀 成 立 ， 1.2 的 必要 性 得 以 证 明 ， 
以 下 证 1.3. 由 于 过 程 右 随机 连续 ， {ze(w),t > 0} 如 可 分 则 完全 可 分 ， 对 任意 固定 的 
4> 0, 取 忌 = { 林 } 为 可 分 集 ， 既 然 过 程 是 齐 次 的 ， 只 要 对 。= 0 证 明 (7). 由 可 分 性 得 


P(ru(w)= 72,0 ust)= im P(r (%) =7,0<k<2"). (12) 
由 $4.2(17) 与 齐 次 性 
已 (zs = 1, Ts4t = 7) = p(s,7, {rz})p(t, x, {x}), (13) 


而 (12) 左 方 值 由 (10) 等 于 
P(xzu=7,0 ut)= ,lim n | (去 ,2 {oD)] 


Ta) 让 7} aa)t 


= lim exp pe 


py 
现在 来 证 1.2 中 的 充分 性 设 (C) 关于 ze 五 均匀 成 立 . 任 取 se > 0, 选 a > 0 使 当 
3 艺 Q 时 ， 对 一 切 z eB, 有 
p(s,7, {7})) >1—&. 


对 任意 一 组 常数 0=m < <.…<7m=a, 定义 
1， v= 0, 
"Pz, 2) = (i =z,j=0,1,...,0), n>2v21. 
则 由 马 氏 性 
1 6 < pez {2}) = np(n,7) + 7 人 up(zzjp(a ~ Tupi {3} p(Tot1 — To, zy dn) 
v=0 
p(x nn]. ptz,Z)p(Tu+l 一 Toyz) dn) 


DY < np(7, 1) 十 el1 np(z, z)}) 
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因此 

(1 —e)ll ~ ,p(x,7)] & 1—p(a,7, {rz}) sse， 
注意 1.2 中 的 结论 只 涉及 转移 概率 ， 在 具有 此 转移 概率 的 过 程 中 不 妨 选 可 分 (因而 完全 可 
分 ) 过 程 ， 由 于 上 式 对 7; 的 任意 选择 都 成 立 ， 故 由 过 程 的 完全 可 分 性 及 (7) 得 

(1 ~-e)ll —e oe)] 1- pa,r,{r)) &e. 


如 取 。 = 二 则 上 式 化 为 二 < er-stz)e, 由 此 可 见 g(z) 在 妃 上 有 界 . 
最 后 ， 当 a 充分 小 时 ， 由 上 式 及 (11) 知 不 等 式 





1 — ea(xz)o 1 一 ,了 1 一 e 一 9(z)a 
a) e < D(ay x, {x}) < e 


a a Qo 


(1 


关于 一 切 z 成立， 只 要 qlz) 在 已 上 有 界 . 由 此 即 可 推出 1.2 中 第 二 结论 实际 上 ， 由 上 式 
得 





| 1—p(a,7, {zx}) 1 — e—9(z)a _ so) | 1 一 oo (1 


-lem (| 


| 1 — e-q(r)a 1 — e-q(z)a 


可 -ez 





C (64 


内 对 任意 常数 q > 0,a > 0, 有 


enh le 
0 


2 


a 2 
go” . 
<af qydy = ———, 
0 


-em -ol= lf (em — 1)dy 
0 2 





故 





~ pla, x, {2}) 


d2a 
二 二 
一 qz)| < 2 + ed, 


d=supd(z). 由 e 的 任意 小 性 得 


|}: — plo, x, {zh) 





注 1 由 证 明 过 程 可 见 ， 如 g(x) 在 的 某 Borel 可 测 子 集 4 上 有 界 ， 同 样 可 证 (C) 关 
于 x € A 均匀 成 立 . | 

注 2 由 (7) 得 

P,(T 2 1) = eos)t. (14) 

由 此 立 知 Bsr = 元]- 换 旬 话说 ， gq(z) 即 (一 ) 中 末 的 XMz) 

(四 ) 今 研究 lim 守重 的 存在 性 ， 其 中 rs4 & 有 

称 集 U € 8B 为 匀 集 , 如 (C) 对 zx Ee U 均匀 地 成 立 . 全 体 匀 集 构 成 集 系 R, 显然 ， 如 
eRUeR, 则 UiUU2ERU-UzeR,— 天 呈 是 一 环 ， RcB. 


: 170 . 





引 理 2 设 (C) 成 立 ， 则 对 Ve R,zeU, 存在 极限 


tr,U 
lim 2 J ) 


t—0 


如 对 任 一 对 ze Bp,U eR 定义， 


= g(xz,U) & g(x); (15) 


q(x,U) 一 q(x, UC— {zx}), (151) 


则 gq(z,U) 具有 性 质 : 对 固定 的 UV 是 zx 的 Borel 可 测 函 数 ; 对 固定 的 x 是 R 上 的 有 穷 测度 . 

证 如 能 证 (15) 中 gq(z,U0) 存在 ， 则 因 p(t,z,U 一 {zhj = p(t,z,U) 一 p(t,z, {xz})xu(z) 是 
z 的 Borel 可 测 函 数 ， 故 新 定义 后 的 gq(z,0) = im ~ 一 也 是 Borel 可 测 的 ， 而 且 当 
rEU 时 ， 由 于 {z} 2 U, 故 


0< P50 fe -za 四 ,0) -te 中) 





Bh g(z) > g(x, UV). 

以 下 证 (15) 中 极限 存在 ， 

任 取 VeR 使 V2U+t{z),zeEU. 由 假定 对 e,0<e<, 存 在 6=6(V,e)>0, 使 :< 56 
时 ， 对 一 切 yeV, 有 


p(t,y, {y}) > 工 一 <. 
造 函 数列 
pulh, z， A) 一 p(h, 2， A), 
pu((j + 1)h,z, A) = 上 pu(jh,z,dy)p(h,y, A) (A € B). 


亦 即 


P(xinEU, [= 1,..,), Tt)h € A). 
因此 


| k—1 
ppm 用 = 3 { Polite, a)p((e ~ hy A) + Pu (kh s, A) (16) 


对 已 给 的 hb 及 t(< 6),h<4 取 n= | 划 , 则 由 (16) 可 得 以 下 二 估计 式 : 
p(nh,z,U) > 》 pu((k — Dh,z, {7})(1 — e)p(h, x,U), (17) 
k=1 


€ 





》 pul(kh, x,U) < 
k=1 


(18) 


l1—e 





"由 定义 4(z, {z}) = 0. 又 因 当 zEUV 时 ，U = 0 {z}), 可 见 这 定义 与 (15) 不 矛盾 . 
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实际 上 ， 在 (16) 中 取 4 = UV =m. 得 
plnh, z£,U) = > / pulkh, z, dy)p((n — k)h, y, U), (19) 
k=1~U 
五 然 pu(kh, x, A) 之 pu((k 1)h, Zz, {z})p(h, x, A), 故 


p(nh, zx,U) > 》 puf(( — 1)h,z, {2}) x / p(h,z,dy)p((n — k)h,y,U) 
k=1 U 


之 》 pu(( Dh, 7， {z 有 (1 e)p(h, mL)， 
k=1 
此 即 (17). 其 次 ， 再 由 (19), 并 注意 nh < 6,zEU, 得 


é> pnh,z,U)>(1 —e) > pul(kh, x,U), 


k=1 
此 即 (18). 
今 在 (16) 中 令 4 = {zr},k < n, 利用 (18) 即 得 
k—1 
1—e<p(kh,z,{z}) < 》 pu (jh, 2, U)+pvu(kh, x, {x}) 
j=1 


< + pu(kh, z, {2)), 


因而 
1—3e 
l—e. 





pu(kh, x, {2}) > 


以 它 代 入 (17) 得 
p(nh,z,U) > n(l— 3e)p(h, xz,U) (e < 3) 
1 | p(nh, x, U) 、 p(h, xz,U) 
1 一 3e nh h 
ho 0 时 ， nh 一 t, 由 引 理 1, 1°, 既然 p(t, zx, U) 关于 上 连续 ， 故 
p(t, 2,U) 二 一 p(h, xz,U) 
1 一 3e t > lim h . 





(20) 


令 t 一 0, 得 








再 令 < 一 0, 即 得 证 存在 极限 


q(z,U) = lim 


根据 (20), 对 任何 上 < 5(V,e) 及 任意 0 使 U+{z}cV, 有 
1 p(t,zx,U) 


一 一 一 一 一 > 
Ta ~ >a(r,0), (21) 


p(h, z, U) 
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0 < q(xz,U) < co， 剩 下 要 证 g(x,V) 在 R 上 的 完全 可 加 性 . 显然 它 是 可 加 的 ， 今 如 
玉 3 U4 8; 不妨 设 zeUi, 由 (21) 得 
dz Us 1 p(t,z,U,) 
1 一 3e t 
这 里 上 是 任意 小 于 6(Co + {zx},e) 的 正 数 ， 口 
由 引 理 2 立 得 
系 1 设 g(x) 有 界 (或 由 定理 1 等 价 地 ， 设 媚 e RR, 亦 即 设 BR 为 一 代数 ), 则 g(z,4) 对 
一 切 A€ 8B 有 定义 ,而且 g(x, EE) = g(x). 
证 因此 时 R= 8, 故 得 证 第 一 结论 注意 
— p(t,z, {xz}) p(t,z,E\{r}) 
t t 
令 t 一 0 并 回忆 (151), 即 得 q(z) = g(x, EE). 口 
然而 q(z) 一 般 并 不 有 界 ， 故 需 放 宽 系 1 中 的 条 件 如 下 : 
称 为 o- 匀 的 , 如 存在 匀 集 列 {8B;}C R, 使 E= UB 易 见 如 g(x) 在 马上 有 穷 ， 或 


只 存在 可 列 多 个 zj Ee EB, 使 q(x;)) = oo, 则 已 是 c- 名 的 . 实际 上 ， 令 
= (x:j—1< q(x) <j)U {zr;}, 


由 于 g(x) 的 Borel 可 测 性 及 注 1, 即 知 B; € R. 
特别 ， 如 EE 是 有 穷 集 (或 可 列 集 ), 则 已 是 匀 集 (或 o- 匀 集 ). 
其 次 ， 对 每 z e E, 引进 





一 0 一 oo)， 





一 0， 


(2) = sup (2， U), (22) 
由 引 理 2, 5(z) < q(z). 根据 上 确 界 的 定义 ， 可 以 找到 一 列 { 访 } C R,WVh C 有 Ht 使 q(x,V) ff 
a(z). 令 
"=U™ 


引 理 3 人 如 (C) 成 立 ， 又 9(z) < co, 则 对 此 z, 测度 g(z,U)(UV e R) 可 扩张 为 有 穷 测 
度 g(z, A)(4 e 8B), 而 且 q(x,E) = a(x); 

( 闻 如 巨 是 o- 勾 的 ， 则 对 每 z € ,测度 g(x,U)(U e R) 可 扩张 为 测度 qlz, A)(A < B), 
此 扩张 唯一 . 

证 先 证 一 简单 事实 : 设 8 上 一 列 不 下 降 测 度 {jw), 满足 jn(4) THA4)(4e DB 则 产 
也 是 8 上 的 测度 ， 为 此 ， 显 见 只 需 证 的 完全 可 加 性 . 此 因 : 如 果 4; € 8B, A;4; = 9$(i 关 邮 ， 


则 一 方面 本 
s(Us;) 之 tn (Us) 之 2 4n(h;), 、 (23) 
先 令 nn 一 oo 再 令 m 一 oo, 即 得 全 > A) 另 方面 


中 站 re 人 -ve-a 
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今 证 0). 注意 匀 集 的 子 集 如 属于 5, 则 必 是 匀 集 ， 又 匀 集 全 体 成 环 ， 故 根据 上 述 {w,} 
的 性 质 ， 得 
q(x,UV) = q(xz,UV + VV) — q(x, Va) & Ix) — g(r,V,) 一 0， 
g(xz,U) = g(x,UV) + q(x,UV) = g(x,UV) = im g(x, UV.,). 
最 后 一 式 启示 : 对 任意 Ae B, 应 定义 
g(x, A) = dim g(x, AV,,). (24) 
这 里 的 极限 其 实 是 单调 上 升 极限 . 


q(x, E) = dm q(x, Vn) = (2) < oo. (25) 


下 证 (让. 设 =UB,BjeR 取 VU BjeR, 则 因 V1E, 得 glz,UV,) Tg(z,U). 
2 j=1 
据 此 ， 自 然 地 应 对 4e 8, 定义 


gq(7, A) = lim gq(z, AVn). 


然后 仿 上 证 明 即 知 g(z, 4) 是 8 上 的 测度 ， 最 后 ， 因 5 中 任 一 集 4e 8 可 表 为 4=U4V， 


AWVs E RR, 赦 B = 天 {R}, 即 8B 为 环 RR 所 产生 的 o 代数 . 由 g(xz,U0) 在 RR 上 的 有 穷 性 及 测度 
的 扩张 定理 可 见 此 扩张 是 唯一 的 ， 口 

定理 2 如 果 以 下 二 条 件 之 一 满足 : 

(a) 条 件 (C) 成 立 而 且 4(x) = 9(z) < coi 

(8) 已 是 co- 匀 集 ， 而 且 g(x, EE)= g(x) < oo， 
则 对 此 z 及 任意 4e B,zE4, 存在 极限 


lim 一 一 一 q(z)4)， (26) 
而 且 此 收敛 关于 4 均匀 ， 这 里 g(z,4) 由 引 理 3 决定 . 
回忆 对 含 z 的 Ae 8B, 有 
q(x, A) = g(x, A\{2}), (27) 


又 qz,4) 是 4e 8B 的 有 穷 测度 . 
定理 2 的 证 先 考虑 (a). 由 引 理 3(), g(x,0)(U e R) 可 扩张 为 有 穷 测度 gq(z, A), A € 8， 


q(x, AV,.) 1 q(x, 4A), Vn, 1 V, Vn eR. (28) 
,lim g(x, Vn) = q(x, E) = (2) = qz) < co. (29) 
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现在 ， 根 据 不 等 式 


p(h, x, A) 
h 


-ae < | se 


一 q(x, 4 


+ ge, AV) (30) 
便 可 证 明 (26) 关于 4 的 均匀 性 ， 为 此 ， 先 考虑 上 式 有 方 第 二 项 ， 它 不 大 于 


pm Tn) + g(z,V,) = 二 2 人) + g(x, Va), 


而 右 方 各 项 都 不 依赖 于 4, 并 且 当 一 0 时 ， 由 (151),(29) 趋 于 
g(z) — q(x, Va{z}) + q(z, Vn) 
= g(7) ~ gq(z, Vn) + q(z) — qr, Vn) = 0 (人 一 oo 


再 考虑 (30) 右 方 第 一 项 ， 先 证 下 列 事实 : “ 设 已 给 UcCV eRzeV, 则 到 一 
q(z,U) 对 U CV 均 句 成立.” 根据 (21) 并 采用 那里 的 符号 ， 如 h < 5(V + {z},e), 则 对 任意 
U'CcV 有 





PPO) _ 0,1) > ~3eg(s,0') > -3eg(a,V), 
又 . 
BED) 0) = PDD gvV) toe V0 
< ED ge,V) +3eg(e,V), 
从 而 
Sup | :2 gq(z,U)| < 3eg(z,Y) 十 | - zy) g(z, 9 


而 右 方 项 当 h 一 0,e 一 0 时 趋 于 0, 故 得 证 上 述 事实 . 

在 此 事实 中 取 ，V= 一 {z}, 由 zE44 = A(WV- {z}), 即 知 (30) 右 方 第 一 项 关于 
A € 8 均匀 地 趋 于 0. 

其 次 考虑 (8)， 和 仔细 分 析 上 面 的 证 明 ， 可 见 条 件 (a) 的 作用 只 是 在 于 保证 二 件 事 : 
q(x,U)(U € R) 可 扩张 成 为 有 穷 测度 q(x, 4), 4 e B; (29) 中 的 q(x,B) = g(z) < co. 而 条 件 
(8) 亦 足 以 保证 这 两 个 结论 正确 . 于 是 定理 得 以 证 明 . 口 

由 于 p(0,z, 4) = x (2), 可 把 (6),(26) 综合 地 写成 


hm 2 2S) ,4) -qle)x,(s), 
这 表示 p(t, zx, A) 在 0 点 的 ( 右 ) 导数 p'(0, x, A) 存在 ， 而 且 
P (0,z,4) = gq(z, A) — q(x)x, (7). (31) 
(五 ) 现在 研究 p(t, xz, 4) 在 任 一 点 上 > 0 上 的 导数 ， 作 为 (31) 的 一 般 化 ， 我 们 有 
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定理 3 在 定理 2 的 条 件 (a) 或 (6) 下 ， 对 条 件 中 的 z 及 4 & 8, 存在 关于 t(> 0) 的 有 
穷 连续 导数 zltz,4) = 六 p(t,z,4)( 在 t=0 处 为 右 导 数 ), 其 值 为 


p' (t,x, A) = /sare y, 4) ~ q(x)plt, x, A). (32) 
证 由 Konmoropos-Chapman 方程 对 > 0, 有 


全 和 = 人 apt 用 -下 和 nm， (88) 





令 h 一 0, 根据 附 篇 引 理 11, 得 右 导 数 为 


pi (tz, A) = [rat gq(z)p(t,z, A), 


既然 由 控制 收敛 定理 知 右 方 是 上 的 连续 函数 .再 由 $4.5,13 即 得 所 和 欲 证 . 口 
如 果 已 知 [a(z),q(z, 4)] 而 把 p(t,z, 4) 看 成 未 知 函 数 时 ， 一 般 称 为 方程 (32) 为 向 后 方 
程 , 它 是 微 积 方程 。 因而， 为 求 p(t,z, 4) 必须 在 开始 条 件 


p(0, 2, A) = Xa (2) (34) 


下 解 此 方程 ， 而 且 应 该 要 求 所 得 的 解 是 一 转移 函数 . 通常 这 样 的 解 不 是 唯一 的 ， 除 非 对 
[a(z),q(z, 4)] 加 相当 强 的 条 件 . 下 节 中 ， 我 们 用 考察 样本 函数 ( 即 运 动 的 轨道 ) 的 方法 来 研 
究 这 个 河 题 . 
六 ) 例 1 设 号 氏 过 程 {z(t,w),t > 0] 的 转移 概率 为 pij(t),i,j Ee 巨 = (0,1,…,n). 条 优 
(C) 化 为 
lim pi(t) = 61; (i,j € E). (35) 


因 避 有 和 穷 ， 故 是 勾 集 ， 由 定理 1, qi(= q(i)) 存在 而 且 有 界 . 记 gi; = gq(i,{7}), 由 系 1 


co > 和 =4( 人 万 = 》 4 一 更 (一 切 ie 万) (36) 
iF 


定理 2 中 二 条 件 都 满足 ， (32) 化 为 


Pij(t) = —gipi(t) + > qirprs(t) (i,j € EB). (37) 
kxi 


或 者 ， 记 成 矩阵 的 形式 
已 几 =QP(， (38) 


其 中 已 的 = (pg 的) 已 自 = (pz 人 的 )Q = (qi;), qi = 一 和 
例 2 设 马 氏 过 程 {zt(w),t>0} 的 转移 概率 为 pij(t),i,jE 互 = (0,1,2,…).(C) 化 为 


lim pilt) = 6:; (i € E). (39) 
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此 时 巨 是 o 匀 集 ,由 定理 1, 存在 g; < ceo. 由 引 理 2, 3, 相应 于 (36) 的 是 


2 gq,E)= ,gq = (tieE) 
zi 


如 果 除 (39) 外 ， 还 假定 条 件 
Yq = gi<o% (一 切 ie E) 


了 天 3 
成 立 ， 则 有 
pij(t) = —gipi(t) + > qigprj(t) (i,j € E) 
KZ 
或 
P'(t) = QP(t), 
而 (34) 则 化 为 
P(0)=1, 


工 为 么 矩阵 ， 即 工 = (6ij). 


86.2. 样本 函数 的 性 质 ， 最 小 解 


(40) 


(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


(一 ) 本 节 中 仍然 假定 {z(t,w),t > 0} 是 齐 次 、 完 全 可 分 的 马 氏 过 程 ， 它 的 转移 概率 


p(t,z, 4) 满足 (C). 样本 函数 的 一 个 性 质 已 见于 上 节 定 理 1,1.3. 进一步 有 


定理 1 设 对 某 z € E,0 < d(z) < co, 又 a 是 任意 非 负 数 ， zEU e R,xeAEBU 及 A 


都 不 含 瞬 时 状态 ， 于 是 ! 


G)P(z(t,w) 在 fo,a) 中 有 第 一 个 断 点 r(w); 而 且 它 是 跳跃 点 ，z(s,w) = zs < 7(w); 又 


z(7+0,w) EU)= (1 -ee)a(r,U)/q(z); 


(让 (z(t,w) 有 第 一 个 断 点 7(w); 它 是 跳跃 点 ;zx(s,w) = zs < 7T(w); 又 z(7 十 0w) € 


U) = gq(z,U)/q(z); 


(说 ) 如 上 节 定 理 2 中 条 件 (a) 或 (8) 成 立 ， 则 这 里 @i),(ii) 中 的 可 可 换 为 4. 


证 任 取 正 数 8. 定义 下 列 ww- 集 
w: 存在 某 整 数 w2 < v < 2", 使 


一 工 
Du.6 z， 如 0 < t< -ou ; 
z(t,w) = va 人 
7EU， 如 天 St 和 一 + 有 . 
2m 2 
De= 门 UJ Ds= UU 站 2.e = lim D8; 
k=1 n=k 天 一 1 n=k 





:跳跃 点 及 下 面 用 到 的 阶梯 函数 的 定义 都 见 83.2. 这 里 记号 z(r 十 0,w) 表 lim z(t wo); Zz(T 一 0,w) 表 lm z(t 0). 





上 式 中 第 二 等 号 成 立 是 因为 如 ni < no <na 又 weE Dp,wE Dp; 则 we Dp; 只 要 nl 
相当 大 . 
注意 当 8610 时 ， Dy 不 下 降 ， 定义 
Ds lmPDe= lim D3 = UP 
如 果 we€ D, 则 存在 某 7+=7(w),0 <7< a 使 在 [0,7) 中 ，z(t,w) 三 zx, 而且 在 某 一 以 7 为 左 
端点 的 开 区 间 中 ， z(t,w) 恒 等 于 UV 中 某 常数 5. 于 是 由 可 分 性 ， zx(7,w) 必 等 于 z(7 十 0,w) 
或 z(7 一 0,w). 按 上 节 引 理 2 及 附 篇 引 理 11, 得 


2 
已 (Du。op) = > e-emiap( | 


e-q(z)a/2”_ e Ce ?Eo 这， ep 
本 一 eg (z)ay2m )/ 过 
1 一 ee -ama 
ea 3” (一 oo) 
1 er-e(z)a 
一 一 一 《人 7， U B 一 0 1 

A a (一 0 

从 而 
1 ~ ee(z)a 
P.(D)= q(x,U). 


q(x) 
此 得 证 Qi). 令 a 一 ec, 即 得 (i). 为 证 (ii), 只 要 以 上 节 定 理 2 代替 上 面 引用 的 上 节 引 理 2. 口 

系 1 在 86.1 定理 2 的 条 件 下 ， 如 g(xz) >0, 则 以 P.-- 概率 1, z(t,w) 有 第 一 个 断 点 ， 
而 且 它 是 跳跃 点 . 

证 在 定理 1(i) 中 令 UV= 石 - {xz}, 得 右 方 值 为 1. 根据 跳跃 点 的 定义 及 7 的 性 质 ， 知 
7 是 跳跃 点 ， 口 

由 过 程 的 齐 次 性 ， 可 见 在 定理 1 及 系 1 中， 如 以 Ps 换 已 ,以 t+a) 换 [0,a), 结论 
仍然 成 立 . 

称 函 数 f(t) 在 [0,c) 中 是 跳跃 函数 ， 如 对 任 一 a, 0 < a <c, f(t) 在 [0,a) 中 只 有 有 穷 
多 个 断 点 5, 它们 都 是 跳跃 点 ， 而 且 在 任 一 连续 区 间 中 ， f(t) 为 常数 ， 又 f(ni) = Fn +0) 
或 jn) = f(7i 一 0). 在 [0,oo) 中 的 跳跃 函数 (简称 为 跳跃 函数 ) 与 以 前 所 定义 的 阶梯 函数 
一 致 . | 

称 二 函数 gq(z),q(z, 4)(z € E, A € 8B) 为 标准 对 , 如 果 它 们 都 非 负 有 穷 ， 关 于 z 为 Borel 
可 测 函 数 ， 关 于 4,9(z,4) 是 8 上 的 测度 ， 满 足 


gt{z, {zx}) =0, q(x) 二 q(z, E). 


如 q(x) 有 界 ， 因 之 q(x, 4) 也 有 界 ， 则 称 此 标准 对 是 有 界 的 . 
如 果 存 在 转移 函数 p(t,z, 4), 使 对 一 切 z € E,A4 € 8B, 有 


D (0,z, A) 一 d(z， A) 和 q(xz)x a (2), (1) 
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则 说 此 标准 对 自 p(t,z,4) 导出 . 

定理 2 (i) 设 自 某 可 分 的 马 氏 过 程 {z(t,w),t > 0} 的 转移 概率 p(t,z,4) 导出 的 q(z)， 
gq(z,0) 为 一 标准 对 ， 则 以 概率 1 存在 一 随机 变量 7(w)(< co), 它 是 跳跃 点 的 极限 点 ， 而 且 在 
[0, 7(w)) 中 ， 岂 乎 一切 样本 函数 都 是 跳跃 函数 特别， 如 果 此 标准 对 有 界 ， 则 几乎 一 切 样 
本 函数 是 跳跃 范 数 . 

(六) 反之 ， 设 已 给 一 标准 对 g(x),g(z, 4), 则 至 少 存 在 一 马 氏 过 程 {z(t,w),t > 0}, 使 此 标 
准 对 自 其 转移 概率 pltz,4) 导出 ， 并 满足 (C). 只 有 两 种 可 能 性 : 或 者 这 样 的 p(t,x, 4) 只 
有 一 个 ， 这 时 此 p(t,z, 4) 所 对 应 的 可 分 马 氏 过 程 {z(t,w),t > 0} 的 样本 函数 以 概率 1 是 跳 
跃 函 数 ; 或 者 这 样 的 p(t,zx, 4) 有 无 穷 多 个 ， 这 时 每 一 p(t,z, A) 所 对 应 的 可 分 马 氏 过 程 在 某 
个 [0,7(w)) 中 是 跳跃 函数 ， 又 P(n(w) < co) > 0. 

证 (i) 设 标准 对 q(z), g(z,4) 自 可 分 马 氏 过 程 {z(t,w),t > 0} 的 转移 概率 p(t, zx, 4) 导 
出 .如 z(0,w) = (ww), 而 且 gqg(z1(w)) = 0, 则 z(t,w) = ma(o)t> 0 于 是 (i) 中 结论 得 证 . 否 
则 ， 如 gq(z1(w)) > 0, 则 存在 样本 函数 的 第 一 个 断 点 (跳跃 点 )7i(w), 使 z(t,w) = zi(w),0<t< 
T1(w), TT (w) + 0,w) = 22(w)(# zw)). Wn gq9(z2(w)) = 0, 则 z(t,w) = 22(w), 对 一 切 t > ni(w) 
成 立 ， 否 则 如 gq(zz(w)) > 0, 则 存在 第 二 个 断 点 (跳跃 点 )72(w), 使 z(t,w) = z2(w),ni(w) <t< 
m(oh (72(w) 十 0,w) = za(w)( 关 zz(w)). 如 此 继续 ， 于 是 以 概率 1 


P(Tn+1 一 Tn > aln, "Tn, Zl *) Zn+1) 一 er-4(zn+i)afa > 0), (2) 
q(2n, A) 

q(zn) 3) 
(如 g(zw+1) = 0,(2) 仍 有 意义 . 但 如 gq(z,) = 0, 则 (3) 无 意义 . ) 因而 对 t< ,lim Tn(w) = 9(w), 


几乎 一 切 样本 函数 在 [0,m(w)) 中 是 跳跃 函数 1. 
如 标准 对 有 界 ， 设 g(z) 的 上 确 界 为 d, 并 令 P(A4) = P(z(t,w) es 4), 则 对 s> 0, 有 


P(zn+1(w) € AIT1, ,Th, 21,* , Zn) 


Pl(z(t,w) #2(t + s,w)) = fn — p(s, x, {xz})]pr (dz) 


< sup(1 ~ P(s,7, {7})) & 1-~e ”gds, 
EE 


由 此 及 $3.2, 系 1 可 见 几 乎 一 切 样本 函数 是 跳跃 函数 . 

(5 反之 , 设 已 给 标准 对 g(z),g(z, 4), 选 随机 变量 列 z1, nn,z272,…, 使 它们 满足 (2),(3).[ 如 
gq(zn(w)) = 0, 则 取 Tn(w) 一 Tn+i(w) 二 "三 00, zn+l(w) = zn+2(w) 一 的 三 zn(w)), 并 定义 

21(w)， 如 0 <t< Ti(w)， 
Z 人 由 wo) 一 22(w)， 如 ni(w) &t < Tw), 
因而 (tw) 在 te [oo)(o)) 中 有 定义 ， 这 里 Do) = im m(o), 车 Poa(o) = co) = 
则 几乎 一 切 样本 函数 z(t,w) 对 一 切 t > 0 有 定义 .此 情况 当 g(x) 有 界 时 必然 出 现 ， 车 
PD(w) = co) < 1, 则 可 用 下 法 (自然 可 能 还 有 其 它 方法 ) 补 定义 z(t,w) 于 上 > wD(w). 选 
17(w) 称 为 过 程 的 第 一 个 飞跃 点 . 
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随机 变量 zf)(w), 使 它 与 一 切 zw, rn 独立 而 具有 某 分 布 r(4), 并 视 wD(w) 如 同 0, 视 2 (w) 
如 同 z(0,w), 继续 上 面 的 造 法 : 取 nn(w), 使 


0) 
P(r (w) 一 TD(w) 2 tz1, Tn1,: ,n(, z11)) = et (o))t 


并 定义 z(&w) = zw), 如 TD(w) <t<700(w),…., 如 此 继续 ， 直 到 第 二 个 极限 点 72)(w) = 
Ti ro(o) 又 视 50(2) 如 同 0, 选 < 四 (w) 使 具有 相同 的 分 布 (入 ,并 与 am asf， 

, 贡 ),749,… 独立 ， 这 样 下 去 ， 得 {7 四 (w)} 易 见 Pon(w) 一 co) = 二. 于 是 对 每 一 个 国 
定 的 + > 0,2(4w) 以 概率 1 有 定义 ， 由 于 (和) 有 无 穷 多 种 取 法 ， 这 样 的 过 程 也 有 无 穷 多 
个 . 剩 下 要 证 z(t,w)(t > 0) 是 齐 次 马 氏 过 程 ， 而 且 已 给 的 g(z),g(z,4) 自 它 的 转移 概率 导 
出 ， 

为 此 注意 下 列 事实 : 如 随机 变量 y(w) 有 指数 分 布 ， 即 如 P(y(w) > =e-*(e > 0), 则 
对 任意 s > 0, 上 > 0, 有 

Ply>sttly>s)= Ply>t)=e ". 


由 此 事实 可 见 , 如 于 时 刻 s 中 断 上 面 的 造 法 , 因而 z(t,w) 只 定义 于 tg s, 然后 以 z(s,w) 
的 分 布 为 开始 分 布 ， 视 s 如 同 0, 并 重新 开始 上 面 的 构造 而 得 y(w,w),m > 0, 则 过 程 


z(t,w) {2 如 t <s, 
y(u,w)， 如 t= 二 8 十 
与 z(t,w)(t > 0) 是 同一 过 程 ， 这 表示 
a) P(z(t) € Alz(7),r < 3) = P(z(t) € Alz(s)), 即 过 程 的 马 氏 性 . 
其 次 ， 上 面 造 法 与 时 间 起 点 ( 即 t 轴 原 点 ) 的 选择 无 关 ， 故 
b) p(s, zx;t+ s, A) = Pas(z(s+t) € A)= Ps(z(t) € A) = plt,z, A). 
最 后 ， 由 于 所 造 过 程 的 转移 函数 p(t, z, 4) 满足 关系 式 


plt,7, {2}) > 已 (ri >#t) = eq(z)， 


故 条 件 (C) 满足 ， 由 定理 1 及 上 述 过 程 的 构造 ， 可 见 g(z),qg(z,4) 自 p(t,z,4) 导出 ， 口 
以 后 称 刚才 所 造 出 的 齐 次 马 氏 过 程 为 Doob 过 程 . 它 由 标准 对 q(x),q(z, 4) 及 分 布 7 所 
决定 . 
(二 ) 为 了 讨论 向 后 方程 的 解 ， 先 作 一 些 准备 ， 对 已 给 标准 对 gq(z),q(z, 4), 定义 
op(t, x, A) = Xa (z)e a)t, | 


+ 
4 
n+1p(t, x, A) = / ds / e-9(®) p(t — 3,y, A)g(z, dy); 9 
0 E\{z} 


opt(t, 也 ) A) = Xa (z)e-?(®), 
(5) 


t 
n+1p(t, £, A) =/ a song 人 ea(2)(t-s) (vy, dz). 
0 E A—A{y} 
1 利用 $1.5 题 13. 
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这 里 x (7x) 是 可 测 集 4 的 示 性 丽 数 . 令 
p(t, x, A) = Yap(t, 7, A). (6) 
可 以 证 明 : 这 些 数 具有 下 列 概率 意义 ， 设 p(t,z, 4) 为 任 一 转移 函数 ， 使 9(z),g(zx, 4) 自 它 
导出 ， 又 设 {z(t,w) (1 之 0)} 是 以 p(t,z,4) 为 转移 概率 的 可 分 马 氏 过 程 ， 则 
op{(t, x, A) = Ps(w : z(t,w) € 4， 而 县 zw， w)=7x,0&<u<t), 
n+1p(t, XY, 4) = Pi(w :z(t,w)€ Ah, 在 [0,4| 中 恰 有 n++1 个 跳跃 点 元， 
、 而 且 在 [0.7r,Im 7 [rr 切中 ,z(w) 各 为 常数 ). (7) 


实际 上 ， 前 一 式 由 86.1 定理 1 推出 . 为 简单 计 ， 试 对 1p(t, zx, 4) 详细 证 明 ， 对 其 余 各 式 的 
证 明 类 似 . 设 z 关 yy, 取 


Z， 0 所 5<< 去 
M, = : 存在 某 整 数 v,0 < wv < 2", 使 x(s,w) = ， (8) 


1 
yeE 4， 去 t<sgt 





M = (w: 存在 菜 常数 ,0 < 7 < 使 z(sw) = 他) (9) 


ycE4 7T<Ss 拓 1 


则 M = jlim Mo, 而 M 是 (7) 右 方 括号 中 的 事件 (n=0 时 ) 因此 


2 一 一 1 
27 





P.(M)= Jim_ P,(M,)= lim :工人 -aD ty( 一 ,7 mm)op( ty, A) 
WW E 


\a} 
=- a f e-?(7)20p( — s,y, A)g(z, dy). 
0 E\{z} 


还 可 以 给 出 (7) 式 的 直观 证 明 . 左 方 值 可 看 成 : 自 z 出 发 ， 在 x 停留 时 间 s( 概 率 为 
ea(?)s), 于 长 为 ds 的 时 间 内 ， 发 生 第 一 次 跳跃 到 dy 中 (概率 为 ga(z, dy)ds), 再 自 y 出 发 ， 
经 ”次 跳 牙 到 4( 概 率 为 np(t - s,y,4)), 将 此 各 概率 相 乘 ， 并 对 ds 自 0 到 上 积分， 对 dy 在 
一 {2} 上 积分 ， 所 得 即 右 方 值 ， 由 概率 意义 此 值 显然 应 等 于 P,(M), M 是 (7) 右 方 括号 中 
事件 . 


在 以 上 论述 中 ， 利 用 了 第 一 个 跳跃 点 ， 类 似 地 ， 如 果 利 用 最 后 一 个 ( 即 第 ”+ 1 个 ) 跳 
跃 点 ， 便 可 证 明 (5) 式 . 


因此 ， F(t,z, 4) 是 自 z 出 发 ， 经 有 穷 多 次 跳跃 后 ， 于 上 时 落 于 4 的 概率 . 
由 此 可 见 ， 如 z(t,w) 以 概率 1 是 跳跃 沙 数 ， 则 


p(t, x, A) = (t,x, A), 
一 般 地 则 应 是 


P( x, A) > Blt, x, A), 
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而 

Fr,a(t) = p(t, 2, 4) — P(t, 7, A) = Pe(n(w) & ,z(t,w) € A). (10) 
特别 

F, E(t)= 1— p(t,7,E)= Pn(w) <t)= Jim 已 (mm(w) < 


是 第 一 个 飞跃 点 m9(w) 的 分 布 函 数 . 
与 (7) 的 证 明 相 似 ， 可 证 p(t,z, 4) 满足 积分 方程 


t,x, A) = ‘a er)sp(t — s,y, A)g(z, dy) 十 eatz)ix (2), 11 
p(t, x, A) hf p( y, A)g(z,dy)+e Xa(z) (11) 
得 证 此 式 的 关键 仍 在 于 “存在 第 :个 断 点 是 跳跃 点 ”这 一 事实 ， 此 事实 所 以 正确 是 因为 标 
准 对 的 定义 中 包含 条 件 a(z) = g(x, EE) (参看 定理 1 (ii)). 

由 (11) 可 再 一 次 推出 向 后 方程 ( 见 8$6.1 定理 3). 实际 上 ， 在 (11) 中 令 t- s= 履 即 得 


t 
plt,z, A) = / du 上 Dp, A)ale, dy) + eto) (o), 
0 I 


故 
p(t, x, A) =/ plt,y, A)g(z, dy) 
E\{z} 
t 
-|/ mf ) De pe y, A)g(e, dy) ~ qr)e Nx (2) 
=/ nev, Aale,dy) 
E\{z} 
-sx | [ wf Wp y, Male dy) + ea (a)|, 
整理 后 即 得 向 后 方程 


p(t,z, A) = 上 ,Phy gte 辐 -alejpltm A). (12) 


如 果 除 假定 g(z), q(z, 4) 是 标准 对 外 ， 再 补 设 几乎 一 切 样本 函数 在 任何 固定 的 t+> 0 的 
前 面 ， 有 最 后 一 个 断 点 为 跳跃 点 (例如 ， 当 9q(z) 有 界 或 几乎 一 切 样本 函数 是 跳跃 函数 时 ， 
这 条 件 满足 ), 于 是 利用 最 后 一 个 跳跃 点 ， 由 同样 的 考虑 ， 对 刀 > ti 可 得 


t2 
p(tz,z,4) -/ as nsw,0) / eta-s)g(y, dz) 
ti E A—A{y} 
+ f ep dy) (13) 


两 边 同时 减 去 fae™ Wli2 ti) p(t1, x ,dy), 除 以 tz 一刀, 并 令 本 一 t,t 一 如 q(z) 在 4 上 有 
界 ， 则 


.p(t2, 1, A) eq )p(t1, 2, dy) 
Jim, Pd 上 人 plt, z, dy)aly, A — A{y}), 
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将 e-aotzba) 按 Taylor 展开 ， 并 注意 q(y, A{y}) = 0, 得 
p(t, 2, A) = — / gly, EB — A)plt,z,dy) + / gq(y, A)p(t, zdy), (14) 
A E\A 


称 方程 (14) 为 向 前 方程 . 

如 果 只 假定 g(z),g(z, 4) 为 标准 对 ， 自 然 无 从 保证 土 以 前 最 后 一 个 跳跃 点 以 概率 1 存 
在 ， 由 于 上 述 讨论 中 只 用 了 各 种 可 能 的 转移 方法 中 的 一 种 ， (13),(14) 中 的 等 号 都 应 改 为 
“>” 号. 

总 结 上 述 结果 得 

定理 3 设 自 p(t,zx,4) 导出 的 g(x),g(z, 4) 是 一 标准 对 ， 则 向 后 方程 (12) 成 立 ， 而 (14) 
中 等 号 应 换 成 “>” 号 ， 如 补 设 以 p(t,z,4) 为 转移 概率 的 可 分 马 氏 过 程 的 几乎 一 切 样本 函 
数 ， 在 固定 的 上 前 ， 有 最 后 一 断 点 为 跳跃 点 ! (例如 q(z) 在 妃 上 有 界 或 等 价 地 (C) 均匀 成 
立时 此 条 件 满足 ), 而 且 g(x) 在 4 上 有 界 ， 则 向 前 方程 (14) 也 成 立 . 

在 实际 问题 中 ,常常 能 由 直观 判断 某 一 随机 现象 是 马 氏 过 程 ， 而 且 根据 观察 资料 可 以 
求 出 g(z),g(z,4), 因为 g(z) = 1/Es7 及 p(t,z, 4) = g(z, A)t+olt),zE4h. 它们 只 需 由 短 时间 的 
观察 就 可 近似 地 决定 ( 故 有 人 称 它们 为 过 程 的 无 穷 小 特征 ). 相反 地 ， 转 移 概 率 却 一 般 很 难 
由 观察 确定 . 因此 自然 地 问 : 能 否 以 及 如 何 根据 a(z),g(z, 4) 以 求 出 p(t,z, 4)? 容易 想到 ， 
方法 之 一 是 在 开始 条 件 

p(0, 2, A) = x (7) | (15) 


下 解 向 后 方程 或 向 前 方程 ,当然 , 我 们 重视 的 只 是 这 样 的 解 p(t,z, 4), 它 是 一 个 转移 消 数 
这 时 理论 上 会 发 生 解 的 存在 与 唯一 性 问题 . 

如 果 a(X),q(z, 4) 是 一 标准 对 ， 由 上 述 已 经 知道 : 作为 转移 函数 的 解 总 是 存在 的 ， 而 
且 或 者 只 有 一 个 ， 或 者 有 无 穷 多 个 .如果 g(z) 有 界 ， 解 是 唯一 的 . 

为 了 具体 地 求 出 一 解 , 考虑 由 (6) 定义 的 函数 5(t,z, 4), 它 是 自 z 出 发 , 经 有 穷 次 跳跃 
后 ， 于 上 时 位 于 4 中 的 概率 . 由 这 概率 意义 ， 可 见 5(t,z,4) 应 是 一 广 转移 函数 ; 就 是 说 ， 
它 满足 转移 函数 定义 中 的 一 切 条件 ， 只 是 5(t,z,E) < 1. 其 次 , 分 别 将 (4),(5) 对 一 切 可 能 的 
n 求 和 ， 便 得 到 (11) 与 (13)( 将 其 中 的 p(t,z,4) 换 为 5(t,z,4)). 微分 后 可 见 5(t, zx, 4) 是 
方程 在 上 述 开 始 条 件 下 的 一 个 解 . 由 于 上 述 概率 意义 (其 中 没有 估计 到 可 经 无 穷 多 次 跳跃 
或 其 它 可 能 的 转移 方式 ), 故 如 p(t,z,4) 是 向 后 方程 的 任 一 转移 函数 解 ， p(0, zx, 4) = x (7)， 
则 必 

p(t, 2, A) > 5(t, 7, A), 

故 称 5(t,z, 4) 为 最 小 解 . 如 补 设 q(z) 有 界 ， 则 由 于 以 g(z),9(z,4) 为 标准 对 的 蕊 氏 过 程 的 
样本 函数 以 概率 1 是 跳跃 函数 ， 故 在 [0,4] 中 只 有 有 穷 多 个 跳跃 点 ， 除 有 穷 多 次 跳跃 外 别 


无 其 它 转移 方式 ， 故 . 
p(t, 了 ， A) 一 p(t, 7Z， A), 


而 p(t,z, 4) 是 向 后 方程 在 (15) 下 的 唯一 转移 函数 解 . 





1 我 们 约定 把 ro(w) = 0 也 看 成 一 断 点 ， 因 而 ， 斯 点 总 存在 . 
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§6.3 补充 与 习题 


1. 设 q(z) 在 可 测 集 B 上 有 界 ， 又 4 为 B 的 可 测 子 集 ， 点 zl e B,zl 夭 ze 巨 -4. 试 
证 对 任意 。 > 0, 存在 a>0, 使 对 m= | 中 | +1(a >5>0 任意 ), 有 


p(mé,7x, A)> (1— 1 —p(6,7, {2))™ 


Tp try p(6, x, A); 


Plmé, x1, {2}) 2 (1 — e)p(6, 21, (0) 


提示 : 存在 a > 0, 使 


(1—e)jag(z) <1-e-% ee, zeB. 


故 
m—l 
p(mé,7, A) > 》， nz, {oy / em Dép(6, x, dy); 
v=0 4 
m—l 
p(mé, x1, {2}) > Dp((m—v— 1)6,71, {71}) x p(6, z1, {7})p(6, x, {2})”. 
v=0 


2. 设 点 z 使 g(z) = co zE4, gq(y) 在 可 测 集 4 上 有 界 ， 又 z1 关 x, 试 证 


p(t,x, A) i p(t, 1, {7}) 
3 1— p(t,z,{z}) = 3 1—plt,z, {2}) ” 


提示 : 利用 上 题 结果 . 
3. 设 在 相 空间 EB 中 引进 距离 p(xz,y) = 0 或 1, 视 z=y 或 2 天 Y 而 定 . 又 设 右 连续 过 
程 满足 $6.1(C), 考虑 点 z E BB 及 单 点 集 {zj, 定义 天 (w) = inf(t :z(tw) 夭 z), 并 回忆 85.1(7) 
中 的 rfzj(w), 试 证 


Tzr 一 T{z}: 


提示 : 由 (t : z(t) x) C (t : p(X?,E\z) = 0), 破 7 = inf(t : z(t) # 7) > inf(t : 
p(Xb BE\z) = 0) = Tz}. 反之 ， 由 所 引进 距离 的 离散 性 及 rtz} 的 定义 ， 对 ee >0, 有 


P(XF - eBE\r)= |， p(Xr 。 y+e'E\7) 一 0， 
可 见 存在 = 使 >e'>>0, 使 
z(Tlz} 二 ce) EB, 或 z(rfzl +e') #7. 


既然 ele 可 任意 小 ， 故 由 Tz 的 定义 得 T{z} 之 Tz 
4. 如 上 题 假 定 ， 而 且 设 86.1 定理 2 中 条 件 (a) 或 (8) 成 立 ， 试 证 对 /se Da, 有 


wy(z) = 人 f(y)a(z, dy) ~ qa(z)f(z), 
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其 中 入 为 广 无 穷 小 算 子 . 
提示 : 此 过 程 是 Feller 的 ， 因 为 可 设 拓扑 离散 . 利用 $5.1(16). 当 z€ UV,d(V) 一 0 时 


E,(Tu) 一 Es(T{z}) 一 1/a(z)， 
zf(Trr) 一 Z(T) (T= 72). 
当 了 为 有 界 连续 时 ，E。f(z(7w)) 一 Bsf(z(7)) = fs f(y)H(z,dy). 而 TI(z,4) = 喇 闪 或 xs(z) 
视 g(z) > 0 或 q(z) = 0 而 定 .注意 ， 将 业经 朵 向 后 误 比 匀 ， 形式 上 有 p(tz,4) = 


p(t,z, 4). 但 这 并 不 表示 p(t,z, 4) € Da. 
5. 对 86.1 例 1, 试 证 Af = Qf, 而 且 


P(t) = 


提示 : 由 于 {e} 是 有 穷 集 , 故 有 界 , 它 所 对 应 的 过 程 唯一 而 且 可 取 为 右 连 续 的 . 由 上 题 
ff(i) = Qf(i). 因 定 义 在 互 = (0,1,.…,n) 上 的 函数 f( 即 n+1 维 矢 量 ) 都 是 有 界 的 , 而 且 Af 
也 有 界 ， 由 拭 离 的 高 散 性 还 都 是 连续 的 ， 故 Da 重合 于 ”+1 维 矢量 空 间 , 特别 piy(t) 作为 i 
的 函数 也 属于 Da. 为 了 求 出 pij(t 中 要 来 下 列 一 方程 的 唯一 解 : P(t) = QP(t),P(0) = 1, 
得 P(t) = eet. 由 于 万 的 紧 性 ， 有 A4=4= 六. 

对 86.1 例 2, 类 似 有 Af(i) = or 

6. 设 {z(t,w),t > 0} 满足 $6.1(C) 而 且 是 Borel 可 测 的 ， 又 4 为 相 空 间 的 可 测 子 集 ， 
令 54(w) = (t: z(t,w) € 4), 故 L(S4(w)) 是 停留 在 4 中 的 总 时 间 ， 工 表 勒 贝 格 测度 ， 试 证 
Es[L(S4(w))] = fo p(t, 2, A)dt. 更 一 般 地 ; Es[L([0,4] N Sa(w))] = fo p(t,z, A)dt. 

提示 : 由 过 程 的 Borel 可 测 性 及 Fubini 定理 ， 几 乎 对 一 切 w, S$S4(w) 是 Borel 可 测 集 ， 
故 L(S4(w)) 几乎 对 一 切 w 有 意义 ， 对 每 一 t 定 义 y(t,w) =1 或 0, 视 te S54(w) 或 经 54(w) 
而 定 . 则 记 y(t,w)dt = L(S4(w)), 然后 用 Fubini 定理 . 

7. 对 生 灭 过 程 ， 令 V(0) = 1,V(k) = 0(k > 0), 用 86.3(36) 定义 &, 则 & 是 在 第 一 个 飞 荆 
点 以 前 总 共 在 状态 0 的 时 间 . 试 证 


—2/ 9i 
P(t zr)=41-e i: ， 如 z>0, 
0, 如 z < 0， 


其 中 go 三 站 ,和 = 2 全. 并 求 Eot. 


提示 : 易 求 出 ， ， 
Po n(A) = 1/ Ds +1), 
?一 0 


-并 oo 
由 Laplace 变换 得 P(E 入 zj)=1 一 e 气 ” 或 0, 视 z>0 或 x<0 而 定 . 又 Bot = 》0. 
i=0 


8. 设 忆 = [0,1],8 为 区 间 忆 中 全 体 Borel 子 集 所 成 o 代数 ， 以 L(4) 表 集 4 的 勒 贝 格 
(Lebesgue) 测度 ， x (x) 表 4 的 示 性 函数 . 求证 


p(t,z, A)=e xa(r)+(1—e L(A) (t>0) 
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是 (BB) 中 章 次 转移 卫 数 ， 革 lintp(4z, {2)) = 工 设 {zw,t > 0} 是 以 p(t,z,4) 为 转移 概率 
的 可 分 马 氏 过 程 ， 试 问 它 的 样本 函数 是 否 几乎 都 是 跳跃 函数 ? 

附 记 ， 间 断 型 马 氏 过 程 的 进 “ 步 研究 主要 集中 在 满足 86.1(C) 的 具 可 列 多 个 状态 的 过 

这 类 过 程 所 以 重 归 ，- 是 作为 一 般 间断 型 过 程 的 前 奏 而 出 现 ， 一 是 实际 中 常 产生 这 
类 过 程 如 生 灭 过 程 、 分 枝 过程 等 ， 研 究 的 课题 主要 有 : 转移 函数 的 分 析 性 质 、 样 本 函数 的 
性 质 、 积 分 型 泛 旺 的 极限 定理 以 及 求 向 后 或 向 前 方程 的 全 部 解 等 等 .关于 生 灭 过 程 也 积累 
了 许多 文献 ， 近 年 来 ， 我 国 在 间断 型 马 氏 过 程 方面 作 了 许多 工作 ， 其 中 一 部 分 详 见 本 章 文 
献 . 


66.1 中 许多 结果 对 较 一 般 的 相 空 间 (也 ,B)( 不 必 限 五 为 一 维 Borel 可 测 集 ) 及 广 转移 函 
数 p(t,z,4) 也 正确 ， 详 见 本 章 文献 [17]. 
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第 七 章 平稳 过 程 
$7.1 “平稳 过 程 与 保 测 变换 
(一 ) 为 确定 计 ， 设 了 = [0, co). 考虑 概率 空间 (9, 瑚 ,P) 及 定义 于 其 上 的 实 值 随机 过 程 
X(w) = {z(t,w), t eT), 
称 它 为 平稳 过 程 , 如 对 任意 常数 s > 0, 任意 正 整 数 mw 及 任意 ti ET,ci€E Ri, i 二 1,…,n, 有 
P(xz(t:) & ci 1 三 1，… 7) 一 P(z(s+ ti) < Ci 1 一 1,.…,n). (1) 


在 平稳 过 程 中 ，“ 推 移 ”的 观念 非常 重要 ， (1) 式 表 示 ， 平 稳 过 程 的 特征 是 ， 它 的 有 穷 维 
分 布 不 随 推移 而 变 .精确 些 说 ， 定 义 过 程 


Xs(w) = {rz(s+t,w), t ET), 


如 果 X(w) 及 XX,(w) 有 相同 的 有 穷 维 分 布 ， 则 X(w) 是 平稳 过 程 . 
定理 1 为 使 X(w) 是 平稳 过 程 ， 必 须 且 只 需 下 列 诸 条 件 之 一 满足 : 
(i) 对 任意 s>0,X(w) 与 Xe(w) 有 相同 的 分 布 ; 
(i) 对 任意 ”元 实 值 Borel 可 测 函 数 f(y1,…,yn), 有 


Ef(z(t1),. ,z(tn)) = Ef(z(s +t1),.*, r(s+ tn)). (2) 
(ii) 对 任意 定义 于 RY 上 的 实 值 BY 可 测 函 数 p(e( . )), 有 
E{yp(X)} = BE{p(Xs)}. (3) 


这 里 (2),(3) 成 立 的 意义 是 : 式 中 如 有 一 方 存在 ， 则 他 方 存在 ， 而 且 二 者 相等 . 
证 由 于 过 程 的 分 布 由 有 穷 维 分 布 族 唯一 确定 ( 见 附 篇 定理 4), 故 由 (1) 立 得 ()， 以 
Px,(B) = P(X，€ B) 表 XX, 的 分 布 ，Be BT,Px, = Px. 则 由 (让 得 
E{p(Xs)} = 人 p(Xs(w))P(dw) = 人 ,PlO)Px.(de) = 上 Pa = BeCOh 
此 即 Gi). 取 g= fC, 其 中 C 为 三 到 梧 的 变换 
Cle()) = (e(t1), .se(ta)), 
则 (过 ) 化 为 的. 在 (i 中 取 


Ji， “i yn) 一 II X(-o0,Ci (i), 
?一 1 
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则 人) 化 为 (1). 口 

注 1 如 复 值 激 数 久 = 加 十 iw2, 其 中 实 值 滑 数 加 及 wz 满足 (ii 或 (证 ) 中 条 件 ， 则 (过 
或 (ii) 中 结论 也 对 区 正确 ， 央 为 上 只要 分 别 考 虑 wi1, 2. 

以 上 考虑 了 了 = [0,co) 的 情形 ， 此 外 ， 通 常 还 考虑 工 = (-co,eo), 了 = (0,1,2,…) 或 
全 二 《(…, 一 2, 一 1,0,1,2,…), 不 难 类 似 地 下 定义 并 证 明定 理 1 的 相应 结果 仍 成 立 ， 差 别 只 在 
于 把 “s > 07 分 别 改 为 “实数 祝 “ 非 负 整 数 ww, 整数 > 

对 取 抽 象 值 的 随机 过 程 也 可 以 定义 平稳 性 ， 设 了 为 上 述 任何 一 参数 集 ， 称 取 值 于 可 
测 空间 (E,8) 的 随机 过 程 {z(t,w),t eT} 为 平稳 的 , 如 对 任意 eT,s+ti ET,i= 1,.……,n, 
有 

P(rz(tiyw) € Bi, i=1,.…,n)= P(rz(s+ti,w) €B,1i=1,..,n), (4) 

其 中 Bi e 任意 . 

特别 ， 当 五 = {a(-)} 是 T 上 全 体 复 值 函 数 的 集 ， 而 8 为 含 一 切 如 下 型 o(.)- 集 的 最 小 
5 代数 

(a(:): Rea(x) & ci,Ima(x) & c2) 

(z 6 Tete 局 ae 局) 时 ， 满 足 (4) 的 过 程 称 为 复 值 平稳 过 程 . 这 时 (4) 化 为 : 对 任意 


C1% E Ri, Caos ERi,i= 工 ,1, 有 


P(Rez(ti) & ci1i, Imz(ti) & coi, i=1,...,n) 


= P(Rez(s+ti) Sei, Imz(s+ti) esi, i= 1,...,n). 


(二 ) 设 参 数 集 为 (0,1,2,…), 考虑 实 值 平 稳 序列 {z.(w),n > 0}. 于 (2) 中 取 到 = 
i—1,s=1, f (yi, , Yn) 一 XB, (1 Yn) 其 中 Br 为 nn 维 Borel 集 ， 则 (2) 化 为 


Pl([zo(w), , Tn-1(wW)] € Bn,) 二 Pl[zi(w), “ ,Tn(w)] € B,,). (5) 


(5) 式 可 如 下 理解 : 在 F(zn(w)m >0) 的 全 体 有 穷 维 柱 集 : 的 集 类 C 上 定义 一 个 到 自身 的 
一 步 推移 变换 工 , 满足 条 件 


了 [eole) yzn-iojj € Ba) = (zi(o) ,zn (wo) € Bo)， (6) 


这 里 4= 卫 表 P(4ADB)= P(4\B)+ PCB\4) =0. (5) 式 表示 ， 在 C 上 了 保持 测度 不 变 . 
试 研究 下 列 问题 : 
(A) 既然 了 已 在 C 上 有 定义 ， 能 否 合理 地 扩大 它 的 定义 域 到 全 F'{zn(w),n >>0} 上 ? 
(B) 平稳 过 程 与 保 测 变换 有 何 关系 ? 
我 们 先 从 保 测 变换 的 定义 开始 . 
取 三 的 子 o 代数 6 而 考虑 概率 空间 (9,6,P),P 为 完全 测度 ， 以 下 无 特别 声明 时 ， 
可 测 焦 与 随机 变量 都 是 指 6 可 测 集 与 6 可 测 函 数 . 设 了 为 把 6 中 的 集 变 到 6 中 的 集 变 
换 ， 如 有 果 它 满足 下 列 条 件 >, 就 称 7 为 保 测 集 变 换 . 
1 这 里 在 穷 维 柱 集 指 形 如 [Cz (wzms(w)) e Bn] 之 集 ， Bn € B。. 
2 下面 (7) 及 (9 中 U A 天 有 穷 个 或 可 列 多 个 集 As 之 和 . 
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1° 设 hi 是 4 的 象 ， 则 4 也 是 4 的 象 的 充分 必要 条 件 是 P(A41AA42) = 0; 
2° P(A) = P(TA): 


3。 T(U An) = Uv TA,, 


T(O\A) = Q\TAh. 
由 3° 及 集 的 对 侦 规则 推出 _ _ 
TN 4)= NN Th 
TA=T(AU(M\A) = TAUT(OA\A) = 9, 
T9= 9%, 
并 且 如 A1 C hz, 则 了 Thi C Th42( 除 可 能 差 一 零 测 集 外 ). 


如 果 每 一 可 测 集 B 都 是 某 可 测 集 4 在 变换 了 下 的 象 ， 则 可 定义 逆 变 换 了 +,T: 也 是 


保 测 集 变 换 ， 此 时 称 了 为 可逆 保 测 集 变换 . 


于 是 ， 保 测 集 变换 工 将 e 代数 6 变 为 子 o 代数 TG6. 利用 了 可 以 定义 保 测 集 变换 


T* = T(T*-1) = 7T*-1(T) (k > 0,T? = 7), 


如 了 可 逆 ， 则 上 式 中 的 大 可 为 任意 整数 ， 


以 自然 的 方式 派生 6 中 集 的 示 性 函数 的 变换 : 如 4 一 T4, 则 定义 x 一 xza- 以 下 
定理 表示 ， 此 函数 变换 的 定义 域 可 唯一 地 (在 具有 性 质 1-4 的 条 件 下 ) 扩大 到 全 体 G 可 测 


函数 的 集 F, 上 . 


定理 2 对 每 一 保 测 集 变 换 了 存在 唯一 的 随机 变量 的 变换 五, 把 F 变 到 Fo 中 ， 


而 且 具 有 下 列 性 质 : 
1. 如 zl 是 z 的 象 , 则 zz 也 是 z 的 象 的 充分 必要 条 件 是 P(z1 = rz) = 1 
2. 如 zx =x 则 P(Tiz =Xzra)=11 
3'. 全 是 线性 的 : 对 任 二 常数 a,b， 


Ti(az+by) = aTiz + bTy (a.s.); 
4'. 卫 连续 : 如 lim zn = x (a.s.), 则 


lim Tizn, = Tiz (a.s.). 


证 唯一 性 : 如 五 及 五 都 有 性 质 1-4, 那么 由 2',3', 它们 在 简单 函数 类 上 重合 ， 因 而 


根据 4, 对 任意 ze 瓦 ,五 z = Tz(a.s.). 
存在 性 : 对 每 个 有 理 数 ", 记 w- 集 


A, = T{z(w) & "}. 
由 于 这 个 集 有 一 零 测 集 变动 的 自由 ， 可 以 要 求 4. 对 一 切 有 理 数 具有 下 列 单调 性 : 


Ar, C A,,, 71 < 72， 
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为 此 只 要 从 原来 选 定 的 诸 4- 中 适当 除去 一 零 测 集 并 利用 有 理 数 集 的 可 列 性 ， 从 这 些 A， 
中 加 上 或 减 去 一 零 测 集 后 ， 还 可 使 


(4;.=0, (|4.=¢. 
现在 证 明 : 可 以 找到 随机 变量 五 z, 使 
(下 zj(w) < s) = Ttz(w) < s), (12) 


其 中 se Ri 任意 . 为 此 ， 我们 倒 过 来 想 . 假设 满足 (12) 的 五 z 已 找到 ， 看 看 它 在 指定 的 w 
上 应 等 于 什么 ， 对 任意 有 理 数 7, 由 (12) 有 


(Tz](w) < 7) = T{z(w) < 7+} = Ar. 


因此 ， 对 5 各 Ri, 有 
(mazl(o) < s) = (4, 
Tr<# 
(Lzj(w) < s)= | 4;, 
于 是 
([Ti1z](w) = s) = 站 4 一 Uj Ar. 
r>s r<s 
这 式 子 表明 : 应 用 如 下 定义 五 z: 
本 zj(w) = s， 如 果 we 门 4- 册 4 (13) 


由 于 诸 4r 的 选择 方法 ， 可 见 名 对 每 都 是 唯一 确定 的 ， 我 们 就 用 (13) 来 定义 区 .由 
(13) 及 (9) 可 见 


(zlo)ss= 门 4=Ttz(oxssj (14) 


r>s 


由 (14) 及 "- 系 方法 ， 可 见 对 任意 Be B1, 有 
(Ds)(w) € B)=T{z(w) e B}. (15) 


特别 可 见 ， 五 z 是 随机 变量 . 
现在 定义 z 在 了 下 的 象 为 任 一 与 所 选 的 和 元 xz 几乎 处 处 相等 的 随机 变量 . . 剩 下 要 证 明 
的 二 所 得 的 变换 T 的 确 具 有 性 质 1 -4 
“… 由 定义 显然 ， 
2 如 z(w) = Xa(w), 由 (15) 
(Tiz =1)=T(z= 1D=Th, 


(Tiz =0)=T7(z=0)= TA=7h, 
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既然 T4UT4=Q, 故人 下 z =X (as.) 
3'. 对 正 数 a, 有理 数 ", 由 (15) 得 下 列 诸 式 : 
(Ti(—7z) < s)=T(~z < s) 
= T(z > -s)= (Tz> -ss)=(-Tir < s); 


(Ti(ax) < s) = T(ax < s) 
=T(z < =) = (miz < 5) = (aTiz < s); 


(Ti(zi1+ x2) < s) 三 了 (zi 十 zz < ss)= TI J <r)(z2 <s—r7) 


个 


三 (Ti <7)T(zz < s 一 7) 三 Jz <r)(Tiz2s <s—7)= (Tz1+ Tz2 < s). 
rT 他 


因而 对 任意 Q1 和 Ri, a2 € Ri, 有 


(Ti(a171 十 aa22Z2) < s) 一 (aiTizl 十 a27172 < 3). (16) 
注意 ， 如 二 随机 变量 y,z 对 任意 有 理 数 5 有 
(了 < 引 二 (z< 5， (17) 


则 必 Pl(y = z) = 1 实际 上 ， 如 说 不 然 ， 必 存在 有 理 数 1 ", 使 Pog <r<z)>0 或 
P(z <r < y) >0. 不妨 设 前 式 成 立 ， 另 方面 ， 由 (17), 有 


(y<7)=Yy<rE UY rz r= YYy<rez)U(z < 7), 


故 得 P(y <r < z) = 0, 与 上 述 前 式 矛 盾 . 
由 此 并 注意 到 (16), 即 得 证 3/. 
4. 由 于 


(Ti supzn > s) 三 了 (sup zn > 5) 一 T(Uice。 > 引 ) 二 Unz。 > s) = (sup Tizn, > 5)， 


故 全 与 sup 可 交换 ， 因 而 与 inf zn(= 一 sup( 一 zn)) 可 交换 ， 于 是 与 lim(= inf sup ) 及 lim(= 
sup inf ) 都 可 交换 ， 故 如 lim zn = z, 则 


n>1 mn 


lim Tiz, = TT lm zn = Tz=T lim zn = lim Tizn, (a.s.). 


nh— O00 入 一 CD 


注 2 既然 1-4 唯一 决定 随机 变量 变换 ， 而 由 (15) 又 可 推出 1-4, 可 见 钙 x, 因而 Tz 
由 (15) 唯一 决定 (a.s.). 口 


1 由 P(y 关 2 >0 及 起 关 a=LU<r 生 zuUlz<r 拟 切 , 可 见 此 结论 正确 . * 
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以 后 了 及 殉 同 记 为 了 并 统称 为 保 测 变换 , 这 不 会 引起 误会 ， 只 要 参看 上 下 文 即 可 . 
变换 工具 有 下 列 重要 性 质 : 
引 理 1 设 f(yo,1,…) 为 无 穷 维 Borel 可 测 函 数 ， zo(w),zi(w),… 为 任意 随机 变量 ， 


则 
Tf(z0;, 571.) = FTzo Tr1,..) (as (18) 
证 利用 上 述 关 于 (17) 的 注意 事项 ， 为 证 (18), 只 要 证 对 任意 Be B1, 有 
(wv: THzo0, 21,.) € B) = (w :f(Tro, Trei,...) € B). (19) 
由 (15) 


(Tf(xo, x1,.….) € B) 二 T(f(zo, Tz1,.…) € B). 
令 Bo = [(yo, 1, ” ') : f(yo, Yi,: “ -) E Bl], 它 是 无 穷 维 Borel 可 测 集 . 为 证 (19), 只 要 证 
Tlw : (zo0,T1,.**) € Bw) = (w : (Tro, Tx1,::) € Bol. 


使 此 式 成 立 的 全 体 Bo 构成 无 穷 维 空间 中 的 和 - 系 A. 由 (15) 及 (9) 可 见 A 包含 以 Bi x 
B2 x .…- x Bn 为 底 的 有 穷 维 柱 集 ， 这 些 柱 集 全 体 是 一 r- 系 . 故 A 包含 全 体 无 穷 维 Borel 
可 测 集 口 

我 们 还 需要 测度 论 中 一 事实 : 

引 理 2 设 (Q, 天 ,P) 为 概率 空间 ， 对 4e 下 ,Be 大 定义 4, B 的 距离 为 


d(4,B) = P(4AB)， 


则 工 成 为 完备 的 距离 空间 (其 中 集 4, 了 如 满足 P(A4AB) = 0 则 看 成 同一 点 ). 
证 1 因 4AB = 4 万 uB4 显然 


P(AAB) = P(BAA) > 0; 
又 由 AAB c (4AC)U (BAC), 得 
P(AAB) < P(AAC) + P(BAC). 


因而 下 是 一 距离 空间 . 为 证 完备 性 , 设 有 一 列 4 E ,使 P(AnAAm) 一 0 (n= 0%0,m = 00), 
则 必 存 在 一 列 正 整 数 Nk, Ni < Na < … 使 当 m > Nk,n > Nk 时 ， 


1 


令 4= Uf am, 因 之 有 = MN U Am = 血 局 au 对 任意 正 整数 s, 有 


了 一 1 k=j 


An,4 C An, An,,, U AN, 1 AN, ,2 Up 


故 P(An, 加 < 三 二 = 上; 类 似 地 ， 由 





An,A C An, AN,,, U An, ,1 AN, ,» JU 





! 另 一 证 明 见 87.4,12. 
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得 P(AN,4) < zr, 于 是 PL4wA4) < zs. 最 后 得 : 当 n> N。 时 


1 
P(AnAA) < P(AnAAnN,) 十 P(An,AA4) < Ds 十 prep 


由 此 可 见 lim _P(4。A4) = 0, 这 说 明 在 上 述 距 离 d 下 ， {An} 有 极限 为 4. 为 证 唯一 
性 ， 设 有 二 极限 为 4 与 B, 则 


P(AAB) < P(A,AA)+ P(4.ABD) 一 0 一 co)， 口 


(三 ) 下 列 定理 给 出 了 上 段 中 问题 (A),(B) 答复 . 
定理 3 (Gi) 设 了 为 保 测 变换 ， ro(w) 为 任意 随机 变量 ， 则 


{zn;n > 0},7n 一 Tczo (a.s.) (20) 


是 一 平稳 序列 . 

( 动 反之 , 设 {zn,n > 0} 为 平稳 序列 , 则 必 存 在 唯一 的 保 测 变换 了 , 它 定义 在 下 {zn,n > 
0} 上 ， 使 rz =T"zom = 0,12… 小 (这 里 大 表 大 关于 己 完 全 化 c 代数.) 

证 (i) 由 (20),(15) 及 (9) 得 


Pp( fN(ewrr <o)) =P( 


OO= 


(Tzn, < oj)) 


j=1 


=P( 人 Tr (zn < 07)) = P(r*| 让 e。 <o)]) 
j=1 二 1 

=P( 门 eu su) 人 
j=1 


(ii) 之 证 较 繁 1, 分 成 几 点 : 
a° 以 C 表 全 体 柱 集 
(w : (Zn, Tns) € Bk) (22) 


所 成 的 代数 ， Bi 为 上 维 Borel 集 ， 上 二 1,2,…. 定义 自 C 到 C 中 的 集 变换 
Tem: mn) € Bh] = (zm. ennt1 € Bk) (3) 
则 了 在 C 上 是 保 距 (距离 为 d) 的 变换 ， 即 
P(CIAC?) = P(TCIATC;»). (24) 


实际 上 ， 设 Gi = (czw) e BO(i = 1,2). 由 于 任 一 m 维 柱 集 可 看 成 n 维 柱 集 
(m < n), 故 不 妨 设 足 标 n1,… ,ns 对 二 柱 集 是 相同 的 ， 显 然 


GO; = (zu tn) € BO), TO; = TO (25) 
1 另 一 较 简 的 证 明 见 87.4,13. 这 里 的 证 虽 宛 长 ， 但 因 包 含 了 一 些 技 巧 ， 故 仍 保留 此 证 ， 
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由 序列 的 平稳 性 


P(C1C2) = P((zn zas) € BA) N BO) 
一 P((zni+1) 2 ;Tnx +1) E€ BW) 门 BO)) 
二 P(TC1 NTC,). (26) 


由 于 柱 集 的 补 集 仍 是 柱 集 ， 故 由 (26),(25) 


P(C1AC2) = P(C1C2) + P(C1C;,) 
= P(TC) NTCz) + P(TCiNTC2) = PITCIATC2). 


be? 今 扩大 工 的 定义 域 到 全 关 {zn,n > 0} 上 因 后 者 是 包含 代数 C 的 最 小 o 代数 的 
完全 化 ， 由 附 篇 定理 7 知 对 每 一 4e 7'{zn,n 之 0}, 必 存 在 Cm EC, 使 P(CmAA4) 一 0, 故 


P(TCnATC,) = P(CnAC,) 一 0 (mm 一 co). 
由 引 理 2, 存在 集 De 天 '{zw,n >0), 使 P(TC.AD) 一 O(n 一 00). 我 们 定义 
TA=D. (27) 


注意 ，D 与 {Cm} 的 选择 无 关 . 事实 上 ， 设 另 有 一 列 Cn eC 使 PIGmA4) 一 0. 令 {Cm} 所 
决定 的 集 为 D. 合并 {Crm}, {Cm} 而 得 一 新 列 {Cm} 一 {C1, C1, C2, C2,: “ 小 则 P(CmAA) 一 0. 
设 {Cm} 所 决定 的 集 为 D, 则 因 {Cm}, {Cm} 都 是 {Cm} 的 子 列 而 有 


万 = 万 < 万 


c? 今 证 由 (27) 定义 的 工 在 天 {zom>0} 上 是 保 测 变换 ， 即 要 验证 1°,2°,3° 成 立 
1° 由 工 的 定义 是 显然 的 . 
2° 由 (23) 及 序列 的 平稳 性 ， 已 知 了 在 C 上 保 测度 ， 故 对 任意 4e 产 {zn,n > 0}, 有 


P(T4) = P(D) = lim P(TC,) = lim P(Cn) = P(A). 
3" 试 证 (7),(8) 成 立 ， 先 证 
T(Ai1U A2) = TA1UTA;. (28) 
取 CW eC (i=1,2), 使 
P(A1AC(W) — 0, P(A2AC(®)) 一 0 (nm 一 o00). 


于 是 
P((A1U A2A(C(D Uy CGO))) 一 0， 


由 此 及 定义 (27)， 
P(T(A1U A2)AT(C{D U CGO))) 一 0. 
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易 见 在 柱 集 所 成 的 集 族 C 上 ， 了 满足 (28), 故 
P(T(A1 YU 42)AITCO UTCC)]) 一 0. (29) 
另 方面 ， 由 PUT4iATCU)) 一 0, P(T42ATCO)) 一 0 得 
P(T4 UT42?]ATCG UTCGO)]) 一 0. (30) 
比较 (29),(30) 并 利用 在 距离 4 下 极限 的 唯一 性 得 知 (28) 成 立 . 
由 (28) 及 归纳 法 得 _， ， 
7(U4) = U74， (31) 
1=1 1 


在 (23) 中 取 Bk = Rx(k 维 实数 空间 ), 得 
TO=Q. (32) 


由 (32),(28) 得 QTQ =T(4U 5) 二 TAUTA; 对 柱 集 C, 易 见 TCTC =TCC = 办 从 而 仿 上 
1 可 证 TATAh = 9, 综合 上 述 有 了 4 = Th, 故 得 证 (8). 又 因 


T(4142>) 三 人 4142 = T(Ai U 42) 二 TA! U TA» 
= TAIUTAh, = TAINTA,, 


T(A142) = TA1NTA,, (33) 
再 者 


T(A1AA2) =T(A1Az U 4241) 三 7T4142UT4241 
=T4174U7T4274 = 了 41AT4，， (34) 


现在 可 以 证 明 (7). 因为 P( U 4oA UU hn) 一 0, 由 (31),(34) 及 2"， 得 


P(7T( U 4)A( UT4,) = P(r(U 4")AT( U 4")) 


一 上 


性 


3 


=P(r([U 4]A[U a) =P(U AU 4) =0 (35) 
另 方面 ， 显 然 有 ~ 
P( U (TA)A( U Th,)) 一 0. (36) 


n=1 n=1 
比较 (35),(36), 即 得 证 (7). 
:或 者 利用 2° :1= P(T4UT4) = P(T4) + P(TA) ~ P(TATA) = P(A)+ P(A) - P(TATA) = 1 P(TATA), 
夏 TATA = $. 
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d? 最 后 要 证 由 (27) 定义 的 工 是 满足 定理 要 求 的 唯一 保 测 变换 . 于 (23) 中 取 有 = 1,ni = 
n, 得 了 T(x,, € B) = 二 (znt1 € B),BE Bi1. 由 注 2 得 Tz = znyi(a.s.). 由 此 知 


zn = Tzro (n=0,1,2,...) (a.s.) (37) 
故 工 满足 定理 的 要 求 . 今 设 有 二 保 测 变换 全 ,好 都 满足 (37), 于 是 Ti(zn € B) = (zu € 
B),i=1,2. 由 (9) 得 
Ti(zn, € 万 Zn € Bnm) 


三 (Zni+1 € Bi Tnm+l € Bn) (也 € Bi1,!l 一 1,.…,m), 


再 由 和- 系 方法 ， 可 见 对 每 一 工 (i = 1,2), (23) 都 成 立 ， 这 说 明了 ,TB 在 C 上 一 致 . 对 一 般 
的 AeF'{zn,n>0}, 取 Cm EC, 使 P(CmA4) 一 0, 由 工 的 保 测 性 


P(Ti:CmAT:A) 一 0. 


由 此 式 及 TC = TsCn, 得 了 A = 二 Th. 口 

注 3 定理 3 对 平稳 序列 {zn, 一 co0 < n < col 也 成 立 ， 只 是 (i) 中 应 假设 ， 而 在 (区 中 
应 要 求 ， 保 测 变换 了 是 可 道 的 ， 

(四 ) 保 测 集 变换 较 难 掌握 ， 下 面倒 述 保 测 点 变换 ， 由 它 可 产生 保 测 集 变换 . 

设 (Q, 6, P) 为 概率 空间 ， 6 已 关于 PP 完全 化 . 将 9 中 的 点 变 到 中 的 点 变换 TT 如 
果 是 一 一 的 ， 定 义 域 与 值 域 都 是 全 9, 并 且 工 及 T-! 都 把 可 测 集 变 为 等 测度 的 可 测 集 ， 则 
称 为 保 测 点 变换 . 

每 一 保 测 点 变换 了 工 产生 一 保 测 集 变换 : 

TA= (J (To). (38) 


wEA 
我 们 证 明 ， 后 者 所 产生 的 随机 变量 的 变换 Tz 可 取 为 
[Tz](w) = z(T-1w). (39) 
为 证 此 ， 只 要 证 明 由 (39) 可 推 得 (15). 令 z-!1(B) = (w: z(w) e B), 由 (39) 得 


(Tz € B)= (z(T- lw) € B)= (Tlw € z-1(B)) 
=T(z (B)) = T(z € B), 


此 即 (15). 
以 下 定理 说 明 ， 在 某 些 问题 中 ， 只 需 考虑 保 测 点 变换 就 够 了 . 
定理 4 (i) 设 工 为 保 测 点 变换 ，z 为 任意 随机 变量 ， 则 


{Zn, 一 oo <n < o0} (zn = Tz) (40) 


是 平稳 序列 ， 
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(ii) 反之 ， 设 {zn 一 co <n< oo} 为 平稳 序列 ， 则 存在 平稳 序列 { 一 co <n< 00}, 后 
者 定义 在 革 (一 般 是 另 一 个 ) 概率 空间 (9, 大 ,5 上 ， 与 原 序列 有 相同 的 有 穷 维 分 布 ， 并 且 


zn 一 了 "50， 一 oo <n< oo， 


其 中 工 是 9 上 的 保 测 点 变换 . 
证 (i) 是 定理 3 中 ( 的 特殊 情形 (参看 注 3).( 的 证 明 如 下 : 令 


w= (1 0, 1) (Wi € Ri), 
f= (0), 
FZ 如) = wn ( 即 的 第 ”个 坐标 ). (41) 
对 柱 集 
Axk = [(Zm, (&), “0 ,Tma (WO)) E Bx] 
定义 


P(A) = Pl(em (0), ,zm (w)) € Br]. (42) 
含 诸 柱 集 的 最 小 o 代数 记 为 元, 由 柯 氏 定理 ( 附 篇 定理 4), 可 唯一 地 扩大 记 的 定义 域 到 全 
下 ,而 且 P 是 下 上 的 一 概率 . 由 (42) 及 fzw -oo <m < co} 的 平稳 性 可 见 {zn, -co < n < oo] 
是 定义 在 (42 和, 忆 ) 上 并 与 {zn,-co < n < co} 有 相同 的 有 穷 维 分 布 的 平稳 序列 ， 天 对 记 
完全 化 的 o 代数 仍 记 为 到 今 在 中 上 定义 点 变换 了 
T5 = (wo 1 0 ), OG = (oooaa (43) 
以 7 表 了 之 道 ， 由 (39) 得 


[7Zo](w) 一 Ko(T-+65) 三 zo(: WoO, 1 2 ) 三 wi 二 £1(%), 


[T7180)(6) = 和 (TO = Hos wa 10) = 1 = FL1(0), 


由 此 立 得 = T"fo. 
今 证 工 是 保 测 的 ， 只 要 对 柱 集 证 明 . 取 4 = 6: (wm,… wm) E Bp), 由 (41),(42) 及 
{Zn, 一 00 < n < oo 的 平稳 性 得 


(Bras) € Br) = P((Emir1,::, Fmt1) € Bk) 


{(wmi+1,: ,wm 上 1) € Bx.) 二 BP(TA). 口 


87.2 ”大 数 定理 与 遍历 性 
(一 ) 设 了 为 概率 空间 (9,, P) 上 的 保 测 集 (或 点 ) 变换 ， 可 测 集 4 如 满足 Th = 4， 
则 称 4 为 关于 了 不 变 集 ; 类 似 ， 如 随机 变量 z 满足 Tz = z(a.s.), 则 称 z 为 关于 了 不 变 的 . 
显然 ， 当 而 且 只 当 x 为 不 变 随 机 变量 时 ， 4 为 不 变 集 . 
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引 理 1 关于 了 不 变 的 全 体 不 变 集 构 成 一 c 代数 4; 随机 变量 z 关于 了 不 变 的 充分 与 
必要 条 件 是 它 关 于 2 可 测 . 

证 由 87.1(10),Q ez 设 4<2, 由 于 T4=TQN4) =nAT4=ON4=A4 故 4c2 如 
果 An EU(n 之 1), 由 87.1(7)， 


故 U A EU. 从 而 是 一 o 代数 . 
设 Tz = z(a.s.), 对 任意 se Ri, 由 87.1(15)， 


这 表示 (zx < s) eW 而 z 关于 可 测 . 
反之 , 设 x 关于 可 测 ， 对 任意 Be B1,(z € B) EU, 即 x(zeB) 为 不 变 随 机 变量 ， 因 之 
Zn(w) = 3 1 i-1 oY) 
i 2 ( 澡 <z(o)< 玄 ) 
由 87.1 定理 2, 3' 也 不 变 ， 即 Tz。 = zw. 既然 im zn 二 Zz, 由 87.1, 4 得 Tz=z(as), 故 zx 
不 变 ， 口 
平稳 序列 {z,,n > 0} 唯一 地 对 应 于 了 '{z,,n > 0} 上 的 某 保 测 变换 T, 太 {fzunm > 0} 中 
关于 了 不 变 的 集 4 以 及 关于 了 不 变 的 FF'{zxa,n > 0} 可 测 函 数 z(w) 都 称 为 关于 此 平稳 序 
列 是 不 变 的 . 这 性 质 可 不 通过 了 他 而 直接 由 序列 本 身 来 表达 ， 搞 述 如 下 ， 
首先 注意 ， 由 附 篇 引 理 6 可 见 ， 对 任 一 关于 {zn,n > 0} 可 测 的 z(w), 必 存 在 无 穷 维 
Borel 可 测 函 数 f(yo, 1,…), 使 


Tw) = jzo(wjhzi(w)) (a.s.). (1) 


这 种 f 可 能 不 唯一 . 
引 理 2 z(w) 关于 平稳 序列 {x%,n > 0} 不 变 的 充分 与 必要 条 件 是 至 少 存在 一 个 f, 使 
(1) 及 下 式 
jzo(wjhzi(o)) = f (zk(w), zkrl(w)) (as') (2) 
对 任意 整数 及 > 0 成 立 ; 这 时 任 一 使 (1) 成 立 的 f 都 满足 (2). 
证 设 存在 f 使 (1),(2) 成 立 ， 又 了 为 此 平稳 序列 所 对 应 的 保 测 变换 . 根据 87.1 引 理 1 
Tej(zo(ojzi(o) = (zk(ojzktatto) ee ) Cas.). 
由 此 式 与 (2) 得 
Tf(zo(w), 1(w), 7) = zolwhzi(w)) (a.s.). 
根据 (1) 得 Thz(w) = z(w) (as 小 故 z(w) 不 变 . 
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今 设 Tz = z (a.s.), 得 Trz = z (a.s.). 任意 取 一 使 (1) 成 立 的 上 代入 上 式 即 得 
TH(ao(ojztoj = aolojzi(o)) as) 


再 用 一 次 $7.1 引 理 1 便 得 (2). 口 
由 此 引 理 可 见 ， 如 z(w) 不 变 ， 则 


z(w) = zk(wh) zkriO)) (a.s.), 


故 它 只 依赖 于 序列 的 尾 项 {zk(wj,zk+i(w)… 小 其 中 大 为 任意 非 负 整 数 ， 从 而 得 证 

系 1 如 z(w) 关于 平稳 序列 {zn,n > 0} 不 变 ， 则 z(w) 关于 (NF {em n > kk} 可 测 ; 又 
UCNF{rn,n > k}. 

k 


然而 ， 系 1 的 逆 不 真 (参看 $7.4,10). 
从 一 个 平稳 序列 {zn,n > 0}, 可 以 产生 无 穷 多 个 新 的 平稳 序列 ， 描 述 如 下 : 任意 取 一 
无 穷 维 ! Borel 可 测 函 数 /(yo,y1,…), 定义 随机 变量 列 


to(w) 一 f(zo(w), x1(w), 小 | 
én(w) = T"éo = f(zn(w), n+1(w)) “ 小 
根据 $7.1 定理 3 人 知 {&%,n > 0} 也 是 平稳 序列 ， 关 于 {zw,n > 0}( 及 {sm > 0}) 不 变 的 随 
机 变量 与 集 的 全 体 分 别 记 为 VU (及 Ve ue). 
引 理 3 Ve CV;Ue CHU. 


证 由 引 理 1 只 要 证 二 式 中 任何 一 个 ， 试 证 Ve CV. 设 y(w)€ Ve. 由 引 理 2, 存在 无 穷 
维 Borel 可 测 函 数 g, 使 


(3) 


y(w) = g(é0(w), 6(w)，) (a.s.), (4) 
g(é0(w), £1(w),* 7) = g(é4(w), Ekt1(),.°) (a.s.). (5) 
考虑 无 穷 维 Borel 可 测 函 数 
G(yo, Yn, -) = g(f (yo, 1， “ ), f(yi, ya, “ 小 ， 小 (6) 
由 此 式 及 (3),(4) 得 
y(w) 一 G(zo(w), z1(w), ” -) (a.s.)， (7) 
以 (3) 代入 (5), 利用 (6), 得 、 
G(xo(w), z1(w), -) 一 G(xk(wW), Tk+1(w), -) (a.s.). (8) 


一 次 利用 引 理 2, 并 注意 (7),(8), 得 y(w) e V. 口 
例 1 对 平稳 序列 {zwmn > 0 令 s = 全 z， 


?+ 一 0 


~ 四 Sn ~ T Sn 
Z1 一 lim 一 ,To 一 lim 一 


7 一 co Nn 


? 
no0 n 





1 有 穷 维 函数 显然 是 无 穷 维 函数 的 特殊 情况 ， 维 数 指 自 变 量 个 数 . 
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A= (w: 31(w) = Fo(w)). 
于 是 z1,32 都 是 不 变 随机 变量 ， 而 4 为 不 变 集 ， 实 际 上 ， 





只 要 证 21 不 变 : 
7Z1 一 1i 1 au- lim Vs 
no n+l i wll: 
故 五 ,2 都 关于 可 测 ， 从 而 A EU. 
(一 ) 


现在 来 研究 平稳 序列 的 强大 数 定理 . 先 要 做 些 准备 工作 ， 
引 理 4 设 cl cz， …，cn 为 任意 实数 ， 令 


已 = ( 正 整 数 m :mm < micm < max cj)， 
则 五 由 若干 组 接连 的 正 整数 构成 ; 又 如 以 a 及 8 表 任 一 组 的 首 数 及 尾数 ， 则 
cj < cbo+l， A&I<h. 
例 2 设 (ca cao)= (7,3,1,6,4,2,5,5,1,3), 则 已 = (2,3;5,6;9). 


(10) 
引 理 4 之 证 . 将 证 中 元 按 大 小 排列 ,使 小 者 在 前 ， 大 者 居 后 ， 则 E 自然 由 若干 组 (不 
超过 n 组 ) 接连 的 正 整 数 构成 ， 因 为 6 十 1EE, 故 co+l > 3 ci( 或 0+1=7), 既然 BeE 


C8 < Tax ci = Cp+1 
任 取 a sk<B. 设 (10) 对 k+1<jg PB 正确， 则 由 ke ,得 


ce<m 
了 > 


axcij = max c;=cg+ti. 口 
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引 理 5 设 平稳 序列 {zn,n > 0} 对 应 的 保 测 变换 为 T, 又 z(w) 关于 P{fzsmn > 0} 可 
测 ， 而 且 Elz| < oo. 于 是 对 任意 4e F'{zn,n > ol 有 


/ [T*z]P(dw) = / zP(dw). (11) 
TA A 
证 象 通常 一 样 ， 只 要 对 z= xs 证 明 ， 其 中 Be 7'{zxn,n > 0}. 此 时 


/ [T*xs]P(dw) = P(T*ANT*B) 
TA 


= P(T*(ANB))= P(AB)= / Xe Pdw)， 口 
A 
引 理 61 
Sn 一 3 Ti 则 


{ 
人 


zoP(dw) > BP ({ sup 3 
2) > pg} 


n(%) > 8} nM). 
n 之 1 n 
:由 证 明 过 程 可 见 ， 如 (12) 中 的 (sup Sete) > 8) 搞 为 (sup 
n>1 nn 之 1 


Sn 


设 {zn,n > 0} 为 平稳 序列 ， 刀 zol < co; 又 设 8 为 任 一 常数 ，M 为 不 变 集 ， 





(12) 
Sn 
，200 . 


2 > 8) ，(12) 仍 正确 . 











证 不 妨 设 6 = 0, 否则 只 要 换 {zw} 为 {zn 一 B}, 换 名 为 名 一 f. 定义 w- 集 


A={supSn(w) >0}, A;y={ sup Sn(w) > 0}, 
nZ1 1<ngj 


则 Ai 1 A(i 一 oo). 对 每 个 固定 的 w, 可 对 51,… ,Sm 用 引 理 4, 所 得 (9) 中 的 集 记 为 B(w). 
固定 jj < m, 令 
Nj;=(w:7€ Ew))= (w:5S; < pax 31) 
= (0: max ej) + + eo) > 0) 


= Ti(w: [zo(w) 十 … 十 zk(wj] > 0) 


max 
Ok<m—i—1 
= TiAm_j. (13) 


设 E(w) 已 表 为 7 个 相 邻 整数 组 E(w) 之 和 ， Bi(w) 的 首 、 尾 数 分 别 记 为 ai, Bi(i = 1,…, 7)， 
则 固定 w 时 


J:wEN; jEE(w) jEE(w) 
=》> 9) (s+1(%)— 5(w)) = D> (Spiri(w) — Ses(w)) >0 
i=1 jEE'i(w) i=1 


( 见 引 理 和. 因此 ， 如 以 Xw (w) 表 N; 的 示 性 函数 ， 则 
2 人 TiP(dw) = 2 人 XNi(w)zi(w)P(dw) 


7 一 1 
一 人 2 XNi(w)zi(wjP(duw) = 人 > zj(w)P(dw) > 0. 


利用 (13) 及 引 理 5, 并 注意 M es WU, 得 


m~—1 m—1l m 
0< / zijP(dw) = / xoP(dw) = / zoP(dw), 
2 MTiAm-; 2 MAm-_j 和 2 MAi 


n 


2 
利用 数学 分 析 中 事实 : “lim an 如 存在 ， 则 lim an = lm 亏 -" 即 得 





/ zoP(dw) = lm zoP(dw) = lim >/ zoP(dw) >0. 
MA MA; 1 NM; 


了 一 oo 7 一 oo Mm 


最 后 ， 注 意 由 人 A 的 定义 ， 可 见 A = { sup 2 > 0}, 故 得 证 (12) 对 8 = 0 正确 ， 口 


定理 1 设 {fzm>0} 为 平稳 序列 ， 如 zol < co, 则 


7T0 十 …' 十 Zn 
人 一 oo n+l 


= E(zo |U) (a.s.); (14) 


， 201 - 





又 如 Elzxol” < ooe (r 兰 1) 则 
~ E(zolU)| = 0， (15) 


这 里 为 关于 此 平稳 序列 不 变 集 的 a 代数。 z 
证 (A) 令 五 = lim 名 ,X= im 名 ,5 二 i 由 例 1 知名 ,zo 不 变 . 对 实数 a < 有 ， 
Nn—+00 mo i=0 


以 Map 表 不 变 集 {和 (ww) <a < 8 < 732(w)}, 显然 








Mag = Moa{ sup ee > 中 
由 引 理 6 得 
人 zoP(dw) = ht so) Pa) > BP(Men). (16) 
应 用 此 结果 于 {--zn}, 换 a,86 为 -6, 一 a, 得 
人 zoP(dw) < aP(Mag). ， (17) 
由 (16),(17) 得 P(Moap) = 0, 从 而 
Pi(w) < zo(w)) = P( U Mag) < 于 PCMeo) =0 (ep 是 有 理 数 ) (18) 


故 84 = Zz(as.) 而 存在 极限 z(w) = lim 52(a.s.), 它 取 有 穷 值 或 无 穷 值 ， 按 Fatou 引 理 


n n 
pe 2 | 
li 一 P(ldw)< 1 一 Pldw) 一 五 
人 各 且 Po)s 如/ 时 Pd) = Bleol<% 


和 一 OOD n 








5 joi) 
故 由 |z(w)| < lm 局 一 , 可 见 z(w) 有 穷 (as.) 而 且 可 积 . 


(B) 今 证 以 概率 Liz(w) = E(zo(w)|2). 因 已 知 z(w) 为 VU 可 测 ， 故 只 要 证 : 对 任意 A EU 











有 
| zol Pla) = fz)Plaw) (19) 
由 引 理 6 知 对 任 一 常数 a 及 MEU 有 
hr aa ce] zoP(dw) < aP({ inf 2 < a}M). (20) 
令 


Am = (w:(m—1)e zw) < me)eEu,e>d. 
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在 (12)， (20) 中 ， 以 me, (m 一 1)e， AA,, 分 别 换 oj B,M, 并 注意 { int 2 < me | D Am 
{ sap 2 人 > (m— 1)el 2 Am, 得 
nl 


(m—1)eP(AAn) < / zoP(dw) < meP(AA,m,). (21) 


其 次 ， 根 据 Am 的 定义 ， 有 


(m—1)eP(AAn,) < 人 2ZP(dw) < meP(AAM,,). 


既然 已 证 P(lz| < co) = 1 故 并 P(Am)=1, 将 上 式 对 m=0,+1,+2,.… 求 和 ， 得 


mm 二 一 oOo0 


oo 


y、meP(AAm) — eP(A) < 人 zP(dw) < 二 (m — leP(AAm) + eP(A), 
利用 (21) 
人 mp) -eps /Pdws f soPlaw) + eP(A), 


令 e 一 0, 即 得 证 (19). 
(C) 根据 附 篇 (三 )C, 为 证 (15), 只 要 证 : 
1° El| < 00; 
2 5 BE(zo |U); 
3? /| 名 | P(dw) 对 4 均匀 连续 . 
由 Minkowski 不 等 式 : ElYi + | < (EB? + mr (7 > 1); 得 











可 Sn+1i |” 








< | 二 有 :lzn 站 ] ; 





n+l1 ; 
因 {zn,n > 0} 平稳 ， 故 Et|zn|" = Btjzol". 由 此 及 上 一 不 等 式 ， 用 归纳 法 即 得 


Sr 
本子 | < Elzol” < oo， 
nN 


此 即 1°, 由 Elzo| & E*|zol" < oo， 知 (zo |U) 有 定义 ， 根 据 (14) 便 得 证 2°. 最 后 ， 对 任意 
< > 0, 存在 常数 ce > 0, 使 c > cc 时 ， 对 任意 i 由 引 理 5, 有 


/ [zil" P(dw) = / Izol" P(dw) < < 
(lzil>zo) (jzol>o) 2 


因此 ， 对 任意 4e ,车 P(4) < 志 , 则 
,Pd = | zil” < er, < 
/ [zil"P(dw) 人 jo ll P(e) + 了 ol Pad) < Ft 
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再 仿 上 用 Minkowski 不 等 式 及 归纳 法 ， 并 简 记 /xzP(dw) 为 Baz, 即 知 对 任意 n>1, 有 


r Nn 1 
< Eb 
br A 


Sn 


n 


十 1 Ei| 中 < | n 站 1 :| 
网 已 本 Er Er 一 号 
n+l 4 n+l1 nt+l ”7 


On+1 
nn 二 1 


EA 


























此 得 证 3°. 口 

定理 1 说明, 极限 xz(w) 的 值 紧密 依赖 于 不 变 o 代数 ,而 决定 于 序列 的 概率 结构 . 
直观 地 想 ， 如 果 序 列 的 概 兴 结 构 愈 “松懈”, 它 产生 的 变换 工 的 “变动 ”也 愈 “大”, 因而 保 
留 不 变 的 集 也 您 少 ， 即 愈 小 (参看 下 面 的 例 3). 

称 平稳 序列 {zx%,n >0} 为 遍历 的 , 如 果 它 的 每 一 不 变 集 的 概率 或 为 0, 或 为 1 也 就 
是 说 ， 如 果 它 的 每 -不 变 随 机 变量 以 概率 1 等 于 某 常 数 ( 见 引 理 1). 这 时 ， WU 达到 最 小 程 
度 ， 它 只 由 概率 为 0 或 1 的 可 测 集 构成 . 

系 2 设 {zn,n > 0} 为 遍历 的 平稳 序列 ， 又 {&%,n > 0} 为 任 一 由 (3) 定义 的 序列 ， 
Eléo| < co, 则 

1i oo 十 …: 二 
ln 一 一 一 一 
也 一 OD n++l1 


证 由 上 述 知 {&,n 0} 也 是 平稳 的 ， 按 定理 1 得 
im Eo 十 十 
也 一 oc nl 

但 由 下 理 3, Ue C MU， 既然 由 假定 4 只 由 概率 为 0 或 1 的 可 测 集 构成 ， 故 Ue 亦 然 而 
Elto | Ue) = Etéo (a.s.). 口 

(22) 的 直观 意义 可 理解 为 : 对 时 间 的 平均 等 于 &0( 因 之 任意 &) 对 w 的 平均 .因而 在 
系 2 的 条 件 下 ， 可 以 用 序列 的 一 次 实现 来 估计 BEéo. 

(三 ) 试 举 例 说 明 上 述 理论 . 

例 3 设 {zony>0] 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 显 然 ， 它 是 平稳 序列 ， 根 据 独 立 
随机 变量 的 0-1 律 ， 知 有 kk} 只 含 概 率 为 0 及 1 的 可 测 集 . 由 系 1, 知 Ut 也 如 此 ， 


故此 序列 具有 裔 历 性 ， 如 Elzol < co, 由 (22) 得 


= Eéo (as 小 (22) 


= BE(é0 | Ue) (as 


lim ot = Ero (a.s.), (23) 


这 不 是 概 康 论 中 证 明 过 的 强大 数 定理 . 

例 4 考虑 参数 集 为 全 体 整 数 的 平稳 序列 {fzu -oo < n < eol, 它 对 应 的 保 测 变换 记 为 
7 大 {zo 一 00 <n<o0} 中 的 集 4 如 满足 74 = 4, 叫做 关于 此 序列 为 不 变 集 , fF'{z,, 一 00 < 
n < co} 可 测 函 数 z(w), 如 满足 Tz = z (a.s.), 则 称 为 关于 此 序列 为 不 变 随机 变量 . 不 变 集 
所 成 o 代数 记 为 ,如 只 含 概率 为 0 或 1 的 集 ， 则 称 此 序列 为 遍历 的 . 总 之 ， 这 些 概念 
的 定义 与 对 {z,n > 0} 的 情形 一 样 . 

设 X = {zn; 一 00 < nn < oo} 为 平稳 序列 ， 上 为 任意 歼 数 ， 显 然 ，X-! = {x_ ,一 00 < 
nn < 00) 及 Xx 二 {zn,n 之 上 } 作为 X 的 逆序 列 及 子 序列 ， 也 都 是 平稳 的 . 设 X 对 应 的 
保 测 变 换 为 了 (定义 域 为 FP{X}), 那么 XX-1 及 Xk 对 应 的 保 测 变换 分 别 为 了 -4 定义 域 为 
大 {X } 二 天 {X)) 及 T (定义 域 为 {Xi}). 关于 XX, 革 ~! 及 Xk 不 变 的 随机 变量 全 体 分 别 
记 作 太太 二 及 了 , 试 证 到 = 太 -= 仅 , 从 而 三 者 有 相同 的 不 变 cc 代数 . 
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实际 上 ， 如 ze VW, 则 为 天 {X} 可 测 ， 因 之 为 产 {X7!} 可 测 ， 既然 工 可 逆 ， 故 二 式 
Ti=E(a.s.), TIF=2(a.s.) 


等 价 ， 此 即 得 证 EV-i, VC Vi. 同样 证 V1 CC. | 

如 eVi, 则 至 为 FA{Xk} 可 测 ， 故 更 为 F'{X} 可 测 ; 既然 Tz = 到 (a.s.), 可 见 E 
Vo, Ve C Va. 

反之 , 如 ze Vo, 为 证 3e Vi, 只 要 证 为 疡 {Xx} 可 测 . 由 于 = 为 FP'{X} 可 测 ， 根 据 
附 篇 (三 ) 定理 7, 对 任意 m > 0, 存在 随机 变量 ym, 它 关 于 有 穷 多 个 rn 所 产生 的 o 代数 可 
测 ， 而 且 ， 

p 人 (lz -om 人 (ol > 元 ) < 2 
有 必要 时 ， 可 以 换 Ym 为 Tiym, 因为 由 Fz € Vs 有 
p(s(o) - raml(ol > 工 ) < 2 


因此 ， 可 以 设 yi 为 F'{Xh} 可 测 ， 但 由 Borel-Cantelli 引 理 ( 见 81.5,12)， Aim ym = 7 (a.s.), 
故 ¥ 也 {X} 可 测 . 

这 样 便 得 证 Vi = 到 -: = i. 从 而 知 系 1 对 应 地 也 正确 . 

以 Xi 表 子 序列 {zx_n,n > k}, 它 的 不 变 随 机 变量 全 体 记 为 Vi 则 WV-: = VV-: = 
太 二 WV. 可 见 这 四 个 平稳 序列 有 相同 的 不 变 ec 代数， 都 记 为 K. 现在 来 看 对 它们 的 加 强大 
数 定理 ， 设 Elzol < co, 分 别 对 Xi 及 Xz! 用 定理 1, 得 


2 十 十 ZE 


im, nti 一 天 (zk |U) = E(zo | U4) (a.s.), (24) 
lim t+ - 和 = E(z_x |U) = E(zo |U) (a.s.). (25) 

由 此 二 式 立 得 . 
lim ®t +en pp(zo |1) (a.s.). (26) 


这 式 子 明显 的 一 般 化 为 !: 对 任意 固定 的 正 整数 1,m， 


lim Tn 十 Tnem 


im 区 二 = E(xzo | U)(a.s.). (27) 


然而 ， 极 限 
i Zm 十 …… 十 Zn 
?一 mm 一 co nn—m+l 
的 存在 性 并 未 因此 而 证 明 ， 实 际 上 它 一 般 是 不 存在 的 . 
由 上 述 还 可 见 ， 此 四 个 序列 中 ， 如 有 一 个 是 遍历 的 ， 那 么 其 它 三 个 也 如 此 ， 
例 5( 滑 动 和 ) 设 {yn, 一 0o0 <n< co} 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ，Byo = 0, Byi < co， 
因而 Blyiyy| < (BE. By?) < oo. 显然 ， 此 序列 是 平稳 的 而 且 具 有 遍历 性 ， 定 义 


oo 
Zn 二 》 CmYym+n; (28) 
?34 一 一 Oo 
1 利用 一 全 nim nn 十 <0 十 十 nt 本 .ntmtl 
27m 十 1 itn 2m 十 1 n+m+1i 2n++l1 
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其 中 常数 序列 {om} 满足 ien|? < co. 由 人 .5, 14 知 (28) 中 级 数 既 均 方 收 伍 ， 也 以 概率 
1 收敛， 以 工 表 fb, -co < n< oe} 所 对 应 的 保 测 变换 ， 则 内 


Zn = T"ro (~00 <n < oo)， (29) 


根据 87.1 定理 3 (i) 及 其 注 知 {2%, 一 0 < n < oo0} 也 是 平稳 序列 ， 而 且 是 遍历 的 ， 后 一 结论 
由 引 理 3 推出 ， 因 此 ， {x。,n >0} 也 是 遍历 的 ， 

例 6( 平 稳 马 氏 序 列 ) 分 为 四 个 问题 : 

(A) 设 {zn,n > 0} 为 平稳 序列 ， 而 且 是 以 (0,1,2,…) 为 参数 集 的 马 氏 过 程 ， 我 们 证 
明 : 如 z(w) 为 不 变 随 机 变量 ， 则 z(w) 关于 Fr{zo} 可 测 ; 换 句 话 说， 如 A 为 不 变 集 ， 则 
AEF {ro}. 

以 z(w) 表 xa(w). 如 能 证 

z= E(z|z0) (a.s.), (30) 


则 由 条 件数 望 的 定义 ， 知 z 为 Fr{zo} 可 测 ， 故 Ae F'{zo}, 于 是 结论 正确 . 为 证 (30), 注意 
系 1, 知 z 为 {rnt1,zn+t2,…) 可 测 ，n >0 任 意 . 于 是 可 用 马 氏 性 而 得 


E(z| zo, ,2zn) 一 五 (z|zn) (a.s.). (31) 
根据 §1.4 系 2， im Elz | zn) = z (as.). 从 而 
Jim P(|lz ~ E(z| zn)| > e) = 0， 
其 中 es > 0 任意 . 但 因 7T"z = z,T"E(z | z0) = E(z| zn)(a.s.), 帮 由 引 理 5, P(|z 一 E(z|xn)| > e) 
与 呈 无关， 于 其 中 令 m = 0, 即 得 (30). 如 令 n= 则 得 > = EE(z | zx) (a.s.). 
(B) 什么 样 的 马 氏 序列 {z,,,n > 0} 是 平稳 的 ? 设 它 为 齐 次 的 ， 相 空间 为 (Ri, 81), 一 步 
转移 概率 为 p(z, 4), 因 之 n 步 转 稳 概率 为 
Po(z, A) = / po-D(y A)p(z, dy) = [ ply, A)p™ D(z, dy). (32) 
五 E 
设 在 B 上 存在 概率 测度 g(A), 满足 条 件 
q(A) = 人 p(z, A)g(dz). (33) 
如 {zn,n 之 0} 的 开始 分 布 为 g, 即 P(zoe4)=9a4) (4e 65), 那么 易 见 
Plzn € A)= / po(z, Ajg(dz) = 9(A) (n > 0), (34) 
E 
而 且 对 0 和 ni < mr < … :<mk, 有 


Please An € 4h)= / cd / pa (edez) / pre 一 mx- 1 dék), 
41 Az Ak 
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. 既然 右 方 值 只 依赖 于 差 (na 一 ma 一 -1) 而 不 依赖 于 (ni,…,nx) 本 身 ,可见 {x%,n > 0} 
是 平稳 序列 . 因此 ， 由 (3) 定义 的 {&%(w),n 0} 也 是 平稳 的 (但 未 必 是 马 氏 的 ). 如 设 


Eléo| = 吾 |7(zozl)| < %, (35) 


则 由 定理 1 知 以 概率 1 存在 有 穷 极限 lim 名 革 秆 纪 . 作为 这 个 结果 的 重要 特殊 情形 是 : 
系 3 设 齐 次 马 氏 过 程 {z,,,n > 0} 的 开始 分 布 q 满足 条 件 (33), 又 f(y) 为 (一 维 )Borel 
可 测 函 数 ， 使 BIf(zo(w))| = /4, |f(w)l(dy) < co, 则 存在 有 穷 极限 


5 f(zi(w)) 
lim So (as 小 (36) 


noo 多 十 | 

(C) 考虑 齐 次 马 氏 链 {fzn;n > 0}, 相 空 间 互 为 (0,1,2,…),n 步 转移 概率 为 ppij = p) 
按 82.3 定理 1 将 巨 分 解 为 E= HUH,H = 山 Cu 其 中 互 为 全 体 非 常 返 状态 及 零 状 态 所 
成 为 集 ， 而 每 Ca 为 非 零 的 常 返 状态 构成 的 不 可 分 闭 集 

如 果 巨 = 瑟 , 这 链 不 可 能 是 平稳 序列 ， 实际 上 ， 以 {qi} 表 开 始 分 布 ， 因 qi 二 1 故 至 
少 有 一 i 使 g > 0. 如 果 说 链 是 平稳 的 ， 则 

Plzn = i) = qi ( 一切? > 0). 

于 是 0 < 9 = im Pl(zn =2) = ,lim Dip =0( 见 82.4 定理 工 及 82.7 题 1), 这 有 矛盾 . 

以 下 设 互 = Uv Ca #9. 由 82.5 系 2, 这 时 平稳 分 布 ( 即 满足 (34) 的 概率 测度 ){g;} 总 是 
存在 的 . 这 分 布 的 一 般 形式 由 82.5 定理 1 给 出 . 

如 果 只 存在 一 个 不 可 分 财 集 Ce = C, 那么， 为 使 {q;} 为 平稳 分 布 ， 由 上 引 定 理 ， 必 须 


4>0 如 icCie=0 如 ie 万 设 {zno>g 的 开始 分 布 为 {9}, 由 上 段 已 知 此 链 是 平稳 
序列 ， 试 证 此 链 必 是 遍历 的 ， 实际 上 ， 根 据 (A) 段 ， 任 何 一 个 不 变 集 4 有 形状 
4= (zolw) € B), (37) 
刀 为 已 中 某 子 集 ， 如 果 对 任 一 ?< BB 有 Plzo = 引 =0 则 P(4) = 0; 和 否则 至 少 存在 一 ieB 
使 Plzo = 引 >0, 由 
(zo € B)= A=7T"A= (zx, € B), 
得 Sp - Plzo=irn EB) _ P(ro=%,7z0€ B) 





=1. (38) 
jE€B 
如 说 C8 不 空 由 上 式 得 pl? =0 对 一 切 n>1 及 keC-B 成立, 这 与 C 的 不 可 分 性 巴 
盾 ， 因 此 B=C 而 4= (zo € 0), 释然 P(zo EH)= gi=0, 可 见 P(4)= PlzoeC)= 1. 
i€H 
这 便 证 明了 遍历 性 . 
假定 至 少 存 在 两 个 不 同 的 C6, 为 使 {q;} 为 平稳 分 布 ， 仍 须 9( 互 ) = 0. 如 果 pa 
个 Ce 上 ， 即 gq(Cs) = 1, 那么 同样 可 证 明 这 链 是 遍历 的 平稳 序列 ， 如 果 g 不 是 集中 在 一 


207 . 





Cn。 上 ， 即 如 有 及 关 a， 使 da(Cau) > 0, a(Cp) > 0， 那么 ， 由 (zn(w) E Ca) = (zn+1(w) € Cua), 知 
An = (zo(w) e Cu) 是 不 变 集 而 且 P(A。) = q(C。) > 0; 同样 Ae = (zolw) € Cp) 也 是 不 变 集 ， 
P(Ag) = 49(Ce) > 0. 既然 AcmAp = 由 可 见 以 这 样 的 平稳 分 布 g 为 开始 分 布 时 ， 链 虽 是 平 
稳 序 列 ， 但 不 是 遍历 的 . 

总 结 上 述 ， 便 得 

定理 2 设 {zn,n >0) 为 齐 次 马 氏 链 ， 相 空间 忆 已 分 解 为 B=HUH,H = UC. 


1° 如 五 = 9, 那么 ,不论 开始 分 布 如 何 ， 这 链 不 是 平稳 序列 ， 

2° 如 互 冯 98, 那么， 总 存在 平稳 分 布 a, 当 开 始 分 布 为 9 时 ， 这 链 是 平稳 序列 ， 这 时 它 
是 遍历 序列 的 充分 与 必要 条 件 是 4 集中 在 一 个 C。 上 . 

(D) 试 进一步 研究 齐 次 马 氏 链 的 强大 数 定理 ， 在 这 一 段 中 总 设 且 关 ,因而 平稳 分 布 
4 总 存在 ， 于 是 可 应 用 (B) 中 理论 ， 今 试 设 法 取消 “开始 分 布 是 平稳 分 布 ” 这 一 条 件 . 

回忆 82.5 引 理 1 与 定理 1, 知 对 每 个 C。, 存在 一 个 集中 在 C。 上 的 平稳 分 布 aq = {aqi}， 


满足 条 件 
0, 如 证 C。， 
“TT | >0， 如 ie Cu. (39) 


Hi 


其 中 j= bo ”是 状态 i 的 平均 回转 时 ( 见 82.2 (5)). 


为 了 强调 开始 分 布 r 的 作用 ， 由 r 及 转移 概率 {pi;} 所 产生 的 测度 记 为 已 , 相应 的 数 
学 期 望 记 为 E. 特别 ， 当 7 集中 在 一 点 i 上 时 ， 记 此 Pr, Er 为 已, 应. 
考虑 无 穷 维 Borel 可 测 汞 数 f(yo,,…), 以 (3) 定义 序列 {&n(w),n > 0} 假定 


Esaléo| = Eas|f (zo(w), rz1(w),:.:)| < oo. (40) 
如 果 f 只 依赖 于 yo, 那么 (40) 化 为 
> f(Dlagi < o%. (41) 


2ECOn 
由 定理 2 已 知 ， 当 {zn,n > 0} 的 开始 分 布 为 eg 时 ， 它 是 饥 历 的 平稳 序列 ， 故 {én,n > 0} 
也 如 此 ， 从 而 由 定理 1 得 1 





3 &i(w) 
Pi 人 (am 二 = 已 oo) = 1. (42) 
以 W 表 (42) 左 方 括号 中 的 集 ， 我 们 证 明 
P(W)=1, 一 切 ie Co. (43) 


如 说 不 然 ， 设 对 某 ?0 € Ca, Pi,(W) <1, 由 agio > 0 得 
PAW)= >， oqP(W) <1 


1ECu 





nn 
1 并 且 lim 本 之 ki(w) -已 sto| = 0. 
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与 (42) 矛盾 . 
这 样 ， 便 证 明了 
定理 3 设 互 关 98. 如 (40) 对 某 Ca 成 立 ， 则 


3 &i(%) 
ra( lim 一 9 一 Eu) 一 工 (i E Co); 


mn 一 co 十 1 





如 (40) 对 一 切 Ce c 互 成 立 ， 则 对 任意 集中 在 豆 上 的 开始 分 布 r, 即 x( 玉 ) = 1, 有 


3 &(w) 
P,(w， 存 在 有 穷 极限 Ji 2 寺 1 ) = 


例 7 设 平稳 序列 {zn,n > 0} 满足 条 件 Bzi < oo, 因此 对 任意 正 整 数 7,Elzntrzn| < co， 
在 (3) 中 取 f(yo, Yi, “ -) = yryo, 即 知 {zn+rzn, n 之 0} 也 是 平稳 序列 ， 从 而 由 定理 1, 存在 有 
穷 极限 . 


. 1 二 
im_ mii 2 rotrzn (a.5.). 


如 果 {zn,n > 0} 遍历 ， 则 {én,n > 0} 也 是 ， 于 是 这 极限 几乎 处 处 等 于 B(7) = Ezntrzn. 由 
定理 1 第 二 结论 ， 知 B(r) 还 满足 


1 


lim BI I Dj zn+rzn — B(7)|=0. 
n=0 


和 一 Oo m+ 


87.3 ”连续 参数 情形 


上 二 节 中 详细 讨论 了 当 参 数 集 为 全 体 非 负 整数 及 全 体 整数 的 情形 , 如 果 参 数 集 为 [0, co) 
或 Ri = (一 oo 00), 理论 基本 上 类 似 ， 因此 我 们 只 着 重 叙述 不 同 之 处 . 为 确定 计 ， 先 设 参数 
集 为 [0, oo)， 

我 们 说 ， 在 完全 化 的 概率 空间 0,6,P) 上 已 给 一 保 测 集 (或 点 ) 变换 半 群 至 ,上 > 0, 如 
果 对 任意 固定 的 +> 0, 是 一 保 测 集 (或 点 ) 变换 ， 而 且 对 每 Ae 6, 有 


TnA=TNA=TT,A, 704=4(s>0t>0). (1) 
(或 相应 地 ， 对 每 we 0, 有 
Tw = TTw = TTw, Tow = w (8 2 0,t>0). 
设 z(w) 是 随机 变量 ， 利 用 $7.1( 取 工 为 了 ) 以 定义 Tiz(w), 则 
{zt20} (z= Tz) (2) 
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是 一 平稳 过 程 . 实际 上 ， 由 保 测 性 及 (1) 
P(N e oa) = P(N ne eB) 
=P(T [Nn (re B09]) = 人 rose 有) 


= r( 站 aaz E B;)), 
其 中 Bi € Bi1, 这 式 子 与 (2) 中 第 二 式 表明 {zx1,t > 0} 是 平稳 过 程 . 
反之 ， 设 已 给 平稳 过 程 {zx1,t > 0}. 对 任 一 非 负 数 r, 仿照 87.1 定理 3 的 证 明 ， 可 证 在 
{zt 之 0} 上 1! 存在 唯一 保 测 集 变换 TT, 使 对 每 Bk € Bk， 


Tr [(z4,) » tk ) E Bx] 三 [z+ 2 ,Trtti) E Bk]. (3) 


试 证 如 是 得 来 的 一 族 保 测 集 变换 {了 T,7 > 0} 满足 (1). 实际 上 , 易 见 二 保 测 集 变换 的 积 TT 
及 TT, 也 是 保 测 集 变 换 ， 既 然 Tj,, 了 Ti,TIT, 由 于 (3) 在 全 体 有 穷 维 柱 集 上 重合 ， 仿 87.1 
定理 3 证 明 中 的 d", 便 知 它们 在 F'{z4,t 之 0} 上 重合 . 

这 样 便 证 明了 

定理 1 () 设 {Ti,t > 0} 为 保 测 集 变换 半 群 ?2, 则 


{zw,t>0} (z= Tr) (a.s.) (4) 


是 平稳 过 程 ， 这 里 z 是 任意 的 随机 变量 . 

(让) 反之 ， 如 {zt > 0} 是 任 一 平稳 过 程 ， 则 必 存 在 唯一 的 保 测 变换 半 群 {ZT,t > 0}， 
它 定 义 在 F'{zi,t > 0} 上 ,使 z= zo (a.s.),t > 0. 

关于 T7 不 变 的 集 所 成 的 c 代数 记 为 U7. 令 = MN Ud 也 是 o 代数 ， 称 它 为 关于 


半 群 {Tt > 0} 的 不 变 o 代数 中 的 集 称 为 关于 { 工 ,t > 0} 的 不 变 集 . 同样 ， 关 于 一 切 
都 不 变 的 随机 变量 称 为 关于 半 群 {ZT,t > 0} 的 不 变 随机 变量 , 设 {zi,t > 0} 为 平稳 过 程 ， 
让 {zwt > 0} 中 的 集 (或 关于 7'{zwt > 0} 可 测 的 函数 ), 如 果 关 于 此 过 程 所 对 应 的 保 测 变换 
半 群 不 变 ， 便 称 为 关于 此 过 程 的 不 变 集 (或 不 变 随机 变量 ) 

回忆 83.3 中 关于 过 程 可 测 性 的 定义 . 

定理 2 设 {fzot > 0} 为 Borel 可 测 的 平稳 过 程 。 Elzol < oo,U 为 此 过 程 的 不 变 集 所 
成 的 a 代数 ， 则 , 


lim 上 rs(w)ds = 无 (zo | U) (a.s.); (5) 


t+ ot 0 


如 又 设 E{jzol"} < co (r > 1), 则 


lm 5); / zs(w)ds 一 五 (zo12)| =0. (6) 





1 而 不 是 只 在 F'{rnr,n 之 0} 上 
? 保 测 变换 是 保 测 集 变换 及 由 它 所 决定 的 随机 变量 的 变换 的 通称 . 
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证 由 过 程 的 Borel 可 测 性 及 Fubini 定理 可 知 ， 几 乎 一切 样本 函数 rt(w) 是 Bi 可 测 
的 .对 任意 正 数 7 > 0, 定义 


(mit)r (mt) 
no)= ds 0)= /hess 
根据 Fubini 定理 
(m+1)r 
/ Ym(w)P(dw) = / 五 lzs(w)lds = TE|zol, 
0 mT 
可 见 Em(w),3m(w) 都 有 意义 而 且 是 随机 变量 . 今 证 {2m,m > 0} 是 平稳 序列 .实际 上 ， 设 


过 程 所 对 应 的 保 测 变换 半 群 为 {T1,t > 0}. 注意 /0 zs(w)ds 为 {xs,0 < s<7} 可 测 的 1, 故 
存在 无 穷 维 Borel 可 测 函 数 fyo,gi，…) 及 点 列 {si;} C [0,7], 使 


zo(w) — [ zo(w)ds = f(zeo, Tes), 


(mt+1)rT T 
Em(w) -| zs(w)ds =/ Zrmr+s(w)ds 
mT 0 


= f(Tmrtso, Tmrtsiy' ') = [7]™ Fo(w), (7) 


由 87.1 定理 3 知 ， {Em,m > 0} 为 平稳 序列 . 
同样 可 证 {入 ,,m > 0} 也 是 平稳 序列 . 
以 下 取 7=1. 由 87.2 定理 1, 知 极限 


nl 
1 nn 
lim > Em(w) = lim :/ Ts(w)ds (8) 


n—o0N 


以 概率 1 存在 、 有 穷 ， 而 且 可 积 ， 对 {9m,m > 0} 当然 也 如 此 ， 因 而 


介 n+l 
im 多 名) - lim [ Izs(w)lds =0. (9) 


N00 n n= 





以 四 表 不 超过 上 的 最 大 整数 ， 刘 


if zs(w)ds = 可 人 三 oo + ew (10) 


其 中 s: 由 于 (9) 以 概率 1 满足 


1 pt 
|si| - :/ zs(w)ds 
t J 


1 参看 [14],11.5,147 页 ; 或 [16],64-65 页 . 





[t]+1 
< 庙 / las = 0 = 0) (11) 
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由 (10),(8) 及 (11) 可 见 (5) 中 左 方 极限 以 概率 1 存在 、 有 穷 ， 而 且 可 积 ， 试 证 它 关 于 & 可 
测 ， 为 证 此 ， 与 $7.2 引 理 1 相应 地 ， 只 要 证 明 它 关 于 过 程 不 变 ， 对 任意 %> 0, 我 们 有 


1 及 1 广 
n.( lim i/ cu 一 dim -| zu+s(w)jds 
Jo 


1 t ut+t vu 
= lim 让/ mods+ 上 zu- rod 
tt|Jo t 0 


1 pt 
= lim =- | zs(w)ds， 
t Jo 


由 %>0 的 任意 性 即 得 所 欲 证 ， 
为 了 完成 (5) 的 证 明 ， 只 要 证 对 任意 AeU, 有 


/ zoP(dw) = 上 人 zP(dw), (12) 


这 里 z(w) = Jlim #6 zs(w)ds. 而 为 了 证 明 (12), 又 只 要 证 平均 值 


, [ vs(w)ds (13) 
作为 = 的 函数 是 均匀 可 积 的 . 实际 上 , 由 均匀 可 积 性 可 在 积分 号 下 取 极 限 , 故 对 任意 A € 24， 


上 人 zoP(dw) = 了 [ ! 上 ， ZeoPlau) ds 
= :/ [f apenas= f E 1 = P(dw) 2» f spao) 


此 即 (12). 现在 来 证 明 殉 强 的 结论 ， 即 如 E{lzol"} < co, 那么 不 仅 (13) 中 的 平均 值 均匀 可 
积 , 而 且 它 的 7 次 方 也 均匀 可 积 (> 2 1). 为 证 此 结论 ， 对 任 给 e1 > 0, 选 正 数 ss 充分 小 ， 使 


/ zu"P(dw) < eu 只 要 P(M) < eolt > 0). 


仿照 57.2 定理 1 的 证 明 ， 容 易 看 出 ， 这 样 的 ez 是 存在 的 ， 其 次 ， 如 P(M) < ez, 则 1! 


1 t 
/ lz/ Tsds 
MiItJo 


因而 左 方 的 积分 可 以 均匀 地 小 ， 只 要 P(M) 充分 地 小 ， 如 能 再 证 明 在 全 空间 9 上 的 积分 
值 均匀 有 界 ， 则 由 此 就 可 推出 均匀 可 积 性 ?. 然而 在 (14) 中 取 M = 9, 右 方 即 化 为 EB{]zol")， 
故 得 到 所 需要 的 结果 ， 

最 后 只 要 注意 ， 如 Ef{lzol"} < ce(r > 1 则 





“Pp(dw) < 上 E [ lzrds] Pldw) < er. (14) 


lim B{|s [ sds ~ Be。 1 }=0, (15) 


t—00 





1 这 里 用 的 不 等 式 见 Hardy Littlewood,Polya,Inequalities.86.14, 定理 204. 
2 参看 附 篇 定理 8. 
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这 是 因为 对 应 的 平均 值 均匀 可 积 ， 故 可 在 符号 忆 下 取 极 限 ， 口 

称 平稳 过 程 {zi,t > 0} 为 遍历 的 , 如 它 的 任 一 不 变 集 的 概率 或 为 0, 或 为 1; 也 就 是 
说 ， 关 于 它 的 任 一 不 变 随机 变量 以 概率 1 等 于 某 一 常数 . 对 这 种 过 程 ， 定 理 2 中 的 极限 
E(xo |U) = Exo (a.s.). 

现在 来 考虑 平稳 过 程 {x1, -oo < t+ < oo0}. 定理 1 仍然 正确 ， 只 要 将 那里 的 “ 保 测 变换 
半 群 ” 换 为 “ 保 测 变换 群 ”. 定义 在 完全 化 概率 空间 (8,6,P) 上 的 保 测 集 (或 点 ) 变换 的 集 
合 {TL, 一 oo <t< co} 称 为 保 测 集 (或 点 ) 变换 群 ， 如 果 对 每 4e 6, 有 


TnA=T TA=TT,A, TA=Al(seR,teR). (16) 
(或 相应 地 ， 对 每 we 0, 有 
Torw = TTiw = TTw, Tow=w (sé€Ri,te Ri).) 


G- 可 测 函 数 z 称 为 关于 此 群 不 变 ， 如 对 任意 te Ri, 有 Tix = z(a.s.); 集 4eG 关 于 
此 群 不 变 ， 如 果 它 的 示 性 函数 不 变 ， 由 此 即 可 仿 前 定义 关于 平稳 过 程 {z1, -oo <t< co} 不 
变 的 集 与 随机 变量 . 

与 47.2 例 4 相同 , 如果 {zx1, 一 co < 上 < co} 是 平稳 过 程 , 那么 {zt, 一 00 <t< coco,{fzbot> 
0},{z-eot >0} 也 都 是 平稳 过 程 ， 而 且 有 相同 的 不 变 集 与 随机 变量 ， 因 而 它们 或 者 都 是 饥 
历 的 ， 或 者 都 不 是 ， 如 果 第 一 个 或 第 二 个 过 程 为 Borel 可 测 ， 那 么 其 它 两 个 也 如 此 .如 果 
Elzo| < oo, 仿 87.2 例 4 可 证 


lim 工 人 zs(w)ds = E(ro |U) (a.s.). (17) 


t 一 oo 2t 


87.4 ”补充 与 习题 


1 在 87.1 定理 3() 中 取 z(w) = C( 常 数 ), 得 到 的 平稳 序列 zn(w) =?; 又 在 (i) 中 取 
zn(w) = C( 一 切 m 与 由 , 所 得 的 了 的 定义 域 何在 ? 

2. 试 证 由 $7.1(20) 定义 的 平稳 序列 所 产生 的 保 测 变 换 在 {zn,n > 0} 上 与 了 相 重 
合 ， 

提示 : 先 考虑 柱 集 . 

3. 设 {fzwn > 0} 为 有 穷 马 氏 链 ( 即 相 空 间 忆 只 含有 穷 多 个 状态 ),f(i) 是 定义 在 吾 上 


n 


的 任意 函数 ， 试 证 不 论 开始 分 布 如 何 ， 以 概率 1 存在 有 穷 极限 lim ;二 并 f(zi(w)); 它 也 
moo i=0 
是 5(> 1) 次 方 收敛 意义 下 的 极限 . 
提示 : 先 设 没有 非常 返 状态 ; 对 一 般 情 况 可 利用 82.7 题 17 中 前 一 事实 . 


4. 设 {zn,n > 0} 为 平稳 序列 ， 如 果 对 任意 关于 天 {x%,n > 0} 可 测 而 且 可 积 的 函数 
y(w), 有 


则 此 平稳 序列 遍历 . 





提示 : 考虑 任 一 不 变 集 4 的 示 性 函数 Xx。. 因 Ttx，= xs(as), 由 假定 有 Xx。 = P(4), 故 
P(4) = 0 或 1 

5. 本 例 说 明 对 于 平稳 序列 ， 即 使 强大 数 定理 成 立 ， 亿 历 性 仍 可 不 成 立 . 

取 Q = [0,27]; 下 = [0,27] 中 全 体 Borel 可 测 子 集 P 是 ,2zx] 上 的 均匀 分 布 ， 即 
P(A4) = L(A4)/27; 工 表 Lebesgue 测度 ， 定 义 Q 上 的 一 一 点 变换 了 


Tw = w — 8 (mod27), 


其 中 9= 于,m 是 正 整 数 ， 显然 ，T 是 保 测 点 变换 . 故人) 是 取 值 于 [0,27] 中 的 具 均 匀 分 
布 的 随机 变量 ， 而 且 z(w) =w, 定义 


Tn(w) = sin(z(w) + 7n0) (n> 0), 


则 因 rn(w) = T"[sinz(w), 可 见 {zn(w),n > 0} 是 平稳 序列 .对 于 它 强 大 数 定理 成 立 ， 因 为 
= 人 Zn(w) = 1 1 y "sinte 十 有 6) 


大 一 1 2 1 
sin 20 .sin (z+ 10 
= sin 生 sin (十 革 全 -0 (n 一 co)， 
nsin 3 


而 且 2 
五 zu(w) = Esinz(w) = 一 / sin wdw = 0. 
27 Jo 


然而 遍历 性 却 不 成 立 ， 为 证 此 ， 取 w- 集 


4= (0, 并] vu (天 27 |u (和 2 47 | 


2m mm 2m 
(2 27(m — 1) 


m ， m + |] 





mm 2m 





显 见 T4 = 4,P(4) = 于 
6. 设 z(w) 是 取 值 于 [0,27] 中 并 有 均匀 分 布 的 随机 变量 ， z(w) = w. 试 证 对 任意 固定 
的 9 
zt(w) = sin(z(w)+10) (t>0) 


是 平稳 过 程 ， 而 且 当 0 关 0 时 ， 它 是 遍历 的 . 

7. 随机 序列 {zx%, 一 00 < n < o0} 平稳 的 充分 与 必要 条 件 是 它 的 标准 表现 {2;, 一 00 < 
n < oo0}( 由 $7.1 定理 4(i) 定义 ) 是 平稳 的 ; 这 时 它们 或 者 都 是 遍历 的 ， 或 者 都 不 是 遍历 的 . 
对 {zn,n >0} 也 如 此 . 

8. 设 {zi, 一 00 <t< o0} 为 平稳 过 程 ， ak, sx 为 常数 ， 则 过 程 


nn 


Yi = Dakrerss (~o0 <t< oo) 
k=1 


也 是 平稳 过 程 ， 试 问 二 者 的 遍历 性 间 有 何 关 系 ? 
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9. 利用 题 2, 可 以 给 87.2 引 理 3 以 更 简单 的 证 明 : 实际 上 ， 由 87.2{é%,n 之 0} 的 定义 
方式 ( 见 该 节 (3) 式 ) 以 及 题 2, 可 见 { 如 mn > 0} 所 对 应 的 保 测 变换 到 在 F'{én,n > 0}(c 
F{fznm 之 0}) 上 重合 于 {zn,n > 0} 所 对 应 的 保 测 变换 T, 故 如 A € Ue, 则 4 € 天 {én,n > 
0} c Frfzun>0}j; 同 时 下 4= 4, 因 而 T4= 4. 这 表示 AeEU. 

10. 试 证 87.2 系 1 的 道 不 真 ， 即 一 般 地 WW 站 天 {z，， n > k}. 

解 : 举例 如 下 : 设 {zn,n > 0} 是 具有 平稳 开始 分 布 的 不 可 分 马 氏 链 ， 一 切 状 态 常 
返 、 非 零 而 且 有 周期 为 2， 因而 相 空 s 间 可 分 为 两 个 不 相交 的 集 G1, G2 ( 见 §2.3 定理 2), 而 且 
P(zo e Gi) > 0,4 = 1,2( 见 82.5 定理 1). 令 A1 = (w :zo(w) € G1), 则 hi = (zoneG, 故 
AiEe NN {zn 之 上 ;然而 TA1 二 (z1€ G1) 二 (zo € G2) 关 hi 故 A1EU. 口 


11. 试 证 87.1 中 保 测 集 变换 定义 中 的 条 件 3° 可 换 为 条 件 : 


(3°) T(A1U hz) 二 Th1UTAhz. 换 句 话说 ， 从 原来 的 条 件 1°,2° 及 (3°) 可 推 得 
T(\4) = AT4， (1) 
T( U An) = U TA,. (2) 
证 由 2 及 3?" 得 
1= P(O) = PITO) = PIT(URN4) U A)) 
= PTI(QA4JUT4) = P(TAUTA); (3) 
其 次 ， 从 
= P(TAUTA) = P(TA)+ P(T4) - P(TANTA) 
= P(A)+ P(A)- P(TANTA)=1- P(TANTA) 
得 


P(TANTA)=0. (4) 
由 (3),(4) 即 得 证 (1). 下 面 证 (2). 由 (3°) 及 (1) 
T(A1NAz) = T(A1U A2)= TA LTA, = TAiUTAh;: 
T(A1N A2) = T(Q\A1N A2) = NA\T(A1N As) 
= N\(TA1UTAz) = TA1NTAy. (5) 
由 (3°),(5) 及 (1) 得 


T(A1AA2) = T(A1A2U A2A1) = T(A142) UT(A2A1) 
二 TATA, U74274 = TAITAs UTATAI 
= TAIAT A;. (6) 
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由 此 式 及 下 列 不 等 式 : 
PC U 4)js(Ura))s P(r(U 4)ar( U4)) 
or( Dl Uz) +P(( U TAn)A( U T4。))， 


并 利用 (3°) 即 得 (2). 口 
12. 87.1 引 理 2 的 另 一 证 明 : 
设 P(An,AAh%) 一 0(n,m 一 00), 由 下 式 


AAB= {0: la(w) -xa(o)| 2 6) (12e>0) 0) 
可 见 示 性 函数 列 {xa(o)} 是 依 测度 基本 的 ， 故 fas(w)} 依 测度 收敛 于 某 可 测 函 数 yw) 
存在 {x4.(w)} 的 子 列 {x ()} 以 概率 1 收 伍 于 y(o), 可 取 yw) 为 可 测 集 4= 冲销 4 
的 示 性 函数 x,(w). 由 于 站 
P(AsAA) < P(AnAAn,) + P(An, AA) 
= P(xas ~ xa 2 6) + P(xaw, — xal 2 e), 
对 任意 5 > 0, 当 n 及 ni 充分 大 时 ， 右 方 第 一 项 由 假设 小 于 多 第 二 项 则 由 lim Xu = 


Xa(a-s.) 也 小 于 5. 于 是 得 证 在 距离 d(4,B) = P(4AB) 下 ，{4。} 有 极限 ， 为 证 唯一 性 ， 设 
有 二 极限 为 A,B, 则 


P(AAB) < P(A,AA)+ P(A,AB) — 0 (n 一 oo)， 
故 A== 8B. 口 
13. 87.1 定理 3(ii) 的 另 一 证 明 : 
设 已 给 平稳 序列 六 = {zn,n > 0}, 对 任 一 4e '{X} = FF'{zn,n > 0}, 存在 也 < B7， 


一 (0, 1 2,… 小， 使 
A=(w:X(w) €B); 


”定义 T4 三 (Xi(w) € B), 其 中 Xi = {znti,n > 0}， 先 证 T4 与 4 的 表现 无 关 : 即 如 
(X(w wj € BI)= A=(X(w)€ B2), 则 


(Xi1(w) € Bi) = (Xi(w) € B,). 


216 . 





实际 上 ， 由 X 的 平稳 性 
PXI € Bi)A(X1 € B»)) = P(X1 € (B1AB,)) 
= P(X € (BIAB»)) = P((X € Bi)A(X € B2)) 
= P(AAA)= 0. 
其 次 证 了 是 定义 在 FF'{X} 上 的 保 测 集 变换 . 条件 1° 由 了 的 定义 显然 满足 ， 2" 由 X 的 平 
稳 性 推出 ， 以 下 证 3. 设 ho 三 (X(w) e Bs), 则 UA 二 (X(o) es (UBo)) 根据 了 的 定义 


T(U4。) = (Xl) E (Ua。)) = Uca(o) s Bn) =( TA; 
TA= (Xi(w) €e B)= (XW) EB) = TA. 
再 证 zn = T?"zo (a.s.). 实际 上 ， 对 BE 8B1, 由 TT 的 定义 易 见 
T(zn € B)= (rn+1 € B), 


由 87.1 注 2 得 Zn 一 了 了 zu 从 而 zn = T"zxo (a.s.). 
最 后 证 唯一 性 ， 设 FF'{X} 上 有 二 保 测 变换 了 ,TT 满足 


Trzro = zn = Trzo (as.) (n= 1,2,...). 
于 是 区 (zn € B)= (znti € B)= T(z € B) (Be B1). 从 而 
T(zn, € Bi , Tn, € Br) 二 T2 (Tn € Bi,:::, Tn € Bx), 


(Bi € B1,i =1,.…,k). 用 入 系 方法 即 知 T,TD 在 {X} 上 重合 ， 于 是 在 下 {X} 上 也 重合 . 
口 


附 记 . 关于 遍历 理论 的 进一步 叙述 可 见 [21] 中 第 九 章 及 所 引文 献 ， 关 于 平稳 过 程 极限 
定理 (包括 中 心 极限 定理 ) 的 研究 可 见 本 章 文献 .本章 主 要 内 容 取材 于 [16], 关于 不 变 集 的 
讲法 略 有 不 同 ， 对 平稳 马 氏 序列 的 应 用 ( 例 6), 也 许 是 第 一 次 详细 叙述 . 
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第 八 章 弱 平稳 过 程 的 一 般 理 论 
88.1 基本 概念 


(一 ) 设 {&i(w),t€ 了 } 是 定义 在 概率 空间 (9, 下 , P) 上 的 复数 值 随机 过 程 ，6 = 人 + 
与 4: 分 别 是 & 的 实 、 虚 部 分 . 如 (wo) 三 0 则 此 过 程 为 实 值 的 . 因此 ， 下 述 理论 以 实 值 过 
程 为 特殊 情形 .为 确定 计 ， 本 章 中 总 设 了 = (-co,oo) = 书 或 了 = (0, 土 1, 土 3,…) = N. 复数 
a 三 0 二 ic 的 共 固 数 5 一 ic 记 为 元 

过 程 {&:(w),t eT}, 如 果 满 足 条 件 

1° 对 任意 ET 已 | 如” < oo， 

2° 对 任意 te7t+7ET， 


Eéirré: = B(7) (1) 
不 依赖 于 t, 便 称 为 弱 平 稳 过 程 , 而 B(7) 则 称 为 它 的 相关 函数 . 由 于 le 及 
Eléirré) < 如 和 tr Elé:l?, (2) 
可 见 B(7) 是 有 意义 的 ， 
通常 对 弱 平 稳 过 程 还 假定 
Eé:e 三 C (常数 ) ， (3) 
这 时 内 
E{lé:+r ~ Ettr]lé: ~ Eé]} = EBéiyrés — BEé BEérrr, (4) 


故 左 方 数 值 也 不 依赖 于 上 然而 这 条 件 从 数学 上 看 并 不 自然 ， 而 且 对 今后 理论 来 说 也 非 必 
要 ， 故 一 般 不 引进 条 件 (3), 除非 特别 声明 . 

相关 函数 一 般 是 复数 值 的 ， 但 如 过 程 是 实 值 的 ， 那 么 它 也 是 实 值 的 ， 

复 值 平稳 过 程 未 必 是 弱 平稳 的 . 弱 平 稳 过 程 更 未 必 是 平稳 过 程 . 容易 证 明 : 为 使 复 值 
平稳 过 程 {&,t e T} 是 弱 平稳 的 ， 充 分 与 必要 条 件 是 对 某 teT, 有 Elti|? < co. 

实际 上 ， 必 要 性 由 1° 显然 . 反之 ， 如 对 某 te Tl&i|? < oo, 由 平稳 性 知 对 一 切 志 如 如 | 
有 穷 而 且 其 值 与 圭 无 关 ， 由 (2) 刀 te < oo. 最 后 


BEE = Elnrrm 十 Grrrle] 一 五 [merGe — Cerrml]. (5) 


由 此 式 及 复 值 平稳 过 程 的 定义 可 见 Bre = Etit&o, 而 且 与 土 无 关 . 

如 果 {toteT)} 是 弱 平稳 过 程 ， 而 且 是 满足 (3) 的 实 值 正 态 过 程 ， 那 么 由 81.2(2) 及 (7) 
可 见 此 过 程 是 平稳 的 . 

相关 函数 B(r) 具有 下 列 性 质 : 

1) B(0) > 0( 如 && 不 几乎 处 处 等 于 0); 

2) |B(7) < B(0); 

3) B(-7) = B(7); 
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4) 非 负 定性 : 对 任意 自然 数 mw 任意 复数 a1,…,an, 任意 与，…, 如 ET 有 
> B(t; — tr)ajyaxr > 0. (6) 
j,k=1 


实际 上 ， 8(0) = El&.? > 0; 


1B(r) = |BéerrErl? < Eléerrl? Elé:l? = [B(O0)]?; 





B(-7) = Eye = Béstrét = B(T). 


最 后 ， (6) 的 证 与 $1.2(14) 的 证 类 似 . 

定理 1 为 使 函数 B(7) 为 某 弱 平稳 过 程 的 相关 函数 ， 充 分 与 必要 条 件 是 它 具 有 性 质 
3),4). 

证 必要 性 已 如 上 述 ， 充 分 性 则 由 $1.2 定理 3 推出 ( 取 那 里 的 m(t) = 0), 而 且 所 需 的 
弱 平稳 过 程 可 取 为 复 值 正 态 过 程 . 口 

注 1 如 果 定 理 1 中 的 B(r) 是 实 的 ， 那么 由 $1.2 定理 3 还 知 所 需 的 过 程 可 取 为 实 的 
正 态 过 程 ， 因 而 如 上 所 述 ， 它 甚至 是 实 的 平稳 、 正 态 过 程 . 

在 弱 平稳 过 程 的 定义 中 ， 所 给 出 的 是 过 程 的 二 级 和 矩 的 性 质 .， 因此， 如 果 要 研究 这 类 过 
程 的 收敛 性 ， 自 然 考 虑 均 方 收敛 性 . 

称 弱 平稳 过 程 {&i,t€ Ri} 在 to 为 均 方 连续 的 . 如 果 


lim Eléiotrn él 二 0; (7) 


如 果 过 程 在 每 一 te Ri 都 均 方 连续 ， 就 称 它 为 均 方 连续 的 . 
定理 2 对 弱 平 稳 过 程 {teote 已 }, 下 列 四 条 件 等 价 : 


1° 过 程 均 方 连续 ; 2° 过 程 在 上 = 0 点 均 方 连续 ; 
3。B(r) 在 R1 上 连续 ; 4° B(7) 在 T=0 点 连续 , 
证 1? <> 2°: 


Eléirr 一 各 = Eéirréirr 一 Er 一 Eee + EBééi 
= Etéré, 一 Eéréo — Etéot; + Eéoéo = Elét; — éol?. 


1° —> 3°: 
[Bl(t+7)— B()| = |Eérréo — Etiéo| = |E(éi4r — &i)éol 
< {Eléi+r 一 总 Eléol?}? = {Bléerr — él + B(O)}S. 


3° 一 > 4": 显然 . 
4° —> 1°: 


Eléitr — el? = Eléerr — élétrr —&] = 2B(0) — B(7) ~ B(7). O 


作为 定理 1 的 加 强 ， 有 下 面 的 
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定理 3 为 使 B(7)(7 & Ri) 为 某 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 的 相关 函数 ， 充 分 与 必要 条 件 
是 在 一 维 Borel 可 测 空 间 (Ra,B:) 上 存在 有 穷 测度 P(A), 使 


Ban=/ eT F(ad\). (8) 


此 时 B(7) 与 F(A4) 相互 唯一 决定 ， 显 然 B(0) = F(Ri). 
证 充分 性 : 设 B(7) 可 表 为 (8) 之 形 ， 由 于 |e*"| = 1 有 界 ， 故 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 
从 而 可 得 B(7) 的 连续 性 .由 (8) 知 B(-7) = B(7); 又 因 


DB tm = DD { fe Fa asm 


了 R 一 1 j=1 k=1 
人 (9 (Pen= 人 | Doerrar pl) >0 


故 由 定理 1 知 B(7) 是 某 弱 平稳 过 程 的 相关 函数 ， 根 据 定 理 2 知 此 过 程 是 均 方 连续 的 . 

必要 性 : 如 B(7) 是 某 均 方 连续 弱 平稳 过 程 的 相关 函数 , 那么 它 是 连续 的 非 负 定 函数 ， 
而 且 B(0) < co. 根据 Bochner-Xraema 定理 ， 在 (Ri,B1) 上 有 唯一 的 有 穷 测度 F, 使 (8) 成 
立 .， 口 

(8) 式 称 为 相关 函数 的 谱 展 式 , 其 中 的 F(4)(4 e B1) 称 为 过 程 的 谱 测度 . 由 (8) 可 见 连 
线 柑 关 函 数 B(r) 如 在 0 点 大 于 0, 则 除 一 常数 因子 外 ， 和 某 随机 变量 的 特征 函数 一 致 

如 果 存 在 关于 勒 贝 格 测度 几乎 处 处 非 负 的 函数 f(A), 使 


= /ya (9) 
便 称 f(A) 为 过 程 的 谱 密 度 . 这 时 (8) 化 为 z 
B(7) = / er f(A)dA. (10) 
由 Fourier 变换 的 反 演 公式 ， 当 B(7) 绝对 可 积 时 ， 有 
f() = 二 人 _ e-erB(r)dr GD) 


现在 考虑 了 = NN 的 情形 ， 以 Herglotz 定理 代替 Bochner-Xawauma 定理 ， 便 得 与 定理 3 
对 应 的 
定理 3 为 使 B(r)(re N) 是 某 弱 平稳 序列 的 相关 消 数 , 充分 与 必要 条 件 是 在 1(TI,TI81) 
上 存在 有 穷 测 度 (A), 使 ， 
B(7T)= . ei" F(ad\). (12) 


此 时 B(7) 与 F(A4) 相互 唯一 决定 ， 显然 B(0) = F(T]). 
类 似 地 ， 称 (12) 为 相关 函数 的 谱 展 式 ， 其 的 F(A)(A ETIIB1) 称 为 序列 的 谱 测度 . 


:有 1 然 ， 这 里 [TB 是 指 本 = [x,"] 中 -- 切 Borel 子 集 所 成 o 代数 . 
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(二 ) 例 ， 
例 1 设 弱 平稳 过 程 {t,t e Ri} 均 方 连续 ， 而 且 取 实数 值 ， 试 研究 其 相关 函数 B(7) 
与 谱 测度 具有 哪些 特殊 性 质 ， 由 于 此 时 


B(T) = Eéitrét, (13) 


B(r) 也 是 实 值 的 ， 性 质 3) 化 为 B(-r) = B(7), 可 见 B(7) 是 偶 函 数 ， 对 原点 对 称 ， 由 此 及 
(8) 得 


B(7) = 人 _ eT P(dM) = 人 err- / ~ eTF(d\), (14) 


这 里 F(A4) 仍 是 (Ri, B81) 上 有 穷 测度 ，F(4) = F(-4), 而 -4=(-z:ze 4). 由 于 谱 测 度 唯 
F(A) = F(-A). (15) 
在 (8) 中 展开 Banr = cos Xr 十 isinA7, 既然 B(7) 是 实 的 ， 故 
B(7T) = 广 cos AT 下 (GdA). (16) 
如 果 假 定 FF({0}) = 0( 今 后 以 {a} 表 只 舍 a 点 的 集 ), 那么 根据 (15), 可 改写 (16) 为 


B(7T) = 2 cos ATF(dA) = [ cos AThi (dN), (17) 


其 中 五 (4) = 2F(A4). 
今 设 谱 密 度 f(A) 存在 ， 由 (15) 可 见 : 对 几乎 一 切 (关于 勒 贝 格 测度 ) 和 A, 有 


f(A) = f(—N). (18) 
再 由 (11) 及 B(7) = B(-7), 得 
(和 A) = 元 广 cos AT .有 B(r)dr = sf cos AT +: B(T)dr. (19) 


例 2 设 随机 变量 序列 {6%,n € N} 满足 规范 化 条 件 Elé,l? = 1 及 条 件 
Eénirén, =0, 7T#0, (20) 
显然 它 是 弱 平稳 序列 . 这 二 条 件 可 合 写 为 


B(T7)=1, 7=0 
=0,， Tz#0. (21) 


特别 ， 独 立 随机 变量 序列 {&,,n e N} 如 使 Re。= 0, ElE.l? = 1, 那么 它 是 弱 平 稳 的 . 
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例 3( 序 列 的 滑动 和 ) 设 规范 化 序列 {&%,n es N} 满足 (20). 用 均 方 收 僵 ， 定 义 
Tn 二 》 aitn_i， 其 中 2 lail? < co; (22) 
yn 二 》 bién-i， 其 中 》， lb ”< oo- (23) 
=0 i=0 
(24) 


™m 


Zn 一 pb Cién—i- 


i=0 
Qisbisci 均 为 复数 ， 那 么 {zn,n EN), {yn,n EN}),{zn,n EN} 都 是 弱 平 稳 序 列 ， 它 们 分 别 有 
(25) 


Bi(7) 一 了 QiQir, 
(26) 


相关 函数 为 
By(7) = >， 已 六 ， 
(27) 


m2>i>0 
m 宛 1 一 7 之 0 


bn 


例 4 设 {zn,n >1} 为 一 列 随机 变量 ， 使 
Eznjrzn 一 {0 (7 一 0)， 


3 bn, < o0. 
nn 二 1 
(30) 


再 取 一 列 实 常数 {A} 而 定义 
上 一 Sem (t € Ri1), 


k= 二 1 


收敛 指 均 方 收 敛 ， 我 们 证 明 ， 这 级 数 收敛， 而 且 {&,t € Ri1} 是 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 . 
(30) 中 级 数 收敛 的 充分 与 必要 条 件 ， 由 Cauchy 判别 法 ， 是 对 任何 < > 0, 存 


实际 上 ， 
在 N, 当 m>m>N， 
, B| D) se 
k=m 





” 可 xp 和 < 
k=m k=m 
显然 ， 这 条 件 等 价 于 (29). 其 次 
BeisE, BE (Bae) (并 ae- _ 3 Blzrlfewer - 3 Dear (31) 
k=1 j=1 k=1 k=1 
(32) 


与 无关 而 且 在 7 =0 连续 ， 故 由 定理 2 知 此 过 程 是 均 方 连续 弱 平稳 过 程 ， 由 (31) 


B(7) = >》 bre = / er F(Aa\). 
大 一 1 一 9 
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这 里 谱 测度 F(4) = Nb (A € B81). 


(k:Ak EA) 
与 (32) 对 应 ， 我 们 也 可 把 (30) 写成 积分 的 形式 : 


1 = sre = / etZ2(d\), (33) 
k= 二 1 一 co 


其 中 2(4) = 磋 za (4eB) (33) 中 的 积分 就 定义 为 二 aeie, 它 无 非 是 后 者 的 另 一 


(k:An EA) 
写法 而 已 . 
然而 ， 定 理 3 表明 : 任 一 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 的 相关 函数 都 可 表 为 (8). 既然 对 由 
(30) 定义 的 特殊 过 程 ， 有 (33) 中 的 积分 表示 ， 那 么 ， 自 然 会 想到 : 是 否 任 一 均 方 连续 的 弱 
平稳 过 程 {tot e Ri}, 都 能 表 为 


&t = / eZ(d\) ， (34) 


呢 ? 如 果 再 往 下 想 ， 就 会 发 现 许多 基本 上 的 困难 : 由 于 & 是 随机 变量 ， (34) 右 方 也 必须 
如 此 ， 因 而 测度 2(4) 必须 是 随机 的 ， 这 样 就 自然 要 问 : 什么 叫 随机 测度 ?什么 叫 关于 随 
机 测度 的 积分 ? 下 面 就 来 正式 引进 这 些 概 念 ， 然 后 证 明 : 在 所 引进 的 意义 下 ，(34) 的 确 对 
每 一 上 述 过 程 正确 . 


§8.2 ” 正 交 测度 与 对 它 的 积分 


(一 ) 我 们 先 定义 正 交 测度 ， 随 机 测度 将 作为 它 的 特殊 情形 而 引进 . 
设 (五 ,B, 己 ) 为 任意 具有 测度 下 的 可 测 空间 ， 令 


BM) = (A:AEeB,F(A) < oo). 


又 设 H 为 任意 Hilbert 空间 ， 五 中 二 元 hi, hz 的 内 积 记 为 (h1,h2). 定义 在 8 上 而 取 值 于 
五 中 的 集 函 数 2(4)(4 e 8(%)), 如 果 对 任意 A1 € 8(%, 42 € 8 有 


(2(A1), 2(42)) = 下 (4142)， (1) 


便 称 为 在 (5,8,) 上 的 正 交 测度 , 如 不 混乱 ， 亦 简称 为 正 交 测度 . 命名 的 根据 是 
引 理 1 2Z(4)(4e B8(0)) 是 正 交 测度 的 充分 与 必要 条 件 是 : 
1° |2(A)N? = (2(4),2(4)) = F(A); (2) 
2° 如 A142 = 办 4 € B(0), 4A2 € 8(%), 则 


(Z(A1), 2(A2)) = 0; (3) 


3° 如 4; e BO)(i = 1,2,…) 互 不 相交 ， FF(h4;) < co， ( 因而 4=U4。e BO))， 则 在 
t=1 n 
HH 中 依 范 收敛 的 意义 下 ， 有 
3z(U4。) = 5 2(4,). (4) 
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证 必要 性 : (2),(3) 由 (1) 直接 推出 。 (4) 则 由 于 


[a -zo 
n=1 


= 2 + YNZ) = D20A), 2(45)) - D2(Ai), 2(4)) 


n= 二 1 n= 二 1 


F(A)+Y PAW) -2 EC 0 (mm — 00). 


充分 性 : 注意 由 3°, 对 A1 € B(0), 42 e B8(0), 有 
2(41) = 2(A1A2) + 2Z(A1\A2), 2(42) = 2(4142) + z(A2\A1). 
因而 由 1°,2°, 得 
z (2(A1), 2(42)) = 12(41A2)N + (2(4142), 2(42\41)) 


+ (2Z(A1\A2), 2(A1A2)) + (Z(Ai1\A2), 2Z(A2\41)) 
= F(A1h2). 口 


以 后 称 测度 F(4) 为 正 交 测度 2(4) 的 均 方 测度 . 
(二 ) 试 引进 关于 正 交 测度 的 积分 . 设 f(z) 为 定义 在 吾 上 而 取 复 数值 的 函数 ， 其 实 、 
虚 部 分 关于 8 可 测 而 且 


| oPE(as) < oo. (5) 
全 体 这 样 的 函数 构成 一 Hilbert 空间 ， 记 为 [2(E,8, 卫 ), 其 中 任 二 元 f,g 的 内 积 定 义 为 
(fq)12 = 人 Hz)5GJF(dz)， (6) 
我 们 的 目的 是 想 对 [2(8,8, FF) 中 的 一 切 函数 ,定义 积分 
7 及 = 人 je)2(aa) O 
五 
步骤 与 定义 通常 的 积分 一 样 : 先 对 一 切 形 为 


n 


f(z) = 》 aiXai(z) (4ie BW),a; 为 复数 ) (8) 


4=1 


的 简单 函数 (它们 的 集 记 为 5) 定义 (7), 然后 通过 极限 过 渡 以 对 一 般 的 f 定义 积分 
对 (8) 中 函数 f(x), 定义 


1(f) = 2 02(4), (9) 
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由 于 Z(4) es H, 显然 I(f) e 五 . 为 使 此 定义 合法 , 必须 证 明 I(f) 的 值 , 作为 五 中 的 元 , 不 依 
赖 于 f(z) 是 由 (8) 式 的 何 种 方式 来 表达 ， 为 此 ， 先 注意 在 (8) 中 不 妨 假定 4;4; = $(i 了 池 )， 
因为 有 必要 时 可 利用 3° 而 适当 改变 a; 的 值 ， 今 设 f(z) 有 另 一 表达 式 


f(z) = bixB, (7), 


造 一 组 集 {Ck},k = 12,… 使 每 Ck 为 某 个 4; 与 B; 的 交 ， 又 {Ck} 包含 全 体 这 样 的 交 
集 ， 则 CkCi = $G 关 上, 而 且 在 Ck 上 ， a; = 与, 记 此 公共 值 为 cx. 由 3°, 在 HH 中 相等 的 意 
XX 下 ' nn 了 7m 

》 .aiZ(4) = 》 ckZ(Ck) = 》 b;2(B;), 

i=1 k=1 j=1 


换言之 ， ZJ) 的 值 唯一 ， 不 依赖 于 f 的 表达 式 ， 
由 定义 (9) 易 见 I(f) 在 S$ 上 具有 性 质 : 
c1 IT(af +bg) =al(f)+bI(g) (a,b 复数 ); 
c2. (1(f),1(9)) = (Ff,9)22, 
| ARP = Ia， 


证 “: 的 证 与 上 面 证 (7) 的 值 唯一 的 方法 相同 ， 为 证 c.2, 注意 
(D0i2(hi), Db;2(B;)) = DaiB;(z(Ai), 2(B;) 


= DbiP (hiB)) = (Doixas(s), Dbixa;(s)) (10) 
i I 了 
由 此 立 得 c.2. 口 
现在 任 取 f(z) e I2(E,B, 也), 找 一 列 ? 所 (z)€ 5, 使 fn 一 fllzz 一 0. 定义 
Tf) = lim fr). (11) 


为 使 这 定义 合理 ， 必 须 证明 这 均 方 收敛 意义 下 的 极限 存在 ， 而 且 与 趋 于 f 的 简单 函数 列 
{fn} 的 选择 无 关 ， 由 c.1 及 c.2 得 


(fm) ~ Tfr))= (fm — fi = fm — fl 
< lfm ~— fz +lf — frlles = 0 (mm 一 oo)， 


故 得 证 前 一 论断 . 今 如 {所 } 为 另 一 列 收 全 于 /的 简单 函数 ， 即 如 | 疡 一 和 zz 一 0 它 由 "(11) 
所 产生 的 值 记 为 I(f), 仍 由 c.l,c.2 得 


(fn) — TPN = Nf — frillez < Nf ~ fiz + Hh fle: =» 0, 


上 (及 -TI NF) TFN + NC) — FN + Nm) = TPN = 0. 


? 即 : 如 人 ha 一 hz 上 = 0, 则 说 hi = hz. 
?参看 那 汤 松 ， 实 变 函数 论 ， 第 七 章 第 二 节 定 理 6. 
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这 证 明了 后 一 论断 . 
在 L2(E,B,F) 上 ，7I(f) 有 下 列 性 质 : 
D.1. 对 任意 复数 ob 


TI(af + bg9) = al(f) + b1(g); (12) 
D.2. (I(f), I(g)) 一 (f, g)L2, (13) 
TON = 7 人:- (14) 


证 . 取 二 列 简 单 函 数 {fn}, {9%}, 使 
fa = fllzs = 0, lgn — gllrs 一 0， 
则 
lafn + bgn — af ~ bglles = a(fn ~ f) + b(gn 一 9 
< lalllfa — fllzs + lolllgn 一 可 — 0, 
Iaf + bg) = lim I(afn + bgn) = lim ol(fn)+ lim bl(gn) =al(f) +b1(g). 
其 次 ， 利 用 Hilbert 空间 中 内 积 的 连续 性 1: 如 jan 一 of 一 0,6; 一 名 一 0, 则 (an;bm) 一 
(a,5b),n,m 一 0o0”, 得 
(1(fa), Tgn)) — (71(f), 7(9)), 
(fi, gn )L2 A (f,g9) 12, 


由 此 及 c.2 即 得 证 (13), 而 (14) 则 是 (13) 的 特殊 情形 口 
(三 ) 现在 考虑 一 类 特殊 的 Hilbert 空间 ， 设 (9, ,了 ) 为 概率 空间 ， z(w) 为 其 上 的 复 
数值 随机 变量 ， 令 


互 = (全 体 如 下 的 z(w) :如 z(w) < co)， (15) 
4 
在 五 中 引进 内 积 
(21, 22) = Ez122 = | a (Wut), (16) 
因而 
lizll? = Elzl?, (17) 


则 五 是 一 Hilbert 空间 . 实际 上 ， 我 们 只 要 验证 五 的 线性 (关于 复 系 数 ) 与 完备 性 ， 因 为 
Hilbert 空间 定义 中 其 它 条 件 都 很 明显 地 满足 ， 线 性 由 Minkowski 不 等 式 


Elaizi + a2z2l? & (lol| 忆 让 22 + lo2|E¥|z2|?)? < oo (18) 
立 得 . 今 设 {z} CH, 如 za- zw 一 0 (n,m 一 00), 则 对 任意 > 0, 有 


Pl(|zn, — zm| > €) < zz Elzn 一 zw 一 0 (mm 一 oo). 





! 见 泛 函 数 分 析 概 要 ， 127 页 ， 杨 从 仁 译 ， 科 学 出 版 社 ， 1964( 第 二 次 印刷 ). 
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故 存 在 子 列 zh,, 一 z(a.s.),n 一 co. 因而 对 固定 m 
zm — Zh, 2 Zm— 2 (as.)，7 一 oo. 
但 Elzm — zr) = 0 (m— %, n— 00), 故 由 Fatou 引 理 


Elzn — zl & lim Elzm 一 2 一 0 (mm 一 co)， 

于 是 存在 mo, 使 m> mo 时， Blzm -zz 都 有 穷 . 这 说 明 zm 一 zeEH. 既然 zm EH, 由 五 
的 线性 即 知 ze 五 这 样 便 证 明了 五 的 完备 性 ， 

其 实 还 可 以 造 出 五 的 许多 子 Hilbert 空间 . 

任 取 五 的 子 集 本, 由 本 中 有 穷 多 个 元 用 复 系数 所 组 成 的 全 体 线性 组 合 构 成 五 的 子 
集 L(H). 由 LL( 本 ) 中 的 元 列 在 均 方 收敛 意义 下 的 全 体 极限 构成 集 L( 丁 ), 称 Z(Hi) 为 Hi 的 
线性 闭 包 . 由 五 的 完备 性 知 L(Hi) CH. 试 证 L( 配 ) 是 H 的 子 Hilbert 空间 ， 实 际 上 ， 如 
yi(w) EL(H), 则 必 存 在 zt zx ) < ZL(Hi), 使 | 一 z 的 | 一 0 (n 一 00),i 二 1,2. 于 是 


laiyi + a2y2 一 az 他 ) 一 azz@)| < < lallly — zi 


+ lezlllyz — z2 = 0 (n — 00). 





因而 pit 十 azy2z E L(H1), 即 得 证 Z(H ) 的 线性 . 次 证 Z(Hi) 的 完备 性 . 设 {yn} CL(Hi1),|iyn 一 
yal| 一 0(n,m 一 oo). 由 定义 存在 {z 名 )] EL), 使 | 一 yal 一 0m 一 00),n = 1,2,…. 轩 
而 存在 正 整 数 i, 使 


1 
lz 和 — ynl < = 
于 是 


|zt 一 | < lz — yal + yn — ym + ym — 2 


< 于 + 一 oo 二 一 om 一 co) 
由 此 知 存在 y, 使 ly - zt 一 oo 一 oo). 故 


y= yal < ly ~— z+ Nz ynll 


1 1 
< ly -z+ —0 (n— 0%). 


这 说 明 y 是 二 序列 {zf”} 与 {yn} 的 公共 极限 . 既然 2 e Z(E), 故 ge) 而 得 证 Zr) 
的 完备 性 ， 由 此 即 易 见 工 ( 吾 ;) 也 是 Hilbert 空间 . . 

有 了 这 些 准 备 ， 现 在 可 以 对 随机 测度 与 随机 积分 下 定义 了 . 

我 们 称 取 值 于 工 ( 融 ) 中 的 正 交 测度 为 L( 栈 |) 中 的 随机 测度 ! ; 换 句 话说 ， 后 者 是 这 样 
的 集 函 数 Z(4), 4 e B00, 使 

(E1) 2(4) € Z(H), (19) 


“更 明确 些 ， 应 该 称 为 正 交 随机 测度 , 为 简便 起 见 ， 我 们 省 去 了 “ 正 交 ”二 字 . 
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(BE2) EZ(A1)Z(A2) = 天 (4142) (20) 
没有 必要 明确 地 指出 去 囊 ) 时 ， 就 简称 2(4) 为 随机 测度 . 关于 它 的 积分 


1(f) = 上 人 f(z)2(dz) (JE L2(E,B,F)) 


称 为 随机 积分 . 

如 果 限 制 2(4) 及 f(z) 只 取 实 值 ， 也 可 类 似 地 定义 实 随机 测度 与 实 随机 积分 , 

(四 ) 在 普通 测度 论 中 熟知 ， 由 分 布 函数 可 产生 Ri 上 一 个 测度 . 下 面 看 到 ， 对 随机 测 
度 也 有 类 似 事实 ， 它 提供 利用 随机 过 程 以 造 随机 测度 的 普遍 方法 . 

设 了 了 为 区 间 ， 开 或 闭 ， 有 界 或 无 界 均 可 ， 称 随机 过 程 {y,t e T} 为 正 交 增 量 过 程 , 如 


果 

Ely 一 加 < oo (s,t € 7), (21) 
而 且 对 了 中 任 一 组 妇 <to < ta <t4, 有 

E{(yes — Yt) (Ya — Ye)} = 0. | (22) 


例如 ， Wiener 过 程 ( 见 83.4) 是 正 交 增 量 过 程 . 
任 取 to ET, 定义 一 画 数 


Ely — yl:， 如 t > to， 
gto(t) 二 


(23) 
—Ely ~ yl:, 如 t < to. 


这 函数 虽 依赖 于 to, 然而 ， 如 另 选 妇 > 如 , 利用 (22) 不 难 证 明 gs 人 = ge,(t) + Elys, 一 ytoj 
故 giolt) 与 9 的 只 相差 一 常数 ， 以 后 便 固 定 to, 并 记 golt) 为 g(t). 由 (23) 及 (22) 还 可 见 
g(t) 是 单调 不 减 函 数 ， 因 而 它 的 不 连续 点 集 4 至 多 是 可 列 集 ， 其 实 有 
g(t) — 9(s) = Bly — ysl? (t > s). . (24) 
对 任意 +E 7T, 试 证 存在 二 随机 变量 W_。 与 w+o, 使: lim y, = Yt—o, Lim ys = yt+o-( 当 
然 ， 如 上 是 了 工 的 左 端点 或 端点 ， 则 只 是 w+o 或 yo 有 意义 . ) 实际 上 ， 因 g(t) 不 减 ， 故 当 
s<t 时 ， 它 有 上 界 ， 于 是 


lim Elyss—y,|= lm lg(s2)— 9g(s1)] = 0， 


51482 一 t 一 0 S1,32 一 上 t 一 0 


利用 (三 ) 中 证 明 五 的 完备 性 的 方法 ， 可 知 存在 y._o 使 lim y, = -0. 同样 可 证 明 w+o 存 
在 ， 由 (24) 还 可 见 : 当 t 既 4 时 


0= = +t0 (a.s.). (25) 


现在 定义 
y_(D) = yo, y+(t) = Yero) 
1 这 里 极限 表 im lys 一 yi-0]? = 0 等 ; 然而 并 不 要 求 Elysl? < oo, Ely_ol? < oo， 





228 . 





那么 {y (te bteT 也 是 正 交 增 量 过 程 ， 这 里 7 了 = 了 或 了 - 人 的 左 端 点 } 
视 了 没 有 或 有 左 端 点 而 定 ， T+ = 了 或 -他 的 右 端点 }, 视 工 没有 或 有 右 端点 而 定 ; 而 
且 前 一 过 程 左 均 方 连续 ， 后 一 过 程 右 均 方 连 续 . 

实际 上 ， 考 虑 {y_(t),teET}. 由 (21) 知 4-ys EE 是 , 当 s 一 s1-0 时 ， 由 昌 的 完备 
性 ， yy 一 y-(s1) E 日, 令 t 一 一 0, 再 由 此 完备 性 得 y_(t) 一 y_(s1)E 是 , 故 


Bly_(t) —y_ (sl < oo. (26) 
其 次 ， 利 用 Hilbert 空间 及 内 积 的 连续 性 ， 由 (22) 得 
E{(y- (ts) —y- (ta)(y_ (ta) — y(t))} = 0. (27) 
根据 (26),(27) 知 {y-(t),te T_} 是 正 交 增 量 过 程 ， 再 利用 (24), 得 
g(t —0)—g(s—0)= Ely_(t) —y-(s)l (i> s). (28) 


令 s 一 t 一 0, 得 左 方 为 0, 故 {y-_(t),te 7T_} 左 均 方 连续 . 
对 {y+( 台 ,teE Ti} 的 证 明 类 似 ， 此 时 代替 (28) 有 


g(t+0)— gs+0)= Ely+(t) -y+(s)P (t> s). (29) 


由 此 可 见 ， 只 需 在 可 列 多 个 点 te 4 上 改变 {y,t e T} 的 值 ， 就 可 使 此 过 程 左 (或 右 ) 
均 方 连续 . 

定理 1 设 {%%,t € T} 是 左 均 方正 交 增 量 过 程 ，T = (a,b), -co < a <b < oo0, 则 在 
(T,TB1, Ff) 上 存在 唯一 随机 测度 2(4), 它 取 值 于 L{y,t eT), 而 且 满 足 


Z(ti,t2)) = YY (ti < to), (30) 


这 里 F(A4), 4 e TB1, 是 由 (23) 所 定义 的 函数 g(t) = gi (lt) 所 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 . 
证 上 面 已 证 明 g(t)(t eT) 是 单调 不 减 函 数 ， 由 左 均 方 连续 及 (23) 知 g(t) 左 连续 ， 因 
而 g(t) 在 TB 上 产生 唯一 测度 F(4), 它 可 能 无 穷 ， 使 
F([s,t)) = G(t) — g(s) (> s), (31) 


这 里 7B; 表 了 中 全 体 Borel 子 集 所 成 o 代数 ， 
如 下 定义 2(4): 如 4=fsb, 令 


2(|s,t)) = yt — ys; (32) 


如 4= Ulsat), [si,ti) Nlsj,t;) = 9,i#7, 令 
2(4) = 》 2Z([si,t)). (33) 
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全 体 这 种 4 集 (n > 0si6cTsi< 去 均 任意 ) 构成 工 中 一 个 环 并 . Z(4) 在 K 上 有 限 
可 加 ， 而 且 由 (22) 得 


2 


BIZ(A) = 本》 一 2 


一 》 >》 Ely, 一 ys; ) (Ys; 一 Ys;) 一 ,Ely 一 Vs 
1=1 


t=1 7=1 





= (g(t) — g(si)) = > F([si,ti)) = F(A). (34) 
i=1 i=1 


最 后 应 对 任意 Ae TB1, 了 f(A) < co, 定义 Z(4). 为 此 ， 任 取 一 列 集 {4%} CK, 使 


F(A.AA) 一 0 (no00). | (35) 


注意 如 A € K, BE K,A4B = v9, 利用 (22) 并 仿 (34) 中 的 计算 ， 立 知 52(4)2Z(B) = 0. 由 此 并 
仿照 引 理 1 充分 性 部 分 的 证 明 ， 可 见 一 般 有 


E{2(A)2(B)} = 如 2Z(4B) = F(AB) (Ae K,BE K), (36) 
这 里 最 后 一 等 式 用 到 (34). 于 是 对 上 述 {4%} 有 


BlZ(45) - Z(An)P = BlZ(An\Am) + Z(AnAm) — 2(Am\An) — Z(AmA)P 
= ElZ(An\Am) — 2(Am\An)] 
= EZ(An\An)P + ElZ(Amn\ An)l? 
= F(An\Am) + F(Amn\An) = F(AnAA,) 


< F(AiAA)+F(AAAn) 一 0 (mm 一 coco,n 一 oo)， (37) 
这 说 明 对 {Z(4。)} 存在 均 方 收敛 意义 下 的 极限 ， 我 们 就 定义 
2Z(A) = 1im2(A4,). . (38) 


不 难 验 证 ， 2Z(4) 的 值 不 依赖 于 满足 (35) 的 {4n} 的 选择 ， 即 如 有 另 一 如 是 的 集 列 
{A.}, 县 
2Z(A) =1im2(A,), (39) 
则 有 _ 
2(A)= 2(A) (a.s.). (40) 
现在 证 2(4) 是 取 值 于 L{w,t ET} 中 的 随机 测度 ， 对 满足 F(A) < co 的 4, 由 (38) 及 
Z(An) ELtfyet ET} 知 2(4)eE Lf{yst ET}, 故 (B) 满足 对 4,B, 如 F(A4) <o,F(B)<%, 
取 4n€E K,BnEK 使 
F(A.AA) = 0, F(B,.AB)— 0; (41) 
2(4) = lim2(An), 2(B)= lim2(Bn). (42) 
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注意 对 任意 s > 0, 由 F(x4, 一 x4| > sj < F(AnA4) 一 0 (n 一 00), 知 存 在 子 列 {44,), 使 
F( lim x4, = X4) = 1, 有 必要 时 ， 自 {4*} 中 删 去 一 些 集 后 ， 就 可 设 此 子 列 就 是 {4。}. 对 
{Bn} 也 可 作 同 样 假定 ， 帮 由 (42),(36) 


EZ(A)Z(B) = lim EZ(AWZ(Bn,) = lim F(A,.B,) 


no0 


= lim XAn XBa PF (dz) -| X4XBSE(dz) = F(AB), (43) 
T T 


其 中 用 到 控制 收敛 定理 .于 是 得 证 (E。). 

最 后 ， 注 意 如 二 随机 测度 Z1(4), 2Z2(4) 均 满 足 (30), 则 它们 必 在 KK 上 一 致 ， 从 而 在 4 
上 一 致 ， 只 要 下 (4) < co. 口 

注 1. 定理 1 的 结论 对 均 方 右 连续 正 交 增 量 过 程 也 正确 ， 证 明 完 全 一 样 . 只是， 一 切 
[s,t) 应 换 为 (s,4], 例如 (30) 应 换 为 


Z((t1, t2]) = Yi — Yt (t1 < t2). (44) 


以 后 关于 由 {y,t e T} 所 产生 的 随机 测度 Z(4) 的 积分 广 J(A)Z(dA) 也 记 为 Oy(d》)， 
例 1 设 {yte Ri} 为 Wiener 过 程 ， 即 满足 下 列 条 件 的 过 程 : 


Ye — Ye Yn Yn (ti <to < < tn) (45) 
相互 独立 ， 而 且 一 ys 有 正 态 分 布 ， 使 
Ely— ys)=0, Ey—y) :=o0t-s| (o>0). (46) 
它 所 产生 的 随机 测度 叫 Wiener 测 度 , 关于 它 的 积分 叫 Wiener 积 分 . 此 测度 的 均 方 测度 下 
F(A)=0°:1(A) (4 eB), (47) 
其 中 工 表 勒 贝 格 测 度 ， 故 对 任意 关于 工 均 方 可 积 函 数 f,, 可 定义 


zi = / f(t— s)y(ds). (48) 
Ri 


因为 {yt - yoit e R1} 是 正 态 过 程 ， 其 中 a 任意 固定 ， 由 随机 积分 的 定义 及 $1.2 定理 2, 知 
{zote Ri} 也 是 正 态 过 程 . 其 次 ， 


Btrzt= B( f fletr syas). ff- ava), 
由 性 质 D.2, 右 方 
=0o? 人 f(t+7— ss)f(t— s)ds = o? 人 f(T + s)f(s)ds, (49) 


故 Eztyrzt = B(7) 不 依赖 于 4， 因而 {z4,t€ Ri} 还 是 弱 平 稳 过 程 ， 如 88.1 所 述 ， 它 也 是 平 
稳 过 程 
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考虑 特殊 情况 : 设 


四 = 他， 1 > 2 > 0,a > 0), (50) 
因 常 数 o 不 起 重大 作用 ， 以 下 为 简便 计 令 o=1. 由 (49) 得 知 此 时 如 7 > 0 则 
B(r) = / © eose-olstr)ds = c2e-or / © e200gs = Ce, 
因 B(7) = B8(-7), 故 得 ， 
B(7) = 3oe (51) 


试 证 此 时 过 程 {z1,t € Ri1} 是 正 态 、 平稳 (也 是 弱 乎 稳 ) 、 马 氏 过 程 . 实际 上 ， 由 (48) 及 (50)， 


如 一 o0<s<t 
zt 一 人 人 _ ee( 人 jg(du) 一 < / ey(du)+e 人 _ eNOdu) 
= < / ‘ealt-wy(du) + eelt-)e 人 ed = < / ol-wy(du) + eo)g,. 
然而 ， 由 随机 积分 定义 及 条 件 (45), 随机 变量 
Y=e / et Wy(du) 


不 依赖 于 一 切 y(w2z) 一 y(wi)(u < su < s), 因而 也 不 依赖 于 {z6,wu < s}. 由 此 即 知 {zi,t €E 
Ri1} 是 马 氏 过 程 (参考 $4.5,12). 根据 88.1(11), 可 求 出 谱 密 度 为 


1 一 GT| 一 2 C1 “ 《ca 一 ?入 )T ™” —{a+ti 和 A 和 A)r 
一 C1e dT = 一 e dT 十 e dT 
27 Ri 27 oo 0 


2 
-ta -人 三 (e = 元 ) (52) 


这 类 过 程 称 为 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 , 进一步 讨论 见 89.3( 二 ) 及 $10.3 例 3. 
例 2 称 实 值 随机 测度 2(4) 为 正 态 的 , 如 果 {2(4),4e B00)} 是 正 态 系 ( 见 81.2), 而 且 
每 个 2(4) 具有 期 望 为 0, 方差 为 Ff(4) 的 正 态 分 布 ， 对 正 态 随机 测度 ， 我 们 有 
( 刀 ): 如 Ai € 8°,Ai4; = $i7==1,…,n, 则 2(4;) 相互 独立 . 
实际 上 ， 对 正 态 分 布 随机 变量 ， 由 两 两 不 相关 性 可 得 总 体 独 立 性 ， 故 由 (Ez) 得 ( 瑟 ). 
此 时 根据 8$1.2 所 述 正 态 系 的 性 质 ， 如 对 每 固定 的 上 ze 了 





(人 和) E LI(E,B, F), 


则 随机 过 程 {7(f(t, 入),te T} 是 正 态 过 程 ， 
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88.3 “” 弱 平稳 过 程 的 谱 展 式 ; Karhunen 定理 


(一 现在 回 到 38.1 未 所 提出 的 问题 , 即 研究 $8.1 中 (34) 是 否 可 能 . 为 此 先 证 明 一 般 的 
Karhunen 定理 , 作为 它 的 特殊 情形 , 便 是 我 们 所 需 的 结果 . 称 复数 值 随机 过 程 {6,(w),t eT} 
为 二 级 和 矩 过 程 , 如 果 对 任意 t+e 7T, 有 


Bt < oo (teT). (1) 


这 里 工 可 以 是 任 一 抽象 集 ， 以 下 固定 As B1,ABi 表 A 中 所 有 Borel 子 集 所 成 的 o 代数 . 
定理 1(Karhunen) (i) 设 2(4) 为 (A,ABi,F) 上 任 一 随机 测度 ，F(A) < oo0,f(t, 和 为 TxA 
上 的 复数 值 函 数 ， 使 对 每 固定 的 上 ce 了 


ft 和 A) E ID2(A,ADBi ,FF) (2) 
则 
& = / f(t, NZ(d) (teT) (3) 
A 
是 一 个 二 级 矩 过 程 ， 满 足 
pes,= 人 7 Nf(s, 入 ) 天 (CA) (s,t € TT). (4) 
A 
人 反之 ， 设 {&,teE T} 为 二 级 矩 过 程 ， 合 
kiE = 上 f(t NF AJP(dA， (8) 
A 
其 中 
f(t, MN) E L(A,AB,F) (t eT), (6) 


而 且 己 为 有 穷 测度 ， 则 存在 随机 测度 2(4), 4 < (A,AB1, F), 使 对 任 一 固定 的 te 了 ,有 
&= | fe Nz (7) 
证 ， (i 设 (3) 成 立 ， 由 $8.2 性 质 D.2, 得 
B6E = B( 1 Wz) 人 Je 2) = fs WHE NF) 


特别 
le = 人 fC, NPF(N) < o0. 
(i) 考虑 A 的 函数 > aif (ti 和),n > 0, € T,ai 为 复数 ， 所 有 这 种 线性 组 合 的 集 记 为 


L(f). 先 在 
假设 (D):“L(f) 稠 于 L(A, ABi, 天) 
下 证 明 所 需 结论 ， 然后 再 取消 此 假设 . 
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由 (D), 对 4eABi 的 示 性 函数 xa(A), 存在 一 列 
XO = Da FD, Nn = D2 (8) 
在 L2(A,ABi1, 下 ) 收敛 意义 下 通 近 xa( 和 ). 令 
One 人 (9) 
考虑 
Blzm — zn = a Yael) -> ie 人)| ， 
将 右 方 展 开 为 有 限 项 的 和 ， 公 项 形 为 EECE ,对 它 用 回 得 
5B68 = o6 | fl NF IFA), 
利用 此 式 再 集 项 即 得 
A 
= KO) -XOPFEN) 一 0 own 一 oo (91) 
故 存在 极限 


Z(A) = 1imzn(w). | (10) 


这 极限 与 序列 (8) 的 选择 无 关 . 实际 上 , 如 {文人 7( 和 )} 是 另 一 列 逼 近 于 xa(^) 的 (8) 型 序列 ， 
它 通过 (9) 所 得 的 左 方 变量 记 为 {和 (w)}, 则 仍 如 上 计算 得 


本 区 DOP] 
<[/ [we 
+ [fa -OP Fe] -ooo) 
今 证 2(4) 是 (A,AB1, 了 f) 上 的 随机 测度 . 任 取 A€E ABi,BeABi, 对 Xxa( 和 ) 及 xs(A), 使 


(8),(9) 成 立 的 逼近 序列 分 别 记 为 [xO)} 与 {XB "(它们 由 (9) 产生 的 序列 记 为 {zo) 
与 {z(w)}, 则 1 


EZ(A)2(B) = lim E2(4)268) 
= lim a /xe YA)XE OF(aN) = / xa(MNxa(A) FN) 
A 
= F(AB) (11) 
:这 里 极限 与 积分 可 交换 都 由 于 88.2 中 指出 的 Hilbert 空间 中 内 积 的 连续 性 . 
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由 此 及 F 的 有 穷 性 即 知 ， 2Z(4) 确 为 上 述 随 机 测度 ， 既 然 (6) 成 立 ， 故 可 定义 随机 积分 


二 ,和 A)Z(aX). 12 
7 fr )Z(a)) (12) 
为 证 (7), 只 要 证 
Elt:.—m*=0 (teT7). (13) 
展开 此 式 左 方 得 
Eléi ~ ml = Eléil? + Elml? — Eéin: — Eém. (14) 


试 证 (14) 右 方 四 项 都 等 于 实数 |f(t, 和 )PF(dA), 从 而 (13) 及 (7) 成 立 . 为 此 ,由 (5) 及 88.2 
知 


.2， 


BIGP= f Ie NPFaN = Elm 
, A 
为 计算 (14) 中 最 后 二 项 ， 先 注意 
BEé2(A) = lim BéZ, = lim Be > ago 人 (w) 
i=1 
= lim 人 ft, A , F(A) 
= lim fi Mx OF(dN) = fr (t, F(AN). (15) 
由 随机 积分 定义 ， 存 在 简单 函数 列 
fn(A -> Xp(™ (AN), BE" € AB, 
使 有 |f(t, 和 ) 一 所 (A)RA(dA) 一 0 而且 
Eln: 一 / fh)Z(AN)R = 0 人 一 oo). (16) 
A » 
于 是 由 (15) 
Bem = lim, Be 人 £0)2(a))) 
= lim Sb) Ee,2(BU)) = lim So / f(t, F(A) 
We ™™ 天 一 1 Bf) 
一 1] F(A 二 2 : 
加 ,人 FJ = f HCe NP PC 
Be.m = FEm = 人 At NPG 
A 
这 样 便 证 明了 (7). 总 结 上 述 ， 得 知 在 假设 (D) 下 ， ( 中 结论 已 完全 证 明 . 
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现在 除去 此 假设 . 如 果 工 ( 方 在 L2(A,AB1, 下 ) 中 不 是 稠密 的 ， 则 必 有 末 数 g(X) e L2(A， 
ABi, 下 ) 正 交 于 一 切 f(t, 入 ,te 7T,, 即 对 任意 teT 


人 gO FE VFAN) = 0 (161) 


全 体 这 种 因数 记 为 g(t, 入 ,te T'. 于 是 全 体 线性 组 合 Daiflts, 入 ) )+ 3 bots A) (n> 0,m> 


0) 便 在 L2(A,AB1, 卫 ) 中 稠密 . 
取 正 态 过 程 {C4,t € 7T'}, 使 满足 
1° EC=0 (teT’), 
2° EQc,s = /g(t, Mg(s, MF(dA) (s,t ET), 
3 对 teT,seT'i& 与 (Cs 独立， 
这 种 过 程 的 确 存在 : 因为 ， 仿 8$8.1 定理 3 的 证 明 ， 易 见 二 元 函数 


rn(t.8) = 人 g(t, Mgts FCd) 


是 非 负 定 的 而 且 7(i,s) = "(s,t), 故 由 81.2 定理 3 可 见 满足 1%,2° 的 正 态 过 程 存在 ， 为 使 它 
满足 3°, 只 要 用 $1.1 引 理 2 以 造 联合 的 概率 空间 即 可 . 
今 造 过 程 {&4,te TUT'), 其 中 


~ _ Et 如 t € 7 
“ 八 如 te TT ul 
这 过 程 由 于 (5),2* 及 (161),1°,3° 而 满足 
E&é, = / h(t, Rs, F(A); 
ft{t, A), teT, 
hb) 一 {0 t€ET. (18) 
由 于 在 (D) 下 已 证 明定 理 成 立 ， 故 存在 定义 于 (A,AB1,F) 上 的 随机 测度 2(4), 使 
&= | nt Nz teTUT'. 
A 
特别 ， 当 te 了 时， 上 式 也 成 立 ， Wh (17),(18), 它 化 为 (7). 口 
注 1 (3) 与 (7) 中 与 故 f(t 和)Z(adA) 相等 是 说 作为 Hilbert 空间 鼠 ( 见 $8. 2 中 
的 元 ， 二 者 是 相等 的 ， 亦 即 Bl& 让 jb ZaA| = 0. 后 式 等 价 于 和 (o) = /f(t 和 )Z(a) 


(a.s.), 由 于 对 每 ,存在 一 零 测 集 和 Vi, 当 we N 时 ， 此 式 可 不 成 立 ， i 
对 几乎 一 切 固定 的 w,&(w) = f(t, 和 )2(dA) 对 一 切 te 工 成 立 (除非 工 为 可 列 集 )， 
(二 ) 现在 已 不 难 证 明 下 面 的 
定理 2 介 设 304),4e(R,5,P) 是 任 一 随机 测度 ， F(Ri) < co, 则 由 下 式 定 义 的 随 
机 过 程 
«=-/ etZ(dA) (te Ri) (19) 
Ri 


. 236 . 





是 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 ， 其 相关 函数 为 


B(7)= 上 erF(dM) (T € Ri), (20) 


因而 此 过 程 的 谱 测 度 重合 于 2Z(4) 的 均 方 测度 . 
(人 反之 ， 设 {6&1,t € Ri} 为 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 ， 有 相关 函数 为 


B(7) = 上 eTF(d\), (21) 


因而 F(A4) 为 过 程 的 谱 普 测度 . 于 是 存在 唯一 的 取 值 于 L{&i,t€ Ri1} 中 的 随机 测度 2(4), A € 
(Ri, Bi, 卫 ), 使 对 任 一 固定 的 te RI, 有 


& = 人 etZ(dA) (a.s.). (22) 
证 (i) 于 定理 1 中 取 f(t, 和 )=e?,A = 知 (19) 中 的 {&,t€ Ri} 是 二 级 矩 过 程 ， 
其 相关 耳 数 为 (20). 既然 B(7) = Ektre 与 t+ 无 关 ， 可 见 此 过 程 弱 平 稳 ， 又 因 B(r) 连续 ， 
故 过 程 均 方 连续 ， 
(让 仍 在 定理 1Gi) 中 取 jb A) = ee,A = RR, 则 (5) 化 为 (21) 因而 知 (22) 成 立 ， 由 
(9),(10) 知 2(4) e L{&,t € Ri1}. 剩 下 只 \ 要 证 唯一 性 . 


设 2(4) s L{&i,t € R1}, A € (Ri,B1,F), 是 任意 一 个 满足 (22) 的 随机 测度 ， 由 (Gi) 知 
2Z(4) 的 均 方 测度 F(A4) 必须 重合 于 过 程 {&,te Ri} 的 谱 测 度 F(4). 利用 (8) 中 的 


XO) = 和 ae (23) 
j=1 
我 们 有 
FZ(A)— (nA)Z( ) = x) ? 
BlZ( A) /x (CA)ZaA] 可 人 Ca 和 ) (2))Z(aN) 
= [ra -x OP EN = = [ba -x PFN = 
( 见 (91)). 这 表示 


Z4) =Lim f x EAN) = Lim | (Pee 5 ) Za). 
no 00JR no0 j=1 
既然 由 假定 (22) 对 Z(4) 也 成 立 ， 故 由 (10) 
Z(A) = Lim Da (0) = limZn(w) = 2(4). OO 
j=1 2 得 一 CO 


类 似 地 ， 对 弱 平 稳 序列 {&,,n e N}, 利用 88.1 定理 3', 也 可 得 到 积分 表达 式 . 为 此 ， 只 
楼 在 定理 1 中 ， 令 f(t, 和 A)=e,teE N, 令 A= 了 =[-7,7], 即 得 
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定理 2” 设 2(4),A e (IB, 下 ), 是 任 一 -随机 测度 ，F(H) < co, 则 由 下 式 定 义 的 随 
机 序列 
én = 上 emA2Z(dA) (ne N) 
It 


(24) 
是 弱 平稳 序列 ， 其 相关 函数 为 


Blm) = fe Pla) (m € N). (25) 
因而 这 序列 的 谱 测 度 重合 于 Z(4) 的 均 方 测度 . 


(i) 反之 ， 设 {tn,n EN} 为 弱 平 稳 序列 ， 有 相关 函数 为 


Blm) = {eRF(a) (26) 


因而 F(4) 为 过 程 的 谱 测 度 ， 于 是 存在 唯一 的 取 值 于 Zen e N} 中 的 随机 测度 2Z(4), A e 
(I, I1B1, F), 使 对 任 一 固定 的 NE N, 有 


名 = 人 ea (a.s.). (27) 
(22)( 或 (27)) 


式 称 为 {ti,t e hi}( 或 {6&4,n E N}) 的 谱 展 式 . 利用 此 谱 展 式 ， 可 以 在 二 
Hilbert 空间 ' 


L{é,t GE Ri1}, 


2(R1, Bi, F) 
之 同 ， 建 立 -- 同 构 . 实际 上 ， 利 用 (22) 式 ， 令 


4 et), 


证 nn 
Dt, 一 
j=1 j=1 
亦 即 


j=1 


/ (5 ase za > Sajesa, 
Ri iI 


2 oft， 笛 于 L{&i,t€ Ri}, 于 是 令 


然而 ， 全 体 右 方 中 的 线性 组 合 稠 于 L2(Ri,B1,F)， 而 全 体 左 方 中 的 线性 组 合 ， 亦 即 一 切 


L{éte Ri} 3 1 J(JZ(dA) -OA) e D2(R Bi, F), 
Ri 


(28) 
则 上 式 建立 了 上 二 空间 的 一 一 对 应 !, 而 且 由 88.2 D.1 及 D.2, 可 见 此 对 应 





1 U= Zftote RW = {fs, f(A)Z(d 和 ),f € L2(R1,B1,F)?, 则 U = W， 实际 上 ， 此 二 集 都 是 线性 闭 
集 (在 均 方 收敛 意义 下 ). 由 (22) 知 纪 & W, 故 UC W， 再 由 (22) 知 人 er 中 2(dX) € U, 然而 W 是 含 一 切 
fn, eitAZ(dA) (t € Ri1) 的 最 小 线性 闭 集 ， 故 W CU. 
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1。 是 线性 的 : 由 f(A) “一 J f(A)Z(d), 得 
Df of (Det)) Za 
i=1 Ri i=l 


2° 是 保 内 积 的 : 


因此 L{&i,t€ Ri} 与 2(R1,B1, 卫 ) 同 构 . 
同样 ， 利 用 (27), 可 见 二 Hilbert 空间 


Li{én,n € N), L2(I1, TB1, F) 


同 构 . | 
这 种 同 构 关系 非常 重要 , 因为 在 许多 问题 中 , 利用 它 可 以 把 对 L{&i,t € Ri} (或 L{é&n,n E 
N)) 的 研究 ， 化 为 对 函数 空间 [2(R1,B1, 下 )( 或 [2(T, Bi, 下 )) 的 研究 . 

(三 ) 现在 来 研究 实 值 情 形 . 

定理 3 为 使 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 {&1,t e Ri1} 取 实 数值 ， 充 分 与 必要 条 件 是 (22) 中 
的 随机 测度 具有 性 质 : 对 任意 4e 81, 有 


GZ(4) = Z(-A), (a.s.). (29) 


证 必要 性 : 由 & = (a.s.) 及 (22) 


/eez= / e020)= 上 eitAGF(dA)， 
Ri R: Ri 


其 中 Z(4) = 2(-=A4). 由 于 谱 展 式 中 随机 测度 的 唯一 性 即 得 E12(4) 一 2( 二 2)l? = 0, 此 即 (29). 
充分 性 : 此 因 


& = 上 eitAG(dA) = 上 eitF(dA) = 上 eitxZ(dA) 
/ eiNZ(dN) = (as.). OO 


Ri 

显然 ， 定 理 的 结论 对 弱 平稳 序列 也 正确 . 

自然 希望 实 值 情形 的 谱 展 式 中 不 含 复数 ， 以 下 定理 解决 了 此 问题 令 总 为 一 切 二 级 
算 有 穷 的 随机 变量 集 ， 如 &1 € 有 ,é2 € H,Eé1€2 = 0, 则 说 & 与 62 互 恒 , 记 为 6 上马 . 如 集 
Di CH, 并 且 对 一 切 fi € Di,i = 12, 有 上 上 6 则 说 D1 与 Ds 互 垂 , 并 记 为 Di 1 Ds. 

以 下 令 Ro = (0,oo), 不 含 0 点. 

定理 4 (i) 设 {6i,t€ Ri1} 是 实 值 均 方 连续 的 弱 平稳 过 程 ， 谱 测度 为 (4). 于 是 对 任 
意 te Ri, 有 

如 =2o+ | cos x+ |/ sin tfAY(dA) (a.s.), (30) 
Ro Ro _ 
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其 中 

a) Zo < 有 ,Zo 是 实 值 随机 变量 ， 与 t 无 关 ， 而且 E28 = F({0}). 

b) X(4) 与 Y(B) 都 是 (Bo, RoB1,2F) 上 的 实 值 随机 测度 , 即 EX(A)X(B) = EY(A)Y(B) 

c) Zo LX(A), Zo LY(A) X(A) LY(B) (A€ RoBi,B ee RoBi). 

(ii) 反之 ， 设 已 给 有 穷 对称 测 度 FE(4)(4 & B1) 及 满足 a),b),c) 的 2Z0,X(4),Y(B), 则 由 
(30) 定义 的 {&4,t € 局 } 是 实 值 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 ， 有 谱 测度 为 F(A4). 

证 考虑 (22) 中 的 Z(4). 对 4e RoBi, 定义 

X(4) =2(4) + 2Z(A), Y(A)=i(2(4)— 2(4)) 
2o = 2({0)). 

(4),Y(4), Zo 都 属于 瑟 而 且 
a) 由 (29), Zo= 2({0})) = 2({-0})) = 2Z({0}) = Zo0; 由 01),E28 = E(2({0))? = F({0}). 
b) 由 定义 知 ， X(4)Y(4) 均 取 实 值 ， 由 (29),(11) 得 


X(A)= 2(4)+2(-A), Y(A)=i(2(4)— 2(-4)), 


(31) 





EX(A)X(A2) = E{[Z(A1) + 2Z(—Ai)][Z(A2) + 2(—A2)]} 
= F(A1A2) + F(Ai[-A2]) + F([-A1]A2) + F([-Ai]{~A2)), 


既然 A1 C Ro,A2 C Ro, 故 41[-42] = p = [~-A41]42, 由 $8.1(15) 得 FF 的 对 称 性 ， 特 别 ， 
FPF([-Ail[~A2]) = F(A142), 于 是 


类 似 可 证 EY(A1)Y(Ah2) = 2F(A142). 
c) 因 0E4C Ro, 故 由 (31) 及 (11) 


EZoX(A) = EZ({0})2(A) + EZ({0})2(-A) = 0， 
同样 ZoY(4) = 0. 此 外 ， 由 Y(B) = Y(B) 得 


EX(A)Y(B)= -iBl(2(4)+ 2(-A))(2(B) - 2(-B)) 
= -i{F(AB)+ F([-AtB) — F(A[-BI) — F((-Al-B)} =0. 
今 证 (30). 改写 (22) 为 
& = Z({0}) + et>Z(dA) 
RoU(— Ro) 
= Zo cos tAZ(d 0 sin tAZ (dM). 
- hn, ZANT+ hn 本 (3% 
但 对 任 一 偶 实 值 浮 数 P(A) e Z2(R ,5 下) 有 


人。 ez = 三 extay G3) 
RoU(— Ro) Ro 
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实际 上 ， 当 2p(A) 为 简单 函数 即 
o(A) = 2 ojX4i(A) 十 2 ojX-4(A) (A; C Ro) 


时 ， (33) 之 左 方 由 于 (29) 而 化 为 
SoZ(A) + Daj2(-A;) = al2(A)) + ZU) = 上 PCAJX(dA)， 
jl i=1 = 0 
既然 任 一 满足 p(0) = 0 的 偶 实 值 函 数 p(A) e L?2(R1, B1, P) 可 由 这 种 简单 函数 列 通 近 ， 故 得 
证 (33). 同样 可 证 ， 对 任 一 奇 实 值 函 数 p(X) e 52(Ri, B1, FF), 有 





pn 


i e020) = oY (34) 
RoU(— Ro) Ro 


综合 (32),(33),(34) 即 得 (30). 
有 反之 , 设 & 可 表 成 (30), 其 中 2o,X(4),Y(4) 具有 a),b),c) 中 的 性 质 ， 利用 (30) 及 这 些 
性 质 得 
Eériirét = ElZol + a[f- cos (t 十 T)AX(dA) 人 cos tAX(dA)] 
E sin T)AY (dA\ sin tAY (dA 
+ 可 [人 me+rnMra 人 bra 
= FP({0})+ 2 cos 和 (t 十 T) cos MF(dM) 
Ro 


十 2 1/ sin A(t 十 T)sin AtE(dA) 
Ro 


iAT 
= F({0})+2 人 0s MTP(AN) = 人 er P(N) 

最 后 一 等 号 用 到 FF 的 对 称 性 . 

既然 Bti+réi 不 依赖 于 ,对 7 连续， 而 且 显然 取 实 值 ， 故 {&,t e Ri1} 是 均 方 连续 
的 实 值 弱 平 稳 过 程 。 口 

系 1 为 使 实 值 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 是 正 态 过 程 ， 充 分 与 必要 条 件 是 (30) 中 的 2o， 
{X(4), 4e RoB1},{Y(4), A € RoB1} 除 满足 a),b),c) 外 ， 还 构成 正 态 系 . 

证 .必要 性 : 由 于 tte 已 } 包含 Zo,{X(4),A € RoB1} 及 {Y(4),4 € RoB1), 既然 
{&1,t€ RR1} 是 正 态 过 程 ， 故 由 正 态 系 的 性 质 知 此 三 者 构成 正 态 系 . 

充分 性 : 由 假定 知 随机 变量 族 


A= {Zo0,X(A),Y(A), Ae RoB1} 


是 正 态 系 ， 既 然 由 (30) 知 &, < L{4}), 而 由 $1.2,5{4} 也 是 正 态 系 ， 故 {&4,,i = 1,…,n} 的 
联合 分 布 也 是 正 态 的 口 
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88.4 对 弱 平 稳 过 程 的 线性 运算 ;微分 与 差分 方程 


(一 ) 设 {&,te h} 为 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 , 谱 展 式 为 88.3(22), 谱 测度 为 下 (4),4< Bl. 
对 这 过 程 的 线性 运算 是 指 把 这 过 程 变 为 一 新 过 程 的 变换 ， 此 新 过 程 {&,t e 已 


1 或 者 是 
= Do = (Pe)za, 上 


其 中 cj 为 任意 复数 而 ”为 任意 正 整 数 ; 
2。 或 者 & 是 上 式 右 方 中 的 和 在 均 方 收敛 意义 下 的 极限 ， 即 


总 = Lim (De 5 ) 2(a%). (2) 


既然 {&i,te Ri} CL{&i,te Ri), 由 上 节 所 述 同 构 性 可 见 必 存 在 复 值 函数 c(A), Xe RI， 
c(A) € L2(Ri, Bi, F), (3) 


使 
= / ei2c(A)Z(aN); (4) 
Ri 


反之 ， 对 任 一 已 给 满足 (3) 的 c(), 由 (4) 定义 的 {&,t € Ri} 必 是 对 {&4,t € R1} 进行 某 一 
线性 运算 的 结果 ， 因 为 由 (3), 必 存 在 五 ea = 12.…, 使 


| 3 ce it 
了 7 一 1 
于 是 对 由 (4) 定义 的 总 有 


tr = lim ett ( 3 eet 2(a). 
I=1 


?一 co JR 





0 (一 co)， 


由 此 可 见 ， 线 性 运算 与 满足 (3) 的 函数 c(A) 是 一 一 对 应 的 ， 由 c(》) 所 决定 的 (4) 中 的 新 过 
程 记 为 {elo,t e 已 }, 并 称 ec(A) 为 此 线性 运算 的 核 , 而 由 c(A) 所 决定 的 线性 运算 则 简称 为 
c( 和 )- 运 算 . 如 果 c1( 和 ) 与 cz(A) 都 属于 (Ri,B1, 耳 ), 而 且 ct(A)jcz(A) 也 属于 [2(Ri, Bi, 下 ), 则 
称 c1( 和 A)cz( 和 A)- 运算 为 c1( 和 )- 运算 与 c2(A)- 运算 的 积 , 因为 ci( 和 ) 将 {&(w),te Ri1) 变 为 6， 
简 记 为 6 


‘=| ettxcl(A)Q(dA) (te Ri), 
Ri 
而 cz(A) 则 变 {&1,te Ri1} 为 


£2 = 人 cithea(A)ca(A)2(dA) (te R), (5) 
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所 得 {€0),t e Ri} 正 与 直接 对 {&(o),t e Ri} 施行 c(A)ca(A) 运算 的 结果 一 致 ， 显 然 ， 
{E42,t€ Ri} 不 依赖 于 施行 ci(A)- 运算 (i = 1,2) 的 次 序 . 至 于 {eo),te 已 } 也 是 均 方 连续 
的 弱 平 稳 过 程 则 因 有 以 下 定理 : 

定理 1 {&5,te Ri} 是 均 方 连续 的 弱 平 稳 过 程 ， 它 的 谱 展 式 为 


=/ ceitxc(A)Z(CA) (te RI); (6) 
Ri 
正 交 随 机 测度 为 

20- 人 cz (4 eB) (7) 
相关 函数 及 谱 测 度 分 别 为 

B.(7)= ele)P F(A) (8) 

= /i . 
F.(4) = le OP FG) (9) 


因此 ， 如 原 过 程 {&1,t e R1} 有 谱 密 度 f(A), 则 人 (9,t e Ri1} 也 有 谱 密 度 f(A), 而 且 关于 勒 . 
贝 格 测度 几乎 处 处 
fe(3) = |e(A)2A(A) (10) 


证 由 于 $8.2 (D.2) 


Eee(9 = E( [ et eZ aN) ) ( / ethc(A)Z(dA) ) 


1 


= / eir>|c( 和)|2F(dA)， (11) 
Ri 





可 见 Be(r) = Eé(%,el% 与 无关 而 且 关 于 7 连续 ， 故 {8 人 1,t e RI} 是 均 方 连续 弱 平 稳 过 
程 ， 考 虑 (7) 中 的 Z.(4), 因 


E2.(A)Z.(B) = E( 人 c(OJZdA) 人 cA)Z(dN) = 人 ， jeCA|2F(dA) = F(AB), 


可 见 Z(4) (4e B1) 是 (已 ,B+ Fe) 上 的 随机 测度 . 由 于 过 程 谱 展 式 及 随机 测度 的 唯一 性 ， 
知 {1 ,te 已 } 的 谱 展 式 及 随机 测度 为 (6),(7). 由 相关 函数 谱 展 式 的 唯一 性 得 证 (8),(9),(10) 
则 显然 ， 口 
以 下 研究 几 种 重要 的 线性 运算 . 
(二 ) 设 . 
c(A) = X4(Ah， (12) 
其 中 4 & B, 任意 固定 .经 xa(A)- 运算 后 !, 所 得 过 程 


cea) 43) 
A 





"在 89.1 中 会 证 明 ， 这 运算 与 某 投 影 变换 一 致 . 
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简 记 为 {ea(b,te Ri}, 它 的 谱 测 度 记 为 F4(B): 
Fa(B)= f ra)PF(AN = F(AB) (B eb), (14) 


可 见 此 测度 完全 集中 在 集 4 上 . 
利用 此 运算 ， 可 将 {tot e R1} 正 交 地 展开 ， 任 取 一 列 {4i} C B1, 使 4;4; = 国庆 用 
Uj; Ai 一 下 1， 则 
&: = 2 £4:(0) ( 均 方 收敛 意义 下 )， (15) 
(€a(t),€4,(t)) =0 (天 四 (16) 
实际 上 
(€4;(t), €4;(t)) = Eéa,(t)éa, (t) 
‘=a(f ex ZN) 上 ea (NZ(aN)) 





= |/ xa, Na OIF(dN) = 0， 


此 得 证 (16); 其 次 


2 











kt 一 ee 一 三 





和 2 164 的 
8 一 1 
2 
二 引 / ettAxp,(A)Z(dA) -上 TA) 
-本 / eae NZ = 上 人 xu _ 4 (AI2F(dA) 


| U 4:) =0 (n 一 co)， 


t=n 十 1 


这 便 证 明了 (15). 

这 样 ， 对 应 于 Ri 的 任 一 分 解 {4;}, 我 们 得 到 了 {é&.,te Ri} 的 正 交 展 开 {é&4,(t)}, 后 者 
满足 (15),(16), 而 且 每 个 {€4,(1),t € Ri} 都 是 均 方 连续 弱 平稳 过 程 ， 它 的 谱 测度 完全 集中 在 
集 4; 上 ， 

重要 的 一 种 正 交 展开 如 下 : 设 F(4) 的 分 布 函 数 为 


FU = F(-ooA) QeR), G7) 


称 此 右 连 续 、 不 减 函数 F(A) 为 过 程 的 谱 函 数 . 将 F(A) 分 解 为 
3 
F(A) = 》 Fi(»), (18) 
zi=1 
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其 中 (A)(i = 1,2,3) 都 是 不 减 阔 数 . 所 (和) 是 F(A) 的 跳跃 部 分 , 它 只 在 F(A) 的 断 点 上 上 
升 ， 在 这 些 点 上 的 增 量 等 于 P(A) 在 备 自 上 的 跃 度 ， 央 而 五 (A) 等 于 了 在 (-oo, 和 中 全 体 
断 点 上 的 跃 度 的 和 ; 而 F(X) 则 是 F(A) 的 绝对 连续 部 分 ， 即 


入 
RW=/ Flay 


最 后 ， Fs( 和 ) 是 F(A) 的 奇异 部 分 ， 它 是 连续 的 不 减 画 数 .， 分 布 五 集中 在 下 的 全 体 断 点 的 
集 Bi 上 ; Fz 集中 在 使 F' 存在 而 且 有 穷 的 点 的 集 5 上 ; 而 a 则 集中 在 其 它 点 上 ， 在 这 
些 点 上 ，F( 和 ) 连续 ,但 疡 (A) 或 者 不 存在 ， 或 者 值 为 无 穷 ， 这 种 点 构成 一 勒 贝 格 测度 为 0 
的 集 Bs. 显然 B1, Bz, Bs 互 不 相交 而 且 和 为 Ri, 故 对 应 于 {Bi1, B2, Bs} 可 得 {t,t € Ri} 的 
一 正 交 展开 {tp,(8), £8,(t),&8,()}, 对 它们 运用 (6)-(9) 后 可 得 谱 展 式 等 等 ， 例 如 


é&B1(t) = 2 e 2({%}), (19) 
Bp, (7) 一 De FN}), (20) 
了 
其 中 和; 是 F(A) 的 断 点， 
(三 ) 设 
c(A) = 7》X， (21) 


如 果 及. 入 (dA) < co, 我 们 称 ?- 运算 为 可 导 运 算 , 命名 的 根据 如 下 . 
称 过 程 {&i,t € Ri 在 定点 to € Ri 上 可 导 , 如 存在 随机 变量 名 (to), 使 


lim E| (e+ Cto) -ed edtoj =0; (22) 
如 果 它 在 R! 中 任 一 点 上 可 导 ， 则 称 此 过 程 可 导 . 

定理 2 对 均 方 连续 弱 平稳 过 程 {&i,t € Ri}, 下 列 条 件 等 价 : 

(及 和 FA) < ooi 

(i) 相关 函数 B(r) 有 2 级 连续 导数 ; 

“ii) 相关 函数 B(7) 在 0 点 有 2 级 导数 ; 

(iv) {tet€ RiI} 可 导 ; 

(v) {eote Ri} 在 某 一 定点 to 可 导 . 

当 任 一 条 件 满足 时 ， {&i,t& R1} 是 自 {8&4,t€ RI} 经 


c(A)=iA (24) 
运算 而 得 的 均 方 连续 弱 平稳 过 程 . 
(一 (iv): 由 (0) 知 tent ez2(Ri BF) 故 可 定义 随机 积分 


Et) =- 》AetAZ(dA) (te Ri). 





利用 过 程 的 谱 展 式 及 88.2 D.2 得 














—elt 2 
lim E+ EW :| = lim Bl/ oY - 从) 2(dA| 
太一 0 h h—0 Ry 
| eiXh 
= Em - | FF(dA)， 





由 二 je 一 1 一 iAh| < le 一 1| 十 |Xh| < 2|Xh| 以 及 (23), 可 以 用 控制 收敛 定理 ， 故 在 积分 号 
下 取 极 限 后 ， 即 知 上 面 的 极限 等 于 0. 此 得 证 (iv) 及 (v). 同时 还 证 明了 [te R1} 是 经 让 - 
运算 所 得 的 过 程 . 由 定理 工 知 它 均 方 连续 、 弱 平稳 ， 相 关 函 数 Be,(r) 为 


2 
Be(7) = 人 Ne PldN) 一 一 人 erF(dA) = —B"(7), 
第 二 等 式 仍然 用 到 (23) 及 控制 收敛 定理 :, 既然 Be'(r) 连续 ， 故 B"(7) 也 连续 ， 从 而 得 证 


人 一 (说 及 (说 ). 
试 证 (Vv)( 因 而 (iv)) 一 Q): 由 (v) 知 存在 




















2 
lim E Gor te = lim -| F(dA) < oo， 
h— 0 六 一 0 Ri 
既然 lim ,| | 二 和 2, 根据 Fatou 引 理 
iAh _ 112 
2 和 1i . 
/xnav < pmf | | Fn <o0 


最 后 ， 试 证 ( 动 (因而 (让) 一 0. 这 由 概率 论 中 下 列 事实 推出 : “如 特征 函数 了 在 0 点 
有 2n 级 有 穷 导数 f(2”(0), 那么 它 对 应 的 分 布 G 有 7r(< 2n) 级 有 穷 矩 ” 这 事实 由 下 列 计算 
证 明 : 由 Fatou 引 理 及 f(2")(0) 的 存在 与 有 穷 性 


iz iAMh on 
(2n) 。 € € 
ol= |im (OO) ea) 
加 sin hr N27 2n 2n 
=m / (SD) > cdz) > /+ Gdz). 口 


系 1 对 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 {tote Ri}, 下 列 条 件 等 价 : 

1° fn, A2*F(dN) < o0; (25) 
2” 相关 函数 B(7) 有 2n 级 连续 导数 ; 

3?” 相关 因数 B(7) 在 0 点 有 2n 级 导数 ; 

4 {tt€ RI}n 次 可 导 ，; 

5° {tit€ Ri} 在 某 一 定点 to 上 n 次 可 导 . 

当 任 一 条 件 满足 时 ， {£0 (),t€ R1} 是 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 ， 谱 展 式 为 


(= / (GAN"est >Z(dA)， (26) 
Ri 
1 见 参 考 节 站 587.3. 
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随机 测度 为 


Ze (A) = 人 (iDA)=Z(dA)， (27) 
相关 函数 Beowt(r) 的 谱 展 式 为 
Becw (7) = 人 Mot FN (28) 
谱 测 度 为 
Fecn (A) = | Fea. (29) 


如 {Eote Ri} 有 谱 密度 f(A), 则 长 (> ,te Ri} 也 有 谱 密 度 为 
FA) = MF (AN). (30) 


证 用 归纳 法 ， 当 n= 1 时， 由 定理 1,2 知 系 1 成 立 ， 设 它 当 n= m 时 成 立 ， 因 而 
(26)-(30) 对 n=m 正确 .由 定理 2 对 {4",t€ Ri1} 的 条 件 (i)-(v) 等 价 ， 这 时 它们 分 别 化 
为 1° 一 5°( 以 m+1 换 其 中 的 n). 又 一 次 利用 定理 1 即 知 (26)-(30) 对 n=m+1 正确 ， 口 
(四 ) 利用 (三 ) 中 的 结果 可 以 研究 关于 弱 平 稳 过 程 的 常 系数 微分 方程 为 此 先 证 
引 理 1 设 2Z.(4)(4e 81) 由 (7) 定义 ， 其 中 c(A) 满足 (3). 如 d(X) € ZL2(Ri, Bi,),F. 
由 (9) 决定 ， 则 


/ d(OA) Ze(dA) = d(A)jcCA)Z(dN) (31) 
Ri Ri 


证 由 定理 1 已 知 Z.(4)(4 & B81) 是 以 Fe.(4) 为 均 方 测度 的 随机 测度 ， 故 (31) 左 方 有 
意义 ， 由 于 
fla)e pF) = lor) < oo (32) 
Ri R1 


故 (31) 右 方 也 有 意义 . 当 
d(A) = > vaixai(》) 
t=1 
为 简单 函数 时 
人 wz = Dz. )= 2 / eZ(aN) 
人 人 aa = 人 aeOZ(dA) 


对 一 般 的 d( 和 ) < 12(Ri,B1,F.), 存在 简单 函数 列 {d(A)}， 使 大 jds(A) - dO)PF.(dX) 一 


0 (n -co), 因而 
人 d(A)2(dA) )=lim fa Z.(d\) 


= Lim 上 du(X)c(A)Z(dA) = 加 dNc(NZ2(dN). 
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现在 考虑 微分 方程 
P(D)E(t) = 7(t), (33) 
其 中 PLD) = ao 二 a1D 十 … 十 anD",D" 表 在 均 方 收 合 意义 下 的 阶 微 商 算 子 ， ak 为 复 常 
数 ， wn(),&(t) (t € Ri) 都 是 均 方 连续 的 纶 平稳 过 程 ， w(t) 已 知 而 &(t) 待 求 ， 我 们 的 日 的 是 
解 方程 (33). 以 下 用 2 五 表 {mM),teE Ri1} 的 随机 测度 与 谱 测 度 ， 对 {&(),t€E R1} 也 用 类 
似 记号 ， 
首先 证 明 ， (33) 的 求 平稳 解 问题 等 价 于 求 方程 


21(4) = 人 Pa (AeB1) (34) 


的 随机 测度 解 Ze(4), 4 € Bi1, 后 者 的 均 方 测度 应 有 穷 . 
实际 上 ， 设 (33) 有 和 解 为 {&i,t€ 局 ]}, 它 的 谱 展 式 为 


e0 = zea) (35) 


由 (26) 及 (33) 得 
D*é(t) = 上 (JseitZe(dA)， 


P(D)é{t) = 上 PUiX)etZe(dA) = 上 ez, (dX). 


由 于 谱 展 式 中 随机 测度 唯一 ， 故 (34) 成 立 . 
反之 ， 设 有 随机 测度 Ze(4)(4 & 5B1) 满足 (34), 则 由 (35) 定义 的 过 程 长 (bte R1} 是 
(33) 的 解 ， 这 是 因为 由 引 理 1 得 


PD = 人 crPGN2t(a = {ez = 0) 


这 样 便 证 明了 方程 (33) 与 (34) 的 等 价 性 ， 又 由 于 &(t) 与 Ze(4) 的 一 一 对 应 ， 方 程 (33) 与 
(34) 的 解 同时 唯一 或 不 唯一 . 














其 次 证 明 ， 如 / F(a)) _ 0) 
EGG < 
则 方程 (33) 有 解 ， 实 际 上 ， 此 时 可 定义 
fod) xa0) 
z= | BH ~/ MV) Ee) 
由 定理 1 知 Ze(4)(4 e 81) 是 随机 测度 ， 它 的 均 方 测度 
_/ Ela) 
Fe(4) -人 POG (38) 
由 引 理 1 


| rive = / xa(A)2(dA) = 2,(A), 
J R1 
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这 说 明 由 (37) 定义 的 Ze(4) 是 方程 (34) 的 解 . 因此 根据 上 段 所 证 ， (33) 有 一 解 为 (35), 其 
中 的 Ze(4) 由 (37) 给 出 . 
第 二 ， 试 在 条 件 (36) 下 ， 讨 论 (33) 的 解 的 唯一 性 问题 ， 分 两 种 情况 : 
( 甲 ) 设 P(GA) 无 实 零 点 ， 亦 即 方程 P(A) = 0 无 纯 虚 根 (包括 0). 这 时 必 存 在 常数 a, 使 
IP(iA )jP>a>0AeR 于 是 /4 二 和 E36y(R1) < oo 而 (36) 必然 成 立 如果 随机 测度 
Zel4) 满足 (34), 由 引 理 1 得 





3(4) = [ PY = ZlA) (39) 


亦 即 Ze(4) 必定 与 (37) 中 的 (4) 重合 ， 从 而 此 时 (34) 有 唯一 解 为 (37), 故 (33) 的 解 也 唯 


( 乙 ) 设 P(iM) 有 实 零 点 为 入 ,… ,和 4. 这 时 (34) 的 解 不 唯一 ， 由 直接 验证 可 见 (34) 除了 

(37) 给 出 的 解 外 ， 还 有 解 
k 
Ze(A) = Ze(A) + > xa)ps (40) 

这 里 xa 是 4 的 示 性 函数 ， {wp;} 为 正 交 随 机 变量 ， 即 Epj5; = 0 (7 # i), Elvjl? < 
00, ypjZe(4) =0 (= 1,…,k,Ae 8B1). 这 些 假定 保证 Ze(4) 是 随机 测度 . 

但 如 4 不 含 一 个 和 (7 = 1,…,k), 则 (39) 对 此 4 仍然 成 立 ， 因而 Ze(4) = 2Ze(4) 唯一 . 

第 四 ， 试 证 (36) 不 仅 是 (33) 有 和 解 的 充分 条 件 ， 而 且 还 是 必要 的 . 实际 上 ， 设 (33) 有 
解 ， 央 而 (34) 有 解 . 在 上 述 情况 ( 甲 ) 下 ， 早 已 证 明 (36) 成 立 ， 故 只 要 考虑 情况 ( 乙 ). 令 
AP = je 和 +a) j=l,ke >0 人 任意 又 A = 局 A 于 是 必 存 在 正常 数 b 使 


一 切 XAEA(, 有 |P(iA)|P >6>0, 或 TGF < 1 故 可 定义 随机 积分 


/ Z(dN) 
Ri\A(<) P(iA) ’ 


由 (34) 得 知 此 积分 等 于 Ja Ac Ze(d 和 ), 它们 的 均 方 值 也 因而 相等 ， 故 得 








人 EE = ROAD) < RU 


令 e 一 0 得 Fa) 
/Be |PUGA)2 2 SO (1) 

再 者 ， 由 (34) 得 2(A) = 0, 天 (A) = 0. 由 此 及 (41) 便 得 (36). 

总 结 上 述 四 小 段 便 得 

定理 3 方程 (33) 有 均 方 连续 弱 平稳 过 程 解 {&4,t € Ri} 的 充分 与 必要 条 件 是 (36) 成 
并， 这 时 一 个 解 由 (35),(37) 给 出 ; 如果 PGA) 无 实 零点 ， 解 是 唯一 的 ， 如 果 P(iX) 有 实 洗 
点 为 NAb 那么 除了 (35),(37) 所 给 出 的 解 外 ， (35) 与 (40) 也 给 出 方程 (33) 的 解 . 

(五 ) 对 弱 平 稳 序列 {&%,n se N} 的 线性 运算 与 常 系数 差分 方程 的 理论 ， 与 对 弱 平 稳 过 
程 情形 完全 类 似 . 实际 上 ， 在 (一 ),( 二 ) 中 ,以 NN 换 Ri,n 换 4 以 在 卫 = [rz 上 的 积分 
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换 在 Ri 上 的 积分 以 PiB81 换 Bl 后 ， 并 经 明显 的 改变 ， 就 可 得 到 关于 {6&,n EN} 的 相应 
结果 . 当然 ， (三 ) 中 的 问题 对 {é&%,n€ N} 不 会 发 生 ， (四 ) 中 关于 过 程 的 微分 方程 应 换 为 
关于 序列 的 差分 方程 ， 试 稍 详 论 之 . 
P(S)é(n) = n(n), (42) 
其 中 5 表 推 移 算 子 ， 即 SE(n) = 上 + li,P(S) = ao 十 a5 十 … 十 an9S7,ak 为 复 常数 ， 
7(n),t(n)(n EN) 都 是 弱 平稳 序列 ， n(n) 已 知 而 £1) 待 求 ， 由 于 
Sté(n) = (n+h) = [ere Zee), 
II 
故 弱 平稳 序列 {5S*é(n),n €E N} 的 谱 测 度 为 
ei 和 k . 
Zsre(Ay = 上 人 Ze(dM) 


因此 ， 解 方程 (42) 等 价 于 解 方程 





Z,(A) = 人 Ple*)Ze(d\). (43) 
如 Ze(4) 是 (43) 的 解 ， 则 
ew) = | eze(a)) (44) 
是 (43) 的 解 。 (42) 有 解 的 充分 与 必要 条 件 是 
/~ bb 
这 时 可 以 定义 ， 
ze(4) = | Beas (dN) (A e I), (46) 


于 是 (44),(46) 给 出 (42) 的 一 个 解 ; 如 果 Ple*?*) 在 王 上 无 零点 ， 此 解 是 唯一 的 ， 如 果 有 和 零 
点 为 AAA 则 除 此 解 外 ， 还 有 由 (44) 及 (40) 所 给 出 的 解 (这 时 (40) 中 的 Ze(4) 由 (46) 
定义 ， 又 A € 1181). 


88.5 ”大 数 定 理 ; 相关 函数 与 谱 函 数 的 估计 


(一 ) 我 们 还 需要 另 一 种 随机 积分 ， 其 中 被 积 函 数 是 随机 的 ， 收 敛 性 用 均 方 收敛 . 
设 y(teE Ri) 是 二 级 绝对 和 矩 有 穷 的 随机 变量 ， 即 
已 | < oo. (1) 
引 理 1 极限 Lim y 存在 的 充分 与 必要 条 件 是 : 不 论 t,h 以 何 种 方式 都 趋 于 0. 极限 
lim Eyy, 存在 . 


h—0 
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证 必要 性 : 设 y=lim wy 由 Hilbert 空间 中 内 积 的 连续 性 ， 得 


lim Byy, = Elyl?. 
h—0 


充分 性 : 设 lim Eyyn = a, 则 
h—0 
Ely—ynl = Elyl? — Eyyn, — Eyyn + Elynl 


>a—a~at+a=0 (t—0, ho 0). 品 


现在 来 定义 所 需 的 随机 积分 ， 设 {t,t e Ri} 为 二 级 矩 过 程 ， 即 El&? <o0 对 te RR 
成 立 ， 考 虑 复 值 函数 f(t) (te 已) 以 及 有 穷 区 间 [a,b]. 对 [eg 的 任 一 有 穷 分 割 A 


A:a=to<ti<.…<tn= Db, 


令 At = 去 一 让 并 在 由 -uv 划 中 行 选 一 点 去 , 作 和 ba ) 纪 Ati, 它 是 -一 随机 变量 ， 如 果 


当 |A| = maxAt 一 0 时 ， 上 和 在 放下 有 人 而 且 这 极限 不 依赖 于 分 点 及 译 
的 取 法 ， 就 记 此 极限 为 /*f(t) 

如 果 当 ea -oo, 8 一 oo J 放 f(atlt)dt 均 方 收敛 于 某 一 极限 ， 则 记 此 极限 为 
JAD 人 

定理 1 6) 积分 户 1DtDd(-cos<a<5<co) 存在 的 充分 条 件 是 Riemann 积分 


[ [Be Tas (2) 
存在 ; i) 如 令 m=/ f(7)(7)dr, 则 
pmo = / | Bea dF. (3) 
这 里 B(t,s) = E(t)é(s). 


证 根据 引 理 1, 当 [a,9] 为 有 穷 区 间 时 ， 为 使 积分 存在 ， 充 分 与 必要 条 件 是 对 [a,9] 的 
任意 二 分 割 Al 及 A2, 当 |Ai| 一 0,|A2j 一 0 时 





11 


a( Pi 6 人 Js) (> (eS) ) (4) 


j=1 


有 极限 ， 然 而 (4) 式 中 的 数值 等 于 


721 n2 


>》 >》 FFB Bt, 5)Ati6s;, 


1 j=1 
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故 由 Riemann 积分 定义 即 知 如 (2) 中 积分 存在 ， 则 上 述 极限 存在 ， 故 (i) 对 有 穷 区 问 [c, 
正确 ， 基 次， 依照 上 面 的 证 明 ， 得 


a(f f(r ndr 太 Tea JE(sjds) 


ul 


= in, 5(5 (BE A ) (377 fF(S)E(S5)As;) 


1Azl 一 0 二 7=1 


-三 [a v) f(a) Fjdudo, 





这 里 A Az 分 别 表 [ai,81] 及 le, 如 的 分 割 上 式 的 特殊 情形 是 (3). 在 上 式 中 令 a1,a2 一 
一 00, b1,b2 一 co, 再 用 一 次 引 理 1, 便 知 对 无 穷 区 间 ， (i) 也 正确 口 

(二 ) 定理 2 设 {fete Ri} 为 均 方 连续 纶 平稳 过 程 ， 其 谱 测 度 为 (4), 4 € B81, 随机 测 
度 为 2(A),A e Bi1. 于 是 


T—0 


Liun 二 é(t)dt = Z({0)), (5) 


TT 
BIZ({0) = FUOD) = lim 本 1/ B(7) ar (6) 


其 中 {a} 表 只 含 点 6 的 单 点 集 ， B(7) 为 相关 画 数 ， 
证 由 定理 1 及 B(r) 的 有 界 连续 性 知 积分 启 &(t)dt 存在 ， 试 证 


ou= 人 (f eqt) 2(dN). (7) 


为 此 作 [0, 的 有 穷 分 割 A, 由 定义 
bin > A =/ <0 lt 
另 方面， 由 过 程 的 谱 展 式 及 88.2 D.2 


E Dy 一 人 (1 ea) za 
人 (2 Atj — [ " cat) ZF(dN) 
= 上 人 


后 极限 过 渡 用 到 控制 收敛 定理 ， 这 说 明 (7) A 2 6G)Ab, 故人 7) 成 
Al->*07=1 


立 ， 王 是 
5/ ou= 人 5 


2 








- 2 
一 五 








了 


~ 人 2 
De SA -/ ei*gt 
0 


j=1 








F(d\) — 0，|A|—0. 





2Z(dN). (8) 
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然而 右 方 被 积 函数 的 绝对 值 有 界 ， 不 超过 1, 而 且 


。 ei 和 T 一 二 0， 如 入 z 0， 
下 mm 一 = X{0} (A) 一 { 如 入 二 0. (9) 


显然 ， 上 式 在 关于 F(aA) 均 方 收敛 意义 下 也 成 立 ， 故 


人 (7 - rt 


= /| | xfo} (A) | F(AN) 2 0 (T 00). 
Ri 


E 








于 是 由 (8) 即 得 


人 一 co 


tiem 08 = xiv NaN = ztoy) 
这 就 是 (5), (6) 中 前 一 等 式 是 明显 的 ， 后 式 则 因 


1 /7 1 /T \ 
#/ Brar = / (/.: P(N jd 
1 ”iv et 一 1 
= 示人 (/ e ijre = 人 mr Fa), 


其 中 用 到 Fubini 定理 .由 (9) 及 控制 收敛 定理 即 完 全 证 明了 (6). 口 
由 定理 2 可 见 ， 如 FF({0}) = 0, 则 由 (6) 知 





ElZ({0DF =0,， 2({0})) = 0 (a.s.). (10) 
于 是 (5) 化 为 
Lim 二 [ald = =0. (11) 
To0T 


由 (6) 还 可 看 到 ， 如 果 Jim B(7) = 0 或 者 人 IB(rjldr < o0, 则 F({0}) = 

回顾 定理 的 证 明 ， 可 见 (5),(6) 中 的 去/ 换 为 去 /7 甚至 换 为 rts/ (T-S— 0%), 
结论 仍然 是 正确 的 ， (比较 平稳 过 程 的 大 数 定理 !) 

系 1 在 定理 2 的 条 件 与 记号 下 ， 对 于 任 一 实数 y, 有 


T » 
im -5 人 é(t)e-iradt = Z({p}), (12) 
BIZ(uDP = Fe) = lm sf a B(r)e-iudr. (13) 


证 令 Et) = E(tje-ity, 则 


EE(t + 7)E(t) = er-irnBfr) (14) 











DT 人 ea i 
vi 二 人 ew idt 是 和 的 连续 函数 ， 故 应 定义 | = lim 
=0 
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与 上 无 关 而 且 对 7 连续 ， 故 {(b,te 已 } 是 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 ， 其 谱 展 式 可 如 下 求 得 : 


a0= |/ cveo2(o = cor02( = 上 eitr Z(qdyv), (15) 
五 1 Ri Ri 


其 中 2(4) = Z(4+ 站 是 它 的 随机 测度 ， 这 里 集 4+A= (入 +4: 和 EA4). 类 似 地 ， 它 的 相关 
函数 B(7) 由 (14) 为 


B(7) = 上 eat 入 下 (dA) = 人 eitr F(dv), (16) 
故 它 的 谱 测 度 为 F(4) = F(4+ 自 ; 从 而 
2Z({0})) = Z({p}), F({0}) = F({p}). 


于 是 系 1 立刻 从 定理 2 及 其 下 的 说 明 推出 ， 口 
类 似 地 ， 对 于 弱 平稳 序列 ， 我 们 有 
定理 3 设 {5&%,n EN} 是 弱 平 稳 序列 ， 则 对 任 一 实数 Ke [7,7], 有 


im nmii 二 6e Ht = Z({H)), (17) 
BZ = FU) =, He ri BO) (8) 


证 先 设 =0. 令 = [--7,7| 


1 Tn 
~ .一 i 入 
ri 6 hri 2 








imAX pi(n— mx 
= / 2 .Te F(dA (19) 
rn-m+1 工 一 e 认 
类 似 有 
1 也 ei™X 1 一 ei(n—m+1)A 
一 一 一 一 一 )) = - - dA). 
mmri 2 BO) 1 1 一 et F(aN) (20) 


上 二 式 右 方 被 积 函数 的 绝对 值 不 超过 1, 而 且 当 nn 一 m 一 00 时 ， 被 积 函 数 趋 于 xto) (和 ), 这 
收敛 性 是 处 处 收 伍 (在 工 中 ), 也 可 以 是 关于 F(dA) 均 方 收敛 ,于 是 由 (19) 及 88.2 D.2 得 证 
(17), 由 (20) 得 证 (18)( = 0 时 ). 对 一 般 的 p, 证 明 与 系 1 的 证 类 似 ， 口 

现在 对 系 1 与 定理 3 进行 些 讨论 . 由 它们 可 见 ， 使 F({j)) 关 0 的 点 起 着 特殊 的 作 
用 ， 以 后 称 这 种 点 A 为 过 程 (或 谱 测度 ， 或 谱 函 数 ) 的 离散 谱 . 为 确定 起 见 ， 试 考虑 (12) 
式 . 任意 固定 了 而 令 3 一 -co,(12) 左 方 显然 只 依赖 于 了 以 前 的 &(t),t < T, 如 果 这 均 方 极 
限 非 零 的 概率 为 正 ， 于 是 P(ZUA) 关 0) > 0 则 由 (13) 可 知 F({A) > 0, 即 4 是 过 程 的 离 
散 谱 . 既然 4 任意 ， 便 得 到 结论 : 过 程 的 一 切 离散 谱 A( 它 最 多 只 有 可 列 多 个 ) 以 及 2Z({4}) 
完全 被 过 程 的 过 去 {&(),t < T} 所 决定 ， 这 里 工 任意 固定 . 
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设 谱 测 度 完 全 集中 在 离散 谱 上 ， 亦 即 设 88.4 中 F(A) = 下 (和 ), (和 ) = (A) = 0. 以 
{1} 表 离 散 谱 的 集 ， 由 58.4(19), 这 时 过 程 的 谱 展 式 化 为 


£0) = > em20 (te Ra). 


了 


于 是 在 任 一 点 t 上 的 &() 由 {2Z({pj)} 决定 .由 此 事实 与 上 述 结论 ， 可 见 长 (0,te Ri} 完 
全 被 八 ( 引 ,t < T} 所 决定 ， 而 且 任 一 《(s) 可 自 {&(),t < TT} 经 线性 运算 得 到 ， 换 言 之 


{tot € RI} CL{é,t < T} (Te Ri 任意 ). 


以 上 讨论 也 适用 于 {én,n € N} 总 之 ， 得 
系 2 0) 设 {&i,t € 忆 }( 或 {&,n € N}) 为 任意 均 方 连 续 弱 平稳 过 程 (或 弱 平 稳 序 
列 ),{4) 是 它 的 离散 谱 集 ， 则 {pj} 完全 被 {&4,t < TT}( 或 {6&%,n < M} 所 决定 ， 而 且 


Z({p;)) Ee L{é0,t < T} (Te Ri 任意) 


(21) 
(或 2({1;})) EL{&n,n < M} (MEN 任意 )). 
(i) 如 此 过 程 (或 序列 ) 的 谱 测度 完全 集中 在 {4;} 上 ， 则 
{é,t ERR} CL{é,t < T} (22) 


(或 {n,n Ee N} CL{én,n < MY}). 


人, (二 中 的 {€,t < TT} (或 {n,n < M]) 可 换 为 {64,t > M} (或 {tn,n > MY)). 

证 只 要 证 最 后 一 论断 ， 为 此 只 要 在 (12)( 或 (17)) 中 ， 固 定 5( 或 m) 而 令 了 一 oo( 或 
n 一 oo), 再 令 5S=T( 或 m= M). 口 

(三 ) 作为 (二 ) 中 定理 的 应 用 ， 试 研究 如 何 由 样本 序列 (或 样本 函数 ) 来 估计 相关 函数 
B(7) 及 谱 测 度 F(4). 考虑 弱 平 稳 序 列 {n,n e N}, 并 固定 7, 作 一 新 序列 {n,n e N】， 

Nn 一 EnE， (23) 
假定 {m,n e N} 也 是 一 弱 平 稳 序 列 ， 即 设 
如 mr 天 = 已 En < oo (meN)， 


了 mp) = E{ntmnn} 一 已 {6+nrmEnhmErtnen} 
不 依赖 于 n(m se N), 于 是 Bn(m) 是 {mm} 的 相关 函数 .自然 希望 


nn 


1 1 这 一 
ni rib (24) 


j=0 


可 以 作为 B(7) 的 估计 值 ， 这 猜想 在 一 定 条 件 下 正确 . 
定理 4 (Gi) 设 {&,n EN},{mm,néEN} 都 是 弱 平稳 序列 ， 则 存在 极限 
n—m— oo0N— mm 


， 1 二 
1.i.m FT 2 ny;; (25) 
=m 
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当 而 且 只 当 


im 7 Bj) = 1B (26) 


J 一 0 





时 ， (25) 中 极限 等 于 B(7) (a.s.); (ii) 如 果 {6&%,n€ N} 还 是 平稳 序列 ， m = 0, 则 (25) 中 极 
限 也 是 概率 1 收敛 意义 下 的 极限 ， 如 补 设 {&%,n€ N} 是 遍历 序列 ， 则 这 极限 等 于 B(7). 
证 由 假定 
Po = EBértné,, = B(7) (27) 


不 依赖 于 n, 因而 {m 一 B(7),ne N} 也 是 弱 平 稳 序列 而 且 数 学 期 望 为 0. 按 定理 3, 极限 


好 一 ?一 oo 也 一 


. 1 
li.m ， ba ~ B(7)] TO 


存在 .再 由 (18), 这 极限 以 概率 1 等 于 0, 从 而 (25) 中 极限 以 概率 1 等 于 B(7) 的 充分 与 必 
要 条 件 是 a 
lm mr ) Bw ~ B(r)lm — Br)) = 
由 (27), 此 式 当 m= 0 时 化 为 (26)( 注 意 (25) 中 极限 与 Lim 4# 2 9 同时 存在 而 且 相等 ). 
如 果 {tn,n e N} 平稳 ， 网 {oon e 入] 也 平稳 ， 股 关 9hin| < 站, 大 由 平 和 序列 的 
强大 数 定理 ， 以 概率 1 存在 极限 


,1 
DD 1 





为 {rm,n Ee N} 的 不 变 集 c 代数 . 如 {én,n EN} 遍历 ， 则 {nnn EN} 亦 然 ， 而 
E(m |24) = En = 有 (7). 口 


现在 研究 谱 函 数 F(A) = 已 ((-oc, 因 ) 的 估计 问题 . 在 一 定 条 件 下 ， 可 以 证 明 结论 : 
(A) 在 F(A) 的 任 一 对 连续 点 ja pz(A 和 Hp) 上 ， 以 概率 1 有 





1 1IC 2 
这 里 积分 指 Lebesgue 积分 . 


下 面 证 明 ， 如 果 弱 平稳 序列 {tuwm e N} 满足 条 件 
(B) 对 任意 整数 >, 以 概率 1 有 





im Nn 十 1 2 Br (29) 


则 (A) 正确， 
注意 ， 由 定理 4 为 使 条 件 (B) 满足 ， 只 要 {twn e N} 也 是 遍历 的 平稳 序列 . 
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定理 5 如 果 条 件 (B) 满足 ， 则 结论 (A) 正确 ; 如 果 (29) 只 在 依 概 率 收敛 下 满足 ， 则 
(28) 也 在 依 概 率 收敛 意 义 下 正确 . 


证 定义 函数 、 
RD= |/ ioe 
n n+l pe 了 
这 里 用 的 是 Lebesgue 积分 ， F(A) 与 w 有关 ， 当 | 由 <n 时 
iA _ ff as_l . iA 
f: my=/ rel 了 


1 Cz ik 
= DS ea 
j,k=0 一 不 





2 
dy, 





2 
dA 








pe n—t 四 
= Eker (30) 
多 十 工 pr 


n—t 
1 /a ; 1 z 
a 
nt n 
. 1 > = itA 
一 im ntii 和 Ek+tER 一 B(t) 一 广 € F(dA) (a.s.). (31) 


这 表示 函数 去 Fn 的 Fourier-Lebesgue 变换 值 趋 于 FF 的 Fourier- Lebesgue 变换 值 ， 故 由 Lévy 
关于 单调 函数 的 收敛 定理 即 得 证 第 一 结论 . 

如 果 (29) 只 依 概率 收敛 正确 ， 那 么 (31) 也 只 在 依 概率 收敛 意义 下 成 立 ， 于 是 对 {n} 
的 任 一 子 列 必 存在 后 者 的 子 列 {mw}), 使 


im 元 呈 ceo)= 人 eit&F(dA) (a.s.). 
从 而 (28) 对 子 列 {mm} 正确 ， 这 便 证 明了 (28) 在 依 概 率 收敛 意义 下 成 立 (参看 附 篇 (三 )B). 
口 

对 于 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 ， 可 以 得 到 与 定理 4 5 完全 类 似 的 结果 ， 只 要 把 其 中 有 穷 项 
和 的 平均 换 成 对 有 穷 区 间 的 积分 的 平均 ， 例 如 (28) 应 改 为 


1 *2 1 
lim -一 二 
im t 


Hl1 





1/ Eeeods| 内 = Fa) ~ Fo) (32) 


§8.6 ”补充 与 习题 


1. 试 造 一 弱 平 稳 过 程 ， 它 不 是 均 方 连续 的 ， 
提示 : 考虑 独立 同 分 布 、 平 均值 为 0 、 方 差 为 1 的 实 值 过 程 . 
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2. 设 随机 变量 满足 BIEj? < co. 定义 6 三 6 试 证 {tsne N} 为 弱 平 稳 序 列 ， 并 求 它 
的 相关 函数 与 谱 测度 ， 

提示 : B(n) = 三 | 引 ,F(4) 集中 在 点 0 上， 质量 为 BIél?. 

3. 设 实 值 均 方 连续 弱 平稳 过 程 {eot e Ri1}, Ek; = 0, 有 谱 密 度 为 


c(c>0)， 如 |A| < @ (a>0); 
(0) = 
fo(N 人 如 | > a 


试 证 相关 函数 B。(7) 满足 





而 
im fu(A)}= <c. 


物理 及 工程 上 称 谱 密 度 恒 等 于 常数 的 随机 过 程 为 白 噪 声 . 这 种 过 程 的 研究 不 能 纳入 本 章 
的 理论 以 内 ， 因 为 它 的 谱 测度 F(4) 不 是 有 穷 的 ， F(Ri) = oo. 

4. 白 品 声 也 可 用 下 列 方法 得 到 : 设 {y(t),t € R1} 为 任意 均 方 连续 实 值 弱 平稳 过 程 ， 
Ey(t) 三 0, 有 谱 密 度 为 f(t), 所 (0) =c>0. 对 入 >0, 定义 


a(t) = VA9(At)， 


则 {z(t),t€ 有 i} 的 相关 函数 为 
B.(7) = ADBy(AT)， 


其 中 B,(7) 是 y(t) 的 相关 函数 . 又 z(t) 的 谱 密度 为 
f(t) = 3 B,(T)cos tTdr = i/ By,(AT) cos trdT 
二 二 By(s) cos (>s)jas 一 (3) 


令 和 一 o0, 则 
im f(t) = (0) = 


5. 设 5 为 实 随机 变量 ， 分 布 为 F, 试 证 E(t) = ex” 是 弱 平 稳 过 程 ， 谱 测度 重合 于 F. 
6. 不 能 用 $8.5 (28) 来 估计 谱 密 度 f(A); 也 就 是 说 ， 即 使 谱 密度 f(A) 存在 ， 也 未 必 有 


”人 HA) (1) 





1 1 |e ， 
一 ~ .p_i 和 
mel 


例 设 {&%,n € N} 实 值 、 相 互 独 立 、 有 相同 分 布 N(0,1).B(0) = 1,B(n) = 0 (nz 
0), f(A) 三 去 ,入 Ee[-7,, 特别 ，f(0)= 去 .但 
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既然 Fi 半 6 仍 有 N(0,1) 分 布 ， 故 (1) 式 不 可 能 成 立 . 
7=0 

7. 试 求 弱 平稳 过 程 

= ff- syas) eR) 


的 相关 函数 B(7), 其 中 {fy(s),s € Ri1} 是 有 参数 o = 1 的 Wiener 过 程 ， 而 
| ce ?sinws, s 之 0(c>0, wz0); 
(s) { ， 5 < (0. 
解 利用 88.2(49) 及 B(7) 的 偶 性 ， 得 
B(7) = cie™ I"! (cos w|7| 斗 sin wl7|) w #0, 
其 中 cl = 二 


实际 上 ， 当 w 关 0,7>0 时 ，B(r) 等 于 


oo 
/ cle os sin wse™°(s+7) sin (s + 7)wds 
0 





oo 
1 
= ce-°7 e 29s jlcos wT 一 cos(2ws + wr)]ds 
0 

cS e 97 | s wT 广 e209s cos(2ws 十 wr)ds| 
三 一 一 COS WT 一 

2 2a 0 

2 1 oo . 
= Te" {二 Cos wT 一 ne / e ?ei ds) 

2 2a 0 

2 
= eo" | 二 -Re{e" 1 月 

ge 0 Su7 Rele Tai) 

c2 ofl iwr Q+iw 
= Fe 27 | 元 cogswT 一 Re f Da Twa) 由 

C2 -| 1 + Ww . ] 
= 一 6 一 COS wT 一 COSWT + 一 一 一 一 一 - Sin wT 

2 2a 了 w?) 2(a2 + w?) 

| w? + w . | 
= COS WT 十 = 

2 2af(a2 + w?) 2(a2 + w?) i 


一 CQ 
一 cle “(coswr + Ssinwr). 口 
Ww 


8. Karhunen-Loeve 定理 设 &(t € [le 日 ) 是 均 方 连续 的 实 值 过 程 ， Elél? < oo, Bls,1) = 


EBéséi, 则 
__ 人 wn(t) 
és 一 全 VA Tn, 


其 中 级 数 为 均 方 收敛 ， Em nm 一 bnm, Tn 是 实 随 机 变量 ， 而 Mn 是 积分 方程 





V(t) = :f Bl(t, s)w(s)ds 
的 特征 值 ， w(t) 是 相应 的 特征 函数 . 
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证 由 Eu EA a Cs 2 ts 一 07 一 0， 得 B(s+v,t+u) = Eéstvéttu — Eését = B(s, t), 
赦 B(s,t) 是 [a,8] x [a,] 上 的 连续 函数 . 根据 Mercu 定理 (斯 米尔 诺 夫 : 高 等 数学 教程 ， 卷 
4,27) 知 








其 中 ,xn 如 上 定义 . 令 
dO A 时, 12 
f(t, A) = 





Vn 
0， 当 入 非 正 整数 时 ， 


则 B(s,t) = /8, f(s, 和 )f(t, 和)F(dX), 其 中 已 是 集中 在 正 整 数 集 上 的 测度 ， F({fn}) = 1. 利用 
Karhunen 定理 (注意 此 定理 对 c 有 穷 测度 FF 也 正确 ， 证 明 不 变 ， 只 要 限制 证 明 中 出 现 的 
4,B 等 满足 F(A) < co,F(B) < co), 即 得 所 欲 证 ， 口 
9， 设 周期 为 2r 的 连续 实 值 函 数 f(t) 可 展 为 收敛 于 f(t) 的 Fourier 级 数 : /f(t) = 
三 aneint, 考虑 在 -mr,zj 上 均匀 分 布 的 随机 变量 &, 定义 总 = ft+ 昌 . 试 证 {61,tE R1} 是 


弱 平稳 过 程 并 求 谱 展 式 等 等 . 
提示 : 利用 f 的 周期 性 及 & 的 均匀 分 布 性 ， 得 Eé,é,44 = 去 用 "f(z)f(z+t)dz. 谱 展 式 
为 


oo 


上 = >》 etnta eine ， 
作 一 一 oo 


故 随 机 测度 是 离散 的 .2Z(4) = > one™, F(A) = > lanl?. 关于 Fourier 级 数 可 见 斯 米尔 
n€ ne 


诺 夫 : 高 等 数学 教程 ， 卷 2,161. 
10. 设 y(n) 为 正 交 规范 化 序列 ， 即 有 相关 函数 B(r) = 1,7 = 0; B(7) = 0,7 关 0, 因而 有 
谱 密 度 为 fy(X) = 去 . 考虑 差分 方程 


Qs)é(n) = Pls)p(n), 


其 中 P(s) = D015, Qs) = Dbis, 又 Q(e”) 在 工 = |[-7,m] 上 无 零点 ， 试 求 &(n) 的 谱 涡 


度 . 
提示 : 相应 于 88.4(38), 对 方程 (42) 也 有 





dA 
Fe (4) = | Rs ;， 
如 已 (= /4 所 0), 则 
_ 0) 
fe(N = T(E 


令 7(n) = P(s)y(n), 由 上 式 得 f(A) = 去 |Ple)P; 再 用 一 次 上 式 即 得 六 (A) = 去 es WE 
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11. 设 {zi,t 所 Ri} 为 弱 平 稳 过 程 ， Qk 为 复 常 数 ， Sk 为 实 常 数 ， 试 证 


yt = Dj aprtte,, tER!i 
大 一 1 
也 是 弱 平稳 过 程 . 如 {zt,t e Ri} 均 方 连续 ， 有 随机 测度 为 Z.(4), 谱 测 度 为 严 (4), 试 证 
{oote Ri} 也 均 方 连续 ， 并 求 相 应 诸 量 . 
提示 : Eyy, = 沁 oia;Bz(t-s+8i 一 87), 其 中 Bs(7) 是 {zbote Ri} 的 相关 函数 . 如 B,(7) = 
2, 
SapeiNs: 
天 


fa em Fe(dN), 则 Bur) = fi ei Rd) 又 


2,(A) = 4 (5 okeixer ) Ze(dA). 


附 记 ,本章 中 限于 叙述 弱 平 稳 过 程 的 基本 知识 ， 关 于 这 方面 的 文献 见 中, 那里 的 叙述 
所 需 的 准备 知识 较 少 .更 全 面 而 又 较 严 密 的 叙述 见 [16]. 对 弱 平 稳 过 程 的 微分 与 差分 方程 
则 取材 于 Konmoropos 的 随机 过 程 讲 义 (1959). 








Rd， 故 F,(4) 一 fa Dore 
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第 九 童 弱 平 稳 过 程 中 的 几 个 问题 
$9.1、 作为 西 算 子 群 的 弱 平稳 过 程 


(一 ) 上 章 中 ， 我 们 以 谱 展 并 为 中 心 ， 叙 述 了 弱 平 稳 过 程 的 基本 理论 ， 本章 将 就 几 个 
专题 ， 进 一 步 氢 述 这 方面 的 理论 ， 每 个 专题 构成 每 节 的 内 容 . 
”类 似 于 保 测 变换 与 平衡 过 程 间 的 关系 ， 试 研究 Hilbert 空间 中 西 算 子 群 与 弱 平 稳 过 程 
问 的 关系 . 

没 E(w) 为 十 义 于 概 举 空间 (0, 了,P) 上 的 复 值 随机 变量 ， 令 


H = (€(w): Elt(w)? < %), (1) 
疼 虑 ( 复 )Hilbert 空间 五 , 其 中 任 二 元 ,7 的 内 积 定 义 为 
(&,7) = BEé5, 故 (6 = 人 村 = Eté}?. (2) 


这 容 间 在 上 章 中 己 遇 到 过 多 次 ， 把 五 变 到 互 中 的 线性 算 子 工 称 为 等 距 的 1 ,如 对 任 二 
EE 有 有 
(Té, Tn) = (é&,7); (3) 
等 站 算 子 如 把 五 恋 到 五 之 上 (而 不 仅 是 变 到 日 的 真子 空间 之 上 ), 则 称 它 为 西 算 子 , 它 有 
逆 自 子 . 
汐 虑 西 算 子 集 {Te,t€ Ri), 如 对 任 二 se€ Ri,te Ri, 有 


Test = TT = TiT,, To = (4) 


(7 为 恒 等 算 子 ， 即 I€ = ,ft € 日), 则 称 { 人 ,te Ri} 为 丁 算 子 群 ; 称 此 群 为 连续 的 ， 如 对 任 
意 €EH, 和 有 
lim JTé — j=0. (5) 
设 M CH 为 任 一 闭 线性 子 空间 ， 类 似 地 可 以 定义 把 M 变 到 M 的 等 距 算 子 、 西 算 子 等 
等 . ” 
定理 1 (i) 设 {TteE Ri} 为 HH 上 的 连续 西 算 子 群 ，to eH 任意 则 
{é,t ERI} (ft1=Té0) ， (6) 


是 “ 均 方 连 续 呢 平稳 过 程 ; 
( 反之 ， 设 {&4,t€ 已 } 是 均 方 连续 弱 平稳 过 程 ， 则 在 Ttot e Ri} 上 存在 唯一 的 连 

续 西 算 子 赃 {71,t€ 局 } 使 
6 = Tiéo. " 


总， 在 下， 如 BIE -三 0, 凤 和 = nas.) 时 ,&, 是 同一 元 ， 因此， 如 二 Tn, 则 62 二 Tn 的 充分 与 必 
此 条 件 是 三 = fz (a.s.). 
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BEéirhér = (14n,€1) = (Tirnéo, Tiéo) 
= (TiThéo, Tiéo) = (Théo, €0) = Bénéo; 
Eléi+n — Es = én — &l = TT,éo ~ Tréoll? 
= leo 一 加 时 一 0 (一 0). 


(i 简 记 三 = {Ete RI), 上 L= L{tt€ Ri),L 上 = 上 {6t € Ri}, 逐步 于 =,L,L 上 定义 
{Ti,t € Ri}. 
(A) 对 £&。€ 三, 定义 
Tiés = €ort. | (8) 
(B) 如 了 = 二 at ED 则 定义 
Tn = > QiTiéi, = 》， QiEt+ti， (9) 
《= 上 2 一 1 


为 使 如 此 定义 的 五 单 值 ， 要 证 47 与 7 之 表现 无 关 ， 首 先 注意 一 般 事 实 
(Dat ts, ) = 2 iB ,B(ti — 8;) - (2 6 p20 二 (10) 
1 一 1 了 =1 


因此 ， 如 六 另 有 一 表达 式 为 9= 6o, 则 由 ( 10) 立 得 
产 


Dts 一 >》 biterasll = 0 Dat — > biés,l 
i=1 j=1 记 1 j=1 
= 必 一 咱 = 0， 


此 得 证 到 的 单 值 性 . 
mteRi) 在 工 上 具有 性 质 
B.1. Ti(at + 60m) = ae + bn. 
B.2. (Tié, Tin) = (€,0), Tél = él. 
B.3. Torit = TTé = TTT,é, Tn = &€. 
B.4. T-1=7.,. 
实际 上 ， B.1,B.3,B.4 由 (9) 直接 看 出 ， 而 B.2 则 由 (10) 推出 . 
(C) 今 在 工 上 定义 有 到. 对 ez, 任 取 {4} cL, 使 én 一 强 一 0, 并 定义 


Tié = 1imTén. (11) 
完全 象 在 88.2 中 定义 1(f) 时 一 样 ， 可 见 极限 Zé 总 存在 ; 其 值 与 趋 于 & 的 序列 的 选择 无 
关 ; 而 且 B.L 与 B.2 在 之 上 也 成 立 ， (在 $8.2 中 ， 我 们 只 利用 那里 的 C.1 与 C.2, 而 对 (7) 
证 明了 此 三 事实 ; 既然 B.1,B.2 相当 于 C.1,C.2, 故 易 见 这 些 事 实 对 Tt 也 正确 . ) 
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其 实在 工 上 还 保留 B.3. 这 是 因为 ， 由 (11) 及 B.3 在 L 上 的 正确 性 得 


Tt = imTtn, = limT,(Té,), 


然而 TE = ] leén, 故 再 用 定义 (11) 即 知 右 方 项 等 于 T,T4é, 即 Tt = ToTnt. 由 对 称 性 得 
Ts+tk = TT,E. 最 后 
Tué = lim Toé, = limén =&. 
在 上 甚至 还 保留 B.4. 这 由 于 


T_T =limT Te =limét,=é€. 


总 之 ， 我 们 已 经 证 明了 {Ti,te R1} 是 上 上 的 西 算 子 群 ， 试 证 它 是 连续 的 . 
它 在 世上 连续 : 如 &€L, 则 


n 


Dai(éirt — 1,) 


1 一 1 


7é -种 = 














n 


< lailléers -él = 2 loillé -él = 0 (t= 0). 
它 在 荆 上 连续 : 如 &e ,对 。> 0, 存在 ne 使 ;如 < 由 此 群 在 L 上 的 连续 
性 ， 知 存在 5> 0, 使 有 是 <6 时 ，|Tn 一 川 < 故 


7:é€ = & NTé — Tenll + 7 — w+ ln mA 
=2 疏 一 中 + 一 吕 <e， 


最 后 证 唯一 性 : 设 有 二 连续 西 算 子 群 二, 4(t € Ri), 都 满足 (7), 则 由 (9) 及 算 子 的 线性 
它们 必 在 LK 上 重合 ， 故 对 任意 &€ 二 由 (11) 及 线性 算 子 的 连续 性 得 


TEé=1imTé, = limTé,= TE. OO 


关于 弱 平 稳 序列 ， 类 似 地 有 
定理 2 (i) 设 TT 为 五 上 的 西 算 子 ，to e 任意 ， 则 


{én,n € N}, 其 中 如 一 T"éo (12) 

是 一 弱 平 稳 序 列 ; 
( 刘 反之， 设 {6%,n E N} 是 弱 平 稳 序 列 ， 则 在 L{é&,,n e N} 上 存在 唯一 的 酉 算 子 了 , 使 
én 二 了 60. (13) 


这 定理 的 证 与 上 定理 的 证 类 似 ， 故 从 辐 (参看 平稳 序列 的 相应 定理 ). 
由 此 可 见 ， 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 (或 弱 平 稳 序列 ) 无 非 是 特殊 Hilbert 空间 上 的 连续 西 
算 子 群 ( 或 西 算 子 ), 因而 可 以 利用 一 般 的 西 算 子 的 理论 来 研究 它们 .事实 上 可 以 从 这 里 出 
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发 来 叙述 上 章 中 的 许多 结果 然而 我 们 不 愿 这 样 作 ， 以 免 过 多 地 依靠 泛 函 分 析 的 知识 . 作 
为 一 例 ， 试 利用 关于 一 般 西 算 子 的 Stone 定理 来 重新 证 明 $8.3 中 的 谱 展 式 . 

(二 ) 仍然 考虑 (1) 中 的 及. 把 五 变 到 HH 中 的 线性 算 子 已 称 为 投影 算 子 , 如 对 任意 
ee 万 ,meE 互 ,有 


(Eé,n) = (€, En), E?é = EE. (14) 
二 投影 算 子 Bi, 及, 如 对 任意 上 e ,有 
EiE2zt = EEC = Eié, (15) 


则 记 作 加 < 2. 今 设 对 每 实数 和 , 存在 一 投影 算 子 E(^), 如 果 集 {E( 和 ), 和 A e Ri} 满足 下 列 
三 条 件 ， 就 称 它 为 单位 分 解 : 

(@) 如 和 < 则 BX) < Bp): 

(b) BA+0) = E(A) ( 右 连续 性 ); 

(c) 1 E(~00) = 0, 五 (+oo) = 了 
其 中 0é& = 0(a.s.), I€ = t(a.s.). 

对 于 任 一 有 穷 或 无 穷 区 间 A, 如 下 定义 已 (A): 


A=[a,b]: E(A)= E(B)— E(a -0); 
A=(a,8): E(A)= E(B -0)- E(a); 


(16) 
A=(a,8): E(A)= E(B) — E(a); 
A=[a,8): E(A)= E(B -0) ~ E(a—0), 
则 可 证 E(A) 也 是 投影 算 子 ， 而 且 
E(A)E(A’) = E(ANA'), 
当 AA’=y$ 时 
E(A)E(A') =0. (17) 


任意 固定 上 e 互 而 定义 局 = E(t)é, 则 {&,t € Ri1} 是 正 交 增 量 过 程 ， 事实 上 ,对 机 < 
ts <t4, 由 (14),(17) 


(ba — été ~ én) = (E(tsa) — E(t3))é, (E(ta) ~ E(t1))é) 
= (E((ts,t4])é, E((t1, t2])é€) 
= (€, E((ts,ta])E((t1,t2])é) = (€,0) = 0. 


根据 (b), 这 过 程 是 均 方 意义 下 的 右 连 续 过程 ， 故 按 $8.2 定理 1 及 其 注 1, 知 它 在 (Ri.81) 
上 决定 一 随机 测度 2e(4), 4 & B1. 以 Fe(4) 表 此 测度 的 均 方 测度 ， 那 么 后 者 的 广义 分 布 画 
"在 条 件 (a) 下， 如 Xn 了 oo( 或 xn 上 一 co), 则 对 每 《E 可 存在 Lim EB(An)&, 记 此 极限 为 BE(+o0)é( 或 E(-o0)é)， 


它 与 {Xn} 之 选择 无 关 ， 而 且 已 (+eo), 妃 (-co) 也 是 投影 算 子 ， 当 和 T X 或 A% 4 和) 而 入 有 穷 时 类 似 结果 也 成 立 . 
所 得 算 子 记 为 E(X 一 0)( 或 E(X + 0)). 证 见 关 秘 直 : 泛 函 分 析 讲 义 ， 1958,398 页 ， 以 下 有 关 泛 函 分 析 事 实 ， 无 特别 
声明 时 均 见 此 书 . 








数 为 


Fe(N) = Fe((~00,A) = ElE(-o0, A)EP 
= {(E((~00, A)é, E((~o0, Aé)) 
= (€,E((—o00, Aé)). (18) 
总 结 上 述 ， 得 
引 理 1 对 任 一 单位 分 解 {BE( 和 ), 和 AE Ri1} 及 任 一 《eH, 在 (Ri,B1,Fe) 上 存在 唯一 随机 
测度 Ze(4), 4 e B1, 满足 
Ze((M, pl]) = ECO, pl)é (A <), (19) 
而 Fe( 和 A) 则 由 (18) 决定 - 
由 88.2, 对 fs 到 (RbB Fe) 可 以 定义 随机 积分 


/ f(N)Ze(aa). (20) 
R1 


aA 


今 从 另 一 角度 来 考虑 (20): 固定 {2(), 和 A € RR}, 如 f(A) 属于 一 切 [2(Ri,Bi, Fe)(t € 日 ), 则 
(20) 对 一 切 & EH 有 意义 ， 于 是 可 以 定义 变换 [6 J(A)E(dA): 


| fO)E(dN).€= | J()2e(dA)， (21) 
Ri Ri 


它 是 把 如 变 到 互 中 的 变换 . 

这 样 的 f(A) 中 ， 特 别 重要 的 有 二 : 

1° 有 (和 ) = Xa( 和 A), 4 为 B1 中 任 一 集 ， 这 时 自然 地 记 fk, xs(A)E(dA) 为 五 4), 因而 由 
(21) ) 


BA = | x NBaN.e= x 2d) = Ze(A). (22) 
Ri 五 : 
2° f(A) = 二 ei 中 ,tE Ri 为 常数 .这 时 由 (21) 
/ er #E(d\).€ = / e'*Ze(dN\). (23) 
Ri Ri 
至 此 已 叙述 完 必要 的 预备 知识 .注意 ， 在 上 面 所 说 的 一 切 当 中 ， 五 当然 可 换 为 互 中 
任 一 闭 线性 子 空间 M, 因而 可 以 得 到 把 M 变 到 M 中 的 投影 算 子 及 单位 分 解 等 等 . 下 面 
还 要 用 到 
Stone 定理 设 {Ti,t€ Ri) 为 定义 在 M 上 的 连续 西 算 子 群 ， 那 么 它 必 可 展 为 


i 入 
T, = 人 。 E(d\), (24) 


其 中 {E( 和 ), 和 AE Ri} 为 某 单位 分 解 ， 由 {TT,t € Ri1} 唯一 决定 . 
现在 可 以 重新 证 明 $8.3 定理 2 中 关于 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 的 谱 展 式 如 下 : 
1B(4) 也 是 投影 算 子 ， 证 见 上 引 讲义 ， 406 页 . 
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设 已 给 如 此 的 过 程 {&,t€ R}, 由 定理 1 (ii), 存在 工 = L{&i,te€ Ri} 上 的 唯一 的 连续 丁 
拭 了 妖 {Ti,teE Ri}, 使 (7) 成 立 ， 由 (24) 及 (23) 得 


ET 人 ee) 6 |/ eZ) (25) 
Ri RI 


由 谱 展 式 的 唯一 性 及 (22) 知 Ze,(4) = BE(4)to 是 过 程 的 随机 测度 . 
反之 ， 设 已 给 五 中 一 单位 分 解 {E(A),Ae RR} 及 一 EeEH. 定义 


4 一 it 和 .CA 一 eitX CA ， 26 

sc 人 se= 人 人 Zah) (26) 

其 中 Ze(4)(4<e 81) 是 由 引 理 1 所 决定 的 随机 测度 ， 其 均 方 测度 为 Fe(4), 则 由 88.2 D.2, 知 
Eérré, -人 e'™ Feld)) 


与 + 无 关 而 且 对 7€ Ri 连续 ， 故 由 (26) 定义 的 {ote 已 } 是 均 方 连续 弱 平稳 过 程 ， 

对 弱 平稳 序列 不 难 类 似 地 重新 证 明 它 的 谱 展 式 ， 为 此 只 要 用 定理 2(ii) 及 江 卫 分 析 中 
的 下 列 定理 (以 代替 Stone 定理 ), 即 

酉 算 子 的 谱 分 解 定理 任 一 定义 在 责 上 的 西 算 子 工 必 可 展 为 


T= 人 ei*E(dM), (27) 
其 中 的 单位 分 解 由 了 唯一 决定 ， 而 且 满足 条 件 
E(-~7) =0, E(x)=I. (28) 
结 以 上 所 述 ， 并 综合 定理 1 与 88.3 定理 2, 可 见 下 面 的 四 种 观点 是 一 敏 的 : 
1) ) 已 给 场 太 过 上 绊 平和 过 和 {é,t € Ri}. 

2) 已 给 (i,B1,f) 上 随机 测度 2(4), 4 & Bi, 这 里 F(R1) < oc. 
3) 已 给 某 M(c 互 ) 中 连续 西 算 子 群 {TH,te 已 } 及 某 &06 EM. 
4) 


已 给 某 M(C 妃 ) 中 单位 分 解 E(4), 4e Bi 及 某 &6 eM. 
这 四 种 观点 间 的 联系 是 


a= /20 = Te0= 人 oh 


Liét € Ri} = L{2(4), Ae Bi1} = L{Téo,t € Ri} 
=L{/ etE(dMéo,te Ri}. 


Rl 
关于 弱 平 稳 序列 也 有 类 似 结果 ， 不 重复 . 
(三 ) 试 指出 由 (22) 所 定义 的 算 子 BE(4) 与 88.4 中 所 述 线性 运算 的 关系 ， 设 已 给 均 方 
连续 弱 平 稳 过 程 {&,t € 已 }, 它 通 过 自己 的 西 算 子 群 { 人 te Ri1} 而 唯一 决定 一 单位 分 解 
{BB( 和 A), 入 E Ri1}), 后 者 按 (22) 定义 一 变换 E(4), 4 € Bi 任意 固定 ， 由 (22) 知 


E(A)éo = Zeo(A). (29) 
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央 而 BE(4) 把 6 变 到 过 程 的 随机 测度 在 4 上 的 值 Ze,(4). 试问 E(4) 把 &(t € Ri) 又 变 到 
哪里 去 了 呢 ? 为 了 回答 这 问题 ， 注 意 一 方面 由 (25) 得 


eitApis ， 
cu = 上 人 Ze (dX); (30) 
男方 面 ， 象 证 明 (25) 一 样 ， 得 
Et+a 一 Tiés 一 人 eZe, (dA)， (31) 
由 于 谱 展 式 中 随机 测度 的 唯一 性 ， 比 较 (30) 及 (31) 即 得 
和 00= eZ26 aN (32) 


于 是 由 (22) 得 
EC = Ze.(A) = 人 et Ze, (dA), (33) 


右 方 值 恰好 与 88.4(13) 右 方 值 一 致 (注意 Zs。(4) 是 过 程 的 随机 测度 ). 由 此 可 见 : {BE(A)é&i,t € 
局] 是 对 {&,t€ 局 } 进行 线性 运算 c(A) = Xs(A) 后 所 得 的 均 方 连续 弱 平 稳 过 程 ; 或 者 说 ， 
Xa() 一 运算 与 投影 变换 (4) 一 致 . 
§9.2， 弱 平稳 序列 的 Wold 分 解 与 线性 预测 
(一 ) 设 {f(n),n EN} 为 弱 平 稳 序列 ， 记 


HE=L{énk Sn),Se= (| He, 


了 一 一 Co 


He = T(tw kh < oo) =T{ He}, " 
这 里 了 小 表 括 号 中 一 切 随 机 变量 的 线性 闭 包 ,收敛 性 用 均 方 收敛， 如 前 所 述 ， 引 入 内 积 
(é,7) = Eén (2) 
后 ，H2, He 都 成 为 Hilbert 空间 ， 而 且 显 然 
He C He Cc He. (3) 
以 Re 表 闭 线性 子 空间 Se 在 He 中 的 正 交 补 集 ， 此 补 集 也 是 闭 线性 子 空间 ! , 即 
Re =(n:n€ He,n | Se) (4) 
(“1” 的 意义 见 88.3), 此 关系 也 记 为 
He = Re ® Se 或 Re= HeQ Se. (5) 





1 参见 上 当 讲 义 ， 124 页 . 
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对 任意 元 7 € He, 必 存 在 唯一 的 n. € Re,ns € Se， 使 
7 = Nr 十 71s， (6) 


分 别称 m3.,m 为 7 在 Re 及 Se 上 的 投影 1. 

根据 Re, Se 可 将 弱 平稳 序列 分 类 . 

如 Re = 0(0 = {0} 表 只 含 0 的 单 点 集 ), 则 称 序列 {&%,n E N} 为 奇异 的 ; 如 Re 关 0, 称 
为 非 奇 异 的 ; 非 奇 异 序列 称 为 规则 的 ， 如 Se = 0. 

由 (6), 以 &(n),é&s(n) 表 (nm) 在 Re,Se 上 的 投影 ， 则 


<c(n) = £7(n) + és(n) (n EN). (7) 


引 理 1 若 弱 平稳 序列 {€(n),n € N} 非 奇 异 ， 则 {é&-(n),n EN} 与 {s(n),n EN} 分 别 
是 规则 的 与 奇异 的 弱 平 稳 序列 ; 此 二 序列 正 交 : 


(ér(n), és(m)) = 0 (n,m € N). (8) 


证 由 于 Re 上 Se 及 Ei(n) € Re,ts(m)€ Se 故 (8) 是 显然 的 . 

以 了 表 {é&,n e N} 所 对 应 的 西 算 子 ， 则 人 及 T-1! 都 把 Se 变 到 自身 ， 为 证 此 ， 任 
取 nn€ Se 则 nm € H2( 对 一 切 n)， 因 而 Tn e HT € He "1( 对 一 切 n)， 这 表示 
Tn € Se,T ln € Se. 

试 证 了 及 T-! 也 都 把 Re 变 到 自身 . 任 取 7e Re, 令 


Tn = yr + ys (yr € Re, ys € Se). (9) 


由 于 了 是 西 算 子 ， 故 (Tn,ys) = (nm,T-1ys). 由 于 ne Re 并 根据 上 面 已 证 明 的 事实 ，T-1y, € 
Se, 故 
(yr + ys, ys) = (Tn, ys) = (7, Tys) = 0. (10) 
然而 (yr, ys) = 0， 由 (10) 即 得 ||ysl? = 0， 或 ys = 0. 于 是 由 {9) 得 Tn = Yr 和 Re, 即 全 把 Re 
变 到 自身 ， 类 似 可 证 T-! 也 把 Re 变 到 自身 . 
根据 (7) 得 
ér(n) + és(n) = £(n) = T"E(0) = T™E.(0) + T™é,(0), 


既然 上 (mn)Tne(0) E Re, és(n), T™é,(0) € Se, 由 t(n) 的 投影 的 唯一 性 及 上 式 即 得 


ér(n) = TE-(0); és(n) = TE,(0). (11) 


再 根据 89.1 定理 2, 可见 {&-(n),n EN} 及 {&。(n),n EN} 都 是 弱 平 稳 序 列 . 
既然 已 证 6(n) e Se (对 一 切 nn), 故 He, C Se; 另 方面 ， 注 意 Se 在 se 上 的 投影 仍 是 S56， 
故 由 Se C Hz 得 Se C He ,于 是 He, C Se C He C He,. 再 由 定义 Se = N He, 即 得 


Se = 5¢, = He, = He,, Re,=0. 





“这 定义 适用 于 任意 Hilbert 空间 中 任意 两 个 正 交 的 闭 线性 子 空间 . 


* 269 . 





这 便 证 明了 {é,(n),n€ 和 六} 是 奇异 的 . _ _ 
其 次 因 对 任意 mw 由 上 式 有 Be = H? 四 Se, 又 们 He = Se, 故 Se,= NN 0 从 


而 Re, = He,. 注意 Re Se = He = He, 日 He,,Se = He,, 套 He, = Re. 由 假定 Re 关 0, 于 是 
Re, 关 0 而 得 证 {ti(n),m EN} 规则 . 

以 下 简 记 He 为 H;. 

考虑 非 奇 异 情形 ， 即 设 Re # 0. 方才 已 证 明 ， 此 时 {&,(n),n € N} 规则 ， 故 Hz? 不 能 
同时 对 一 切 n 都 重合 于 H?-!; 从 而 工 可 证 对 任 一 n,H? 关 H*-!1. 于 是 &(n) = o(n) 十 em， 
其 中 p(n) e H?-1 而 ol(n) 1 Hr?-!, 并且 空间 Hr*9 Hr-1 是 由 o(n) 所 产生 的 一 维 子 空间 ， 
on) > 0. 将 cln) 规范 化 而 令 y(n) = ET 因而 Iwr) = 1,w(n) e Hr?,w(n) Hr! 特 
别 ， wn) 上 wm),n2m. 此 外 wm 上 tm),n,meN; vn) Lt(m),n>m. 

现在 可 将 分 解 式 深化 ， 注意， 如 人 (n),n e N} 是 奇异 的 ， 则 由 上 述 ，&(n) = 总 (四 此 
情况 过 于 简单 ， 故 只 要 考虑 非 奇 异 的 序列 . 

定理 1 设 {(n),n EN}) 为 非 奇 异 的 弱 平 稳 序列 ， 则 (mn) 可 分 解 为 














oo 


é(n) = €7(n) 十 ks(m) = 2 cv(n —D) + &s(n), (12) 
其 中 {t(D),n E N} 是 规则 序列 而 {&,(n),n e N} 是 奇异 的 ， 又 
yop< oo co > 0， 
j=0 
OO 一 一 (13) 
EY Nm) = 6nm, EV(n)és(m) = 0 (n,meN), 
yp) € He, yn) LHe, én) € Se. 
满足 这 些 条 件 的 {c%} 与 {y(n)} 是 唯一 的 . 
证 为 证 (12), 由 (7) 及 引 理 1, 只 要 证 
tr(n) = Dciy(n —). (14) 
j=0 


先 设 n= 0. 如 上 所 述 
ér(0) = o(0) + p1(0) = cop(0) + pl(0) (co = lc(0)| > 0), 


其 中 因 
oO1(0) € 互 -， 故 p1(0) = c1p(-1) + p2(0); 





Lk 
?如 对 某 mw HF = 有 , 则 由 {Er(n),n € N} 的 弱 平 稳 性 ， 此 式 对 一 切 n 正确 . 此 因 : 由 Lim 3a)e(m(*)) = 
大 一 CO i=1 
Eln) (m(*) < n 一 1) 可 得 
lx 
1i. (Fe(ml®) 4 1) = En 二 了， 
tt 


大 HYT! = H2, 类 似 可 得 H?-? = Hr-1, 于 是 诸 H7( 对 一 切 n) 重合 . 
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其 中 因 
pz(0) € 瑟 - 2?， 故 p2(0) = ca (—2) + pa(0) 
故 
ér(0) = cow(0) + cp(—l) + .+ eny(—n) + pnt1(0), (15) 
而 pny1(0) e Br 由 于 {他 (有 ,pny1(0),0 < kg<n} 互相 正 交 ， 故 


》， ce? < |é-(0) >, 》， lexl? < oo， 
k=0 k=0 


》_ ckey(- 月 均 方 收敛 . 


k=0 


其 次 ， 上 (0) 一 条 CR 化 (一 此 ) 二 pn+1(0) € Hi +), 又 


nm 


Elpntm+1(0) - prtri(O)F = > [ck 一 0 (n — 00), 
k=n+1 
故 存在 lim pn(0) € 及 ~-m (对 一 切 m). 既然 六 H" =0, 故 Limwpn(0) = 0 从 而 得 证 (14) 


对 n= 0 正确 ， 
为 证 (14) 对 一 般 的 ”正确 ， 先 注意 由 
cj) 二 oem 一 各 人) 一 Ttr(0) = TYo(0) + Tp(0) 

及 o(n),T"*o(0) 上 百 on Teo(0) e Hr 得 oc(n) = T"o(0). 既然 了 是 等 距 算 子 ， 我 们 
有 

y(n) = Ty(0). (16) 
这 说 明 也 {w(n),n € N} 也 是 弱 平稳 的 ( 其 实 还 是 规范 化 正 交 序列 ). 以 Tm 作用 于 (15) 两 
方 ， 利 用 (11),(16) 得 | 

ér(m) = coV(m) +cwm— 1)+. + vm — n)+T"pnri(0), 


再 注意 Ten+i(0)l = jos+a(0 川 一 0 一 o0), 即 得 证 (14). 

(13) 中 除 Von) e Hz,V(n) 1 Hz 未 证 外 , 其余 都 已 证 明 . 由 于 He 3 €(n) = &(n)+és(n)， 
而 &(n)€ Se C He, 故 &(n)€ Hz. 由 此 即 得 Hr C Be 既然 mn) e H?, 我 们 有 wn) e He. 
其 次 ， 由 wn) 上 Hr! 及 y(n) 上 &(m) 得 证 wn) He-l. 

剩 下 只 要 证 满足 (13) 的 {c%} 与 {yw(n)} 与 的 唯一 性 ， 设 E(n) 已 分 解 为 


€(n) = cw (nj) + és(n). (17) 
?一 0 
以 %m =- 访 乘 两 方 ， 取 数学 期 望 ， 由 (13) 得 
cj = BEE(nJVn 一 让. (18) 
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以 pww 表 刀 在 He 上 的 投影 ， 试 证 


Pn—vuv 一 >》 ， cj (n 习 十 és(n). (19) 


了 一 也 


实际 上 ， 由 (13) 知 pn -wo e He*, 而 且 


Ea pues = Yen j) LHe, (20) 
这 便 证 明了 (19). 注意 (20) 左 方 为 序列 {5&%,n es N} 决定 ， 特别 cow(n) = t&% 一 pn-11 由 序 
列 本 身 唯一 决定 . 然而 co 一 五 | 一 Pn-l 1 > 0, 否则 En = Pn-l1l € He ,He 一 He™, 于 
是 He = Se, Re = 0 而 与 序列 为 非 奇 异 的 假定 矛盾 ， 又 由 假定 co > 0 为 正 ， 从 而 co 以 及 
bln) 都 唯一 决定 (对 %(n) 允许 在 一 零 测 集 上 自由 取 值 ). 再 根据 (18) 便 得 证 c;(7 > 0) 的 唯 
一 性 ， 口 
注 1 公式 (7) 以 及 (12) 称 为 弱 平 稳 序 列 的 wold 分 解 . 这 分 解 的 几何 意义 非常 明显 ， 
事实 上 ,将 已 c 分 解 为 互 垂 空 间 Re, Se 的 直 积 后 ， 上 (n) 便 分 解 为 在 此 二 空间 上 投影 的 和 ， 
然而 在 Re 上 的 投影 &.(n), 又 可 按 此 空间 中 规范 正 交 系 {w(n)} 展开 为 2 2 一 站. 至 于 
大 


és(n) 则 可 解释 为 & 在 无 穷 远 的 分 量 ， 直观 上 可 比喻 如 下 : 以 平面 比 作 He,z 轴 ，y 轴 ( 正 
交 轴 ) 比 作 Re, Se, 平面 矢量 比 作 &, 矢量 在 此 二 轴 上 的 投影 比 作 &.(n) 与 6&6(n), 然后 再 设 
想 zx 轴 为 无 穷 维 空间 ， 

注 2. 由 定理 1 的 证 明 可 见 


He DH = L{v(n),n € N}, He 2 Se. (21) 


其 次 ， (12) 中 后 式 尚 可 改写 为 


to) = Do cn eb(k) + és(n). (22) 


天 一 一 oo 


(二 ) 根据 (21) 可 见 三 弱 平 稳 序 列 win,6(n) 及 如 (n),n EN, 都 是 自 {oesN) 经 某 
三 个 线性 运算 得 来 . 以 cy(A),cr(A) 及 cs(A) 分 别 表 此 三 运算 的 核 ( 见 88.4), 因而 如 {twme N} 
的 谱 展 式 为 
én = / einAZ(dN)， (23) 
II 


= |- 可 , 则 此 三 序列 的 谱 展 式 应 为 
vn) = {ees aN), 
6 lm) = f ee OZ) (24) 
6 = ec)Z). 
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试 求 cv(),cr(A),c(A). 为 此 ， 我 们 从 研究 这 三 序列 的 谱 测度 (或 谱 函 数 )Fy, ,及 天 
开始 . 
引 理 2 设 {y(n),n€ N} 为 任意 规范 化 正 交 序列 ， 即 满足 By(n)B(m) = 6nm, 又 人 yn = 


全 sy 一 me N] 是 单 边 滑动 和 序列 ， 于 lo < oo, 则 它们 的 谱 测 度 ,都 绝对 连 
续 ， 分 别 有 谱 密度 为 


jnO = 元， (25) 
N= | Doe A eI) (26) 

了 =0 

(参看 人 .1 例 3) 
证 由 于 {y(m,ne N) 的 相关 函数 为 
1l,， +=0, 

Bn)= {0 0 (27) 

故 得 2 
fv(N) = 37 2 ce Bu(7) = 均 . (28) 


其 次 ， 由 88.1 (26) 得 
7) 二 eirA. 1 Ce-ij 和 XI2 
Bn)=/ 于 2 
从 而 得 证 (26). 口 
由 此 引 理 可 见 ，(12) 中 的 %(n),Er(nj(n < N) 都 有 绝对 连续 谱 测度 , 它们 的 谱 密度 fy() 


及 廊 (A) 分 别 由 (25),(26) 右 方 给 出 至 于 F, 则 有 
引 理 3 存在 具有 勒 贝 格 测度 为 0 的 集 4(c 了 0), 使 


Fs(A) = Fs(H). (29) 
证 以 2%,2.,2。 分 别 表 (mn),é(n),é,(n) 的 随机 测度 ， 由 (12) 


上 ei 2(dA) = £(n) = 上 ein [( 3 6&0 ) Qu(dA) 十 Za ， 


j=0 


既然 谱 展 式 中 随机 测度 唯一 ， 故 
2(4) = 人 [( > 2 ) 2 + 2 a 


2 


由 (24) 得 
人 ein Zoof(dA) = y(n) = / einMc, (A)Z(adM) 
I II 


= 人 ol0)| (Poe) zed + tan)|. (30) 


j=0 
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L{Zy(A), AE Bi} = L{v(n),ne N}= H.C Re, 
L{2,(A), Ae Bi}= Li{és(n),ne N}C Se, 
因此 三 随机 测度 Zy,2Z。 相互 正 交 .由 (30) 及 (25) 得 


2 


0 = a fe [ 一 “Do "| Zw(d\) — J ees) Za) 


=| 和 ec 
I 5 


+ /PF 





因此 





cy (A) (a.s., 勒 贝 格 测度 ) (31) 


- > ce 
cy( 和 ) = 0 (a.s., 了 一 测度 )，. (32) 


为 了 使 此 二 式 可 能 同时 成 立 ， 必 须 存在 一 勒 贝 格 测度 为 0 的 集 4, 使 (29) 成 立 ， 否 则 便 会 
产生 矛盾， 口 

(29) 表示 ， 谱 测度 已 是 奇异 的 . 

现在 可 以 解答 上 面 的 问题 . 

定理 2 关于 {&%,mn € N} 的 谱 测 度 玉 几乎 处 处 有 


cy(A) = Xa(N)/ cje 人、， (33) 
j=0 
cr(A) = XA(N), cs(N) = xa() (Me I). (34) 


这 里 4 满足 (29),x。 为 4 的 示 性 函数 ， 亏 = IT\ 4. 
证 首先 注意 : (和),e(A) 是 同一 线性 运算 的 核 的 充分 与 必要 条 件 是 c(A) = ELA), (as 一 囊 ) 
此 由 


0= a| 上 enxfeC a0))2(a)| 





= -sxNPE(G 
II 


F(B)= F,(B)+F,(B) (Be HB). (35) 


实际 上 ， 由 (mn) =(n) 二 6(n) 及 各 (mn) 上 s(n), 立 得 Be(7) = B,(7) + Bs(7), 写 出 这 些 相 关 
函数 的 谱 展 式 ， 并 利用 谱 测 度 的 唯一 性 ， 比 较 所 得 展 式 的 两 方 的 测度 后 ， 便 得 到 (35). 

由 (35) 可 见 ， 把 &(n) 分 解 为 6(n) 与 各 (n) 对 应 于 把 下 分解 为 绝对 连续 部 分 F 与 奇 
异 及 跳跃 部 分 F. 


考虑 因数 到 CN) = X40) 泣 oe-， 显然 ， 它 满足 (30) 32). 今 设 cu(N) 为 任 一 满足 
(31),(32) 的 可 测 函 数 ， 由 于 玉 绝对 连续 ， 可 见 它 关于 瓦 几乎 处 处 等 于 如 ( 和 A); 对 Fs 也 如 
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此 ， 故 由 (35) 得 


Fcy(N) 关 cw(A)) = Fr(cy(N) 天 co(A)) 
+ F,(cy(N) #6)) = 0， (36) 


这 证 明了 (33). 由 (14) 及 (33) 即 得 (34) 中 前 式 ， 将 (7) 中 诸 序 列 谱 展开 ， 并 以 此 前 式 代 
入 ， 便 得 (34) 中 后 式 . 口 

(三 ) 设 {i,n EN} 为 弱 平 稳 序列 ， 我 们 仍然 采用 上 段 的 记号 Hz, He 等 等 ， 由 于 本 
节 以 下 只 出 现 一 个 序列 ， 故 下 标 上 没有 必要 而 简写 Hz, He 为 H",H 等 等 ， 现在 来 叙述 预 
测 理论 . 

预测 问题 的 直观 想法 如 下 : 固定 整数 n 及 v(> 0), 试 根据 已 观察 到 的 值 6-N， 
én_N+t1… kn, 以 估计 6 这 里 N 是 非 负 整数 ， 换 名 话说 ， 应 该 选择 一 个 N+1 元 函 
数 f, 使 ro 与 ft wen) 在 一 定 意 义 下 最 为 接近 ， 所 谓 “ 一 定 意义 ”可 以 有 多 种 解 
释 ， 随 具体 问题 的 需要 而 定 . 例如 可 理解 为 


绝对 差 : | 和 +v EN (37) 
方差 : [énto fl(én_n, “ ,| (38) 
均 方差 : Elénrv — fn NE) (39) 


等 等 . 由 于 实际 中 常常 根据 多 组 观察 来 进行 预测 ， 也 由 于 弱 平 稳 序 列 的 定义 中 仅 涉 及 二 次 
矩 ， 所 以 我 们 自然 选择 均 方 差 的 大 小 来 标志 接近 程序 . 这 便 引 导 到 问题 的 下 列 严格 叙述 : 
考虑 随机 变量 的 集 


F(n,N) 三 (f(w):f 为 F{&n_n,…,én} 


可 测 ， 而 且 妃 j < co)， (40) 
试 求 g(w) es 下 (mn, N) 使 
2 ， 2 
Elénro gl 一 sent wy Elén+t» A ? (41) 


亦 即 要 求 使 Blé+。 四 达到 下 确 界 的 g(w) 

这 样 的 g 是 否 存在 ? 如 存在 又 是 否 唯一 ? 

最 好 把 上 述 问题 用 Hilbert 空间 的 语言 来 叙述 ， 答 案 就 清楚 了 ， 全 体 二 级 矩 有 穷 的 随 
机 变量 ， 如 我 们 多 次 看 到 的 ， 构 成 一 Hilbert 空间 ， 显 然 F(n, N) 是 它 的 闭 线性 子 空间 . 根 
据 Hilbert 空间 的 一 般 理论 1 :to+ 在 F(n,N) 上 的 投影 (或 称 垂 足 ) 9 是 唯一 的 ， 而 且 是 唯 
一 的 满足 (41) 和 9 e F(n, N) 的 元 ; 此 外 ， 9 由 下 列 二 条 件 决定 : 


g EF(n, N), (42) 
(n+v—g9) 1 F(n, N). (43) 


以 上 所 述 的 是 根据 有 穷 个 ( 即 N+1 个 ) 过 去 的 量 以 预测 将 来 . 当然 也 可 根据 全 部 过 去 
来 预测 to+w 这 时 只 要 在 (40),(41) 中 ， 把 Fn,N) 换 为 Fn)(= 下 (n,o0)) 便 得 到 相应 问题 的 





1 见 上 引 讲 义 124-125 页 . 
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准确 数学 提 法 ， 以 后 只 考虑 根据 全 部 过 去 的 预测 ， 因 为 有 穷 情 况 比较 简单 . 称 9 为 1, 关 
于 和 6 上 -的 预测 量 , 它 是 w 的 了 消 数 ， 与 n,v 有 关 ， 即 g = go(w)， 

定理 31 gv(w) = E(én4s|F(n)) (a.s.). 

证 令 了 = E(Reé&ntv|F(n)), 即 人 +v 的 实 部 关于 (mn) 中 全 体 变量 的 实 虚 部 分 所 产生 
的 c 代数 F{F(m)} 的 条 件 期 望 ， 显 然 了 为 {天 (n)} 可 测 ， 由 $1.4 引 理 2 


如 和 < EP{E[lReén+ol |F(n)])} = 吾 Recn+ro < eco， (44) 
即 知 了 满足 (42).( 其 中 天 (n, 入) 换 成 (nn)). 任 取 fe 天 (n), 则 


五 [Re Entvw 一 五 (Re En+olF (nF 
一 五 Re En 一 五 [五 (Re Entvof IF(n))) 
=ERe Erniof — ERe ntof = 0. 


从 而 (43) 对 了 也 成 立 . 对 虚 部 进行 类 似 讨论 , 即 知 EB(&n+v|F(n)) 满足 (42),(43)( 其 中 F(n, NN) 
换 为 F(n)). 口 

注 3. 上 面 的 证 明 中 未 用 到 弱 平 稳 性 ， 而 且 下 (n) 可 换 为 任何 一 个 二 级 矩 随机 变量 的 
集 . 

(四 ) 定理 3 给 出 了 预测 问题 理论 上 的 解答 ， 然 而 要 实际 地 写 出 gn,(w) 的 表达 式 时 ， 
却 感到 很 大 困难 ， 于 是 退 而 缩小 可 取 函 数 类 下 (n) 到 H" 以 考虑 线性 预测 ， 即 要 求 pnv(w) 
使 


pnv EH"; (45) 
Elénrv — pnol = /inf, Blén+o ~ fh (46) 


如 同上 述 ， 这 问题 等 价 于 求 b+v 在 H" 中 的 投影 ww。 后 者 由 下 列 二 条 件 决定 : 


pnv EH"; (47) 
(én+rv—Pnw) 1 H". (48) 

我 们 自然 还 关心 最 小 误差 
03 二 Eléntv 一 pn wl?, (49) 


表面 上 o2 似乎 依赖 于 n, 下 面 会 证 明 o2 与 n 无关， 在 线性 预测 理论 中 ， 重 要 的 问题 是 求 
pnv 及 04. 利用 (一 ),( 二 ) 中 的 结果 与 记号 ， 可 证 
定理 4 对 非 奇异 的 弱 平稳 序列 {&%,n € N} 





:如 二 mn 十 im2, 定义 E(n18) = E(m18) + (zlB). 注意 ， 显 然 有 下 [fen = FF(n)} 故此 式 也 可 写 


gnv(w) = E(én+vlén, én—1,.**) (a.s.). 
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pro = YD ednto—j)+é (n+) 


j=v 


> ce Xa(A) 
和 = 





= /< | + exa (MN) | ZaN); (50) 
HI 5 cje-ii\ 
j=0 
v—1 
02 = Yo) (51) 
j=0 
lim co2 = Elé,(n)|* > 0. (52) 


证 根据 定理 1, 并 回忆 (13) 中 的 HE =H", Se= 从 H", 可 见 Brs= cjp(ntv- 
用 二 一 OO 了 一 忆 


7) +é&s(n 二 Vv) € H", 而 且 Entv — Pnw 一 Cj 人 (有 十 7 —J7) 上 H™, 故 得 证 ro 满足 (47),(48), 从 


I=0 


而 pnw = Zr 再 利用 (33),(34) 便 完全 证 明了 (50). 既然 按 (13) 知 {Ww(n)} 为 规范 化 正 交 序 


列 ， 故 2 v—1 
= > lol. (53) 
j=0 


o2 = Eléntv 一 on =E 





v—1 
decyln 十 7 一 了 
j=0 





由 此 式 可 见 of < o2 <, o > >0. 





oo 2 
ev- 让 ~ Elé,(n). 0O 


j=0 


Oo 
lim ez2 = >》 cj =E 
VO 

7=0 


定理 4 完全 解决 了 非 奇异 序列 的 预测 问题 ， 至 于 奇异 序列 ， 则 因 R(= Re) = 0,8 = 
S= 从 H", 可 见 H*=H"tv, 故 4,e Hm 


Tt 二 一 O00 





2 一 i 4 一 2 一 = 1,2,.….). 54 
0 = ,Blénts 一 下 =0 (v=1,2,..) (54) 


这 说 明 : 对 奇异 序列 ， o2 = 0; 或 者 说 ， 预 测 是 完全 精确 的 . 
男 一 极端 是 规则 序列 ， 它 的 均 方 误差 的 极限 达到 最 大 值 . 为 了 说 明 这 点 ， 先 注意 对 任 
意 弱 平稳 序列 ， 由 于 (éntw 一 pnwv) 上 nu 有 


o2 一 Eléitsv om < Elén ry pnwl: 十 五 pm? 
一 Elénrv 一 nu 十 pnwl? 一 Elén+ol? 一 Eléol>. (55) 


故 lim os < BléoP?. 如 果 {n,n EN} 是 规则 的 ， 则 & = &.(n), 从 而 (52) 化 为 


lim o2 = Elé(m)l = Eltol? > 0. (56) 





对 于 -一般 非 奇 异 序列 ， (52) 表示 ， 上 式 左 方 极限 等 于 此 序列 的 规则 部 分 的 均 方 值 ， 
89.3. 平稳 正确 态 过 程 


(一 ) 设 {&,tET} 为 正 态 过 程 . 本 节 中 ， 如 无 特别 声明 ， 我 们 总 假定 : 

1° Eee =0( 人 LE 了 ). 

2° 取 实 数值 . 
这 些 条 件 不 再 重 述 . 

对 正 态 过 程 ， 最 好 把 & 关于 &,…,&。 的 线性 预测 量 ( 即 & 在 zf ec) 上 的 投 
影 ) 记 为 BE(&ilé&4,,…,&i.). 理由 是 : 对 这 类 过 程 ， 我 们 有 

定理 1 Bléilé0 6,) = BE(€ilén bi,) (as 小 

证 取 m(< mn) 个 随机 变量 e1,… ,em, 使 满足 

a, 每 个 ei 是 6 的 线性 组 合 ; 

b. Eeie; = 6i;; 

c. 每 个 & 是 ej,…,em 的 线性 组 合 ，i = 1,…,n. 这 样 的 {ei} 譬如 说 ， 可 用 下 法 找 
到 : 如 果 &, 等 于 0 或 者 是 &,,…,&_， 的 线性 组 合 ， 那 么 就 不 考虑 &,. 剩 下 的 &&; 设 有 m 
个 ， 不 妨 就 设 为 6 0… ,6 取 e = /Bl&j?, Bl&4l? > 0( 否 则 &, = 0, 而 我 们 已 把 它 排 


天 一 
出 ) 如 e1,… ,er-i 已 取 定 ， 则 令 ex = gx/llgxjl, 其 中 gx = &, 一 FT (Ee ei)e:. 由 于 6 ee 
+ 一 1 


线性 无 关 ， 而 且 ei 是 &,，,…,&; 线性 组 合 ， 故 gi 关 0. 不 难 验证 ， {ei} 满足 ap'c. 
令 Bi 二 Eéiei,t 二 1,..…,m. 试 证 


& 一 >》 Bies 
+ 一 1 


2 


E = iif Blt — fh, (1) 








其 中 inf 对 feM 而 取 , 而 


At = (f(w) :为 F{ér ,4 } 可 测 ; EIf|? < oo) 
= (f(w) : /为 Ff{el,…,em} 可 测 ; EIf|? < oo). 


如 果 能 证 明 (1)， 那么 便 证 明了 &t 关于 如 6 的 预测 量 是 el,……,ew 的 ， 因 而 也 是 
上 ce 的 线性 函数 2 Bies, 后 者 显然 也 是 入 关于 &,,…,&, 的 线性 预测 量 ， 这 样 便 
证 明了 两 个 预测 量 的 重合 ， 再 利用 $9.2 定理 3 即 得 定理 结论 . 

为 证 (1) 先 注意 


B(e -poje=o6=1 (2) 


i=1 


既然 & 一 二 iei 及 ej 都 有 正 态 分 布 ， 由 它们 的 不 相关 性 可 得 独立 性 ， 故 总 一 入 Biei 与 
7.=1 i=1 
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ej(j = 1 om) 独立 ， 从 而 也 与 f 独立， 于 是 


TY mm 2 
Elé: 一 大 二 | (« 一 aie) 十 (Dee 一 a] 
i=1 1 一 














m 2 mm 
=Elé—- dBieil +E (3) 

这 1 

最 后 一 等 号 成 立 是 由 于 
| a(& 一 > ae] = 0. (4) 
» t=1 
由 (3) 即 得 证 (1). 口 
次 : 在 上 述 证 明 过 程 中 ， 我 们 附带 证 明了 : & 关于 &,,…,& 的 预测 量 与 线 

性 预测 量 相等 ， 它 们 重合 于 > Bie; 


现在 来 研究 平稳 正 态 过 程 ， 我 们 早已 知道 ( §8.1), 在 条 件 1%, 2* 下， 正 态 过 程 是 弱 平 
稳 (因而 也 是 平稳 ) 过 程 的 充分 与 必要 条 件 是 相关 函数 Bki+rkt 
村 日 


二 B(7) 与 1 无关. 
定理 2 对 可 分 的 平稳 正 态 过 程 {&,t € R1}, 如 果 存 在 常数 = > 0,c > 0, 使 


1B8(7) ~ B(O)| & cr 
则 它 的 样本 函数 以 概率 1 连续 
证 这 是 83.2 系 3 的 直接 推论 


(5) 
从 口 
为 使 (5) 满足 例如， 只 要 B(7) 在 0 点 可 导 


定理 3 设 {&,te Ri} 是 均 方 连续 Borel 可 测 的 平稳 正 态 过 程 ， 则 它 为 遍历 的 充分 与 
必要 条 件 是 : 谱 函 数 F(A) 是 连续 函数 . 
证 如 果 & = 


0, 定理 是 显然 的 ， 故 以 下 不 考虑 退化 情形 .不 妨 设 El&l? =1. 令 


全) 二 eiTX 一 
B(7) 人 F(dX), B(0)=1 
{tet€ Ri} 对 应 的 保 测 变 换 记 为 了 te RI 


(6) 
充分 性 : 设 5 为 不 变 集 ， 对 。 > 0, 取 柱 集 
一 {2 : (和 rr) € B}, BEeB,, 
使 P(CAS) < e. 于 是 


P(CNTC) = a Er € B}N{(éern 


,bttrm) € B}) 
ea 了 ff// 


e397) dr 
Tn)EBATn4L, “rT2n)EB 





“ dX2n, 


(7) 
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其 中 


1 B(71 — 72) | 万 人 
-| ac- 2 
一 Blt) B(n1 十 一 T2) se 上 A 


_/ 4 DD. 
= (phy 4 ) (8) 
Q(z) = (zi Zan)A 人 (zi ,Tan)’, 
这 里 不 难看 出 A(t)-! 的 存在 ， 把 一 切 {7 一} 记 成 二 ,t2.……,tn, 则 


1 /7 1 /7 (ts +t)A—i(titt) 
一 Blti+t "= 地 | / / eiCtitt) iltttr P(gA) Fdp)dt 
让 |, 人 | 27 之 Ri JR， 
一 eiltit+T)(A—p) ee (g(a ) (9) 
一 - H 3 
2 人 人 2Ti(A — J) 


其 中 积分 序 可 改变 是 由 于 绝对 可 积 性 . 令 了 一 co, 上 式 右 方 趋 于 
N. / jadm = SIFO: + 0) ~ FO -oj 
入 一 此 A 





对 (A) 的 一 切断 点 和 进行 . 但 由 假定 F(A) 连续 ， 故 
1 /7 > 
ja 五 /DB +) dt = 0, 
N 
213+) dt = 0, 


于 是 存在 子 列 而 , 当 v 一 oo 已 一 co 时 ， 五 时 十 思 ) 一 0. 根据 (7),(8) 及 控制 收敛 定理 ， 得 





Jim P(CNT.C)= ol f-] ... eeo(n)dzi dz 
(T1717 Tn EBTnt1, zz2n)E 吾 
A 4 0 
As 全， 
@o(z) =(zi ,Fan)A (2 22n)， 
于 是 


lim P(CNT,C) = P(C)?， 
因 3 为 不 变 集 ， 又 工 保 测度 ， 故 
P(SACT,C) = P(ST,, SACT, CO) 
< P(SAC) + PT SACT,C) = 2P(SAC) < 2¢, 
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更 有 |P(S) - P(CT:C)| < 2e. 令 v 一 co 即 得 
IP(S) — P(C)?| < 2s. 


另 方面 ， 又 有 
IP(S)? - P(C)2 <& 2|P(S) - P(C)| < 2P(SAC) < 2¢. 


综合 上 二 式 ， 即 得 |P(5) 一 P(5)?| < 4e. 既然 < > 0 任意 ， 便 得 P(5) = P(S)?, 亦 即 P(5)= 
或 1. 

必要 性 : 考虑 过 程 {经 ,t € Ri}. 因 正 态 分 布 具有 各 级 矩 ， 故 台 具有 有 穷 二 级 算 ， 而 且 
平稳 . 令 8(7) = E(@2 - BF7)( 名 -BEE0), 试 证 


6(r) = 2(B(7))?. 
实际 上 ， 由 正 态 性 
B{exp ilutr + wato)} = exp{ - 3[o*( + GB) +2B(r)uual), 
其 中 o = E66. 以 Be 作用 两 边 ， 令 tw = wz = 0, 得 
B(€288) = 3(20 十 4B2(7)) = a + 2B2(7), 
B(7) = E(€? — oa)(é0 -0°) = 2B°(7). (10) 
其 次 ， 根 据 $7.3 定理 2, $7.3 (17) 及 $8.5 定理 2, 知 以 概率 1( 同 时 也 均 方 收敛 地 ) 有 


ie 2( 
Ji. 均 广 € (Wdt = 


而 且 此 极限 的 方差 由 $8.5 定理 2 为 


了 
1] 1 2 
DT = 各. 示 三 emur = im 27 f[, 2B-(r)dr 


由 (9) 得 
Dn = 2 [Fi +0) 一 下 (ON — 0)]. 
Ai 
如 果 {&i,tE Ri} 是 遍历 的 ， 则 {2te Ri1} 亦 然 ， 因 之 n(w) 以 概率 1 等 于 某 一 常数 ， 于 是 
Dn = 0, 由 上 式 便 得 证 F(A) 连续 ， 口 
(二 ) 试 研究 什么 时 候 满足 1°,2° 的 正 态 过 程 是 马 氏 过 程 . 由 于 定理 1, 为 使 这 种 过 程 
是 马 氏 过 程 ， 必 要 与 充分 条 件 是 : 对 任 一 组 妇 <tz <…<tn<ttieET,teT 


E(€ilés,° ,61,) = Eléiléi,) (a.s.) (11) 
定义 二 元 函数 


2 2 
R(s,t) = {Ee ， 如 El|é,|? > 0， 本 


0， 如 Elés|? 一 0， 
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我 们 有 
定理 4 正 态 过 程 {&i,t ET} 当 且 仅 当 


R(s,u) = R(s,t)R(t,u) (s<t<u) . (13) 
时 是 马 氏 过 程 ， 
nt, 4) = & — R(t,u)é, (14) 


则 n(t, u) 上 人 此 因 如 Eléil? >0 则 
Enlt,u)é: = E(é, — R(t,w)éi)é: = Etévé: — R(t,u) Et = 0; (15) 


如 I&? = 0,& = 0 (a.s.) 则 结论 是 显然 的 ， 
必要 性 : 如 {&i,t ET} 是 马 氏 的 ， 由 (11) 


再 (ee = E(é,lé:) = R(t,w)é,, 
后 -一 等 号 成 立 是 因为 R(t,w)&i 是 6 在 5{&} 上 的 投影 ， 由 上 式 可 见 (tw) 上 6 这 表示 
Lbéués 一 R(t,u)Eéiés 一 0， (16) 


而 此 式 等 价 于 (13). 
充分 性 : 如 (13) 成 立 ， 则 (16) 成 立 ， 而 后 者 表示 : 7n(t,w) 上 &(s < 区 ; 亦 即 


Elé, 一 R(t,u)é)é, =0. 
特别 ， n(t,u) 1 état1 < t2 < tn <t< 也 因而 由 (12) 上 式 显 然 对 3 一 上 也 成 立 ， 故 
E(€,1&) = R(t, wee = El(élés, ,i,&). OO 


注 1 由 定理 的 证 明 可 见 ，é& 关于 {s,s < 如 (t < w) 的 预测 量 R(t,w)&i 只 依赖 于 最 后 的 
好 这 与 马 氏 性 相 容 而 正 是 我 们 所 预期 的 . 
现在 设 {&i,te 7T} 是 马 氏 平稳 正 态 过 程 . 
由 平稳 性 知 R(s,t) 只 依赖 于 t+ 一 s, 记 
R(t) = R(s,s +t). (17) 
由 忆 氏 性 得 
R(t 十 t2) 一 R(t1)R(t;), t1>0,t,>0. (18) 
如 了 为 整数 集 ， 由 (18) 解 得 R(n) 必 呈 形式 : 
Btn) 二 a”, a 为 某 常数 . 
二 是 
B(7) = bEéréo = R(T)E|é0|? = car (7 > 0), 
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其 中 c= Bléol? 0. 估计 到 B(-7) = 8B(7), 得 
B(r) = cal"l, c>0, lal &1. (19) 


lal < 1 的 原因 是 lal = |[E&1i&0|/ Bléol? &1. 
如 工 = (-o00,o0) 而 且 过 程 均 方 连续 ， 因 而 R(t) 连续 时 ， 由 (18) 解 得 


B(T)= ce -olrl ec>0,a>0. (20) 


特别 ， 如 c > 0,a > 0, 过 程 不 可 能 退化 :, 这 类 过 程 重合 于 由 $8.2 (49) 与 (50) 定义 的 过 程 
类 ， 因 而 它们 可 以 通过 对 Wiener 过 程 的 随机 积分 来 表达 . 

注意 ， 由 定理 2 及 (20) 可 见 ， 可 分 的 均 方 连续 的 马 氏 平稳 正 态 过 程 的 样本 孙 数 以 概 

总 结 上 述 ， 得 

定理 5 设 {&.,t eT} 为 马 氏 平稳 正 态 过 程 . 如 人 = N, 则 相关 函数 由 (19) 给 出 ， 如 
全 二 (-oo,oo), 而 且 过 程 均 方 连续 ， 则 相关 函数 由 (20) 给 出 ; 若 补 设 过 程 可 分 ， 那 么 它 的 样 
本 函数 以 概率 1 连续 ;如果 (20) 中 c > 0,a > 0 则 所 考虑 的 过 程 类 重合 于 88.2 中 (49) 与 
(50) 所 定义 的 过 程 类 ， 最 后 Borel 可 测 的 均 方 连续 马 氏 乎 稳 正 态 过 程 是 遍历 的 . 

证 只 要 证 最 后 一 结论 . 如 (20) 中 c= 0,B(7) 三 0, 过 程 退 化 为 & 三 0,7F'{&4,teE Ri} 只 
含 概率 为 0 或 1 的 集 而 结论 显然 正确 .如 e > 0, 则 它 有 谱 密 度 ， 由 $8.2 (52) 给 出 ， 从 而 谱 
函数 F(A) 连续， 于 是 结论 由 定理 3 得 到 ， 口 


89.4. 补充 与 习题 


1 设 均 方 连续 弱 平稳 过 程 {eut e Ri} 所 对 应 的 投影 算 子 族 为 {5(4), A E B81}, 详 测 度 
为 P(A), A e Bs 又 fA) e 72(R4 BP), 试 求 BCA)| J f0)Z(a|, 其 中 2(4) 是 过 程 的 了 


机 测度 ， 

提示 : E(A)[ fk, fF)Z(d)] = fr, FO)xa (A)Z(dN). 

2. 试 证 弱 平 稳 序 列 奇异 的 充分 与 必要 条 件 是 由 (49) 所 定义 的 of = 0; 此 时 一 切 o2 = 
0,v0 = 1,2,..…. 

提示 : 一 切 Hz(n =1,2,…) 当 且 仅 当 of =0 时 相 重 合 . 

附 记 . 通过 弱 平稳 序列 的 谱 函 数 (和 ) 来 判别 序列 是 否 奇异 , 有 下 列 结果 : 弱 平 稳 序 列 非 
奇异 的 充分 与 必要 条 件 是 :对 几乎 一 切入 (关于 勒 贝 格 测 度 ) 已 (A) > 0 而 且 三 log 已 (A)dA > 
一 00. 此 外 ， 89.2 (51) 中 的 cj 还 可 由 站 (和 ) 求 出 ， 这 里 户 (A) 甫 F(A) 的 导数 ， 它 对 几乎 一 
切入 有 定义 ， 可 惜 这 些 结果 的 证 明 涉及 较 专 门 的 复 变 函数 理论 ， 故 只 好 从 略 ， 读 者 可 参看 
[16] 或 f19]. 在 一 些 特殊 情形 下 ， 如 何 实际 求 o2 及 pw。, 可 见 本 章 文献 10, 11. 均 方 连续 弱 
平稳 过 程 的 预测 理论 也 见 [16]. 至 于 多 维 情况 (或 随机 变量 的 值 是 多 维 的， 或 参数 t 的 值 
是 多 维 的 ) 的 预测 理论 则 还 是 正在 研究 中 的 问题 ， 目 前 也 得 到 了 不 少 结果 ， 如 见 本 章 文献 
4,5. 与 弱 平 稳 过 程 紧密 有 关 的 是 平稳 增 量 过 程 与 广义 平稳 过 程 ， 见 本 章 文 献 3,7,12,14,17. 


1 如 c > 0, 则 必 w > 0; 否则 B(7) = c,&4 二 Vi (或 ~VG)， 再 由 19 即 得 c = 0, 矛盾 . 
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近年 来 弱 平 稳 过 程 的 统计 理论 有 很 大 的 进展 ， 见 本 章 文献 15,9; 以 及 书 末 书 月 ll8] 及 
[19]. 

本 章 89.1 及 89.2 的 叙述 方式 属于 Konmoropos, 在 89.3 及 第 八 章 若干 部 分 的 写作 中 ， 
作者 参考 了 江 洋 培 的 平稳 过 程 讲义 ， 
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第 十 章 随机 微分 方程 与 马尔 科 夫 过 程 
810.1 ”对 Wiener 过 程 的 随机 积分 


(一 ) 至 今 所 讲 马 氏 过 程 主要 是 齐 次 的 ， 研 究 一 般 马 氏 过 程 的 一 种 有 效 工 具 是 随机 微 
分 方程 ， 它 济源 于 C. H. Beparmreiia, 后 为 伊藤 清 等 所 发 展 ， 这 种 方法 的 实质 是 借助 于 简 
单 的 过 程 来 造 出 一 般 过 程 的 轨道 ， 本 章 中 试 就 一 维 连续 马 氏 过 程 来 叙述 ， 当 然 ， 还 可 以 用 
它 来 研究 更 一 般 的 多 维 的 过 程 . 

大 致 想法 如 下 : 设 {B(t,w),t > 0}, 是 有 参数 o = 1 的 Wiener 过 程 , 又 alt,z),b(t,z) 之 0 
是 满足 一 定 条 件 的 臣 数 ， 考 虑 在 某 种 意义 下 的 微分 方程 


dé(t) = alt, €(2))dt + b(t, (1))aB(t), 上 
由 此 随机 微分 方程 解 出 
el() = E00) + ac)ds+ ostte)dB(e) (> 9) 0) 


to 

然后 证 明 长 (D),t > 如 } 是 马 氏 过 程 . 

(1) 的 直观 意义 如 下 : 如 已 知 é(t) = z, 则 在 时 间 di 内 质点 的 位 移 dt(t) 由 两 部 分 构成 : 
一 部 分 是 由 具有 速度 a(t,t(t)) = alt,z) 的 决定 性 运动 所 产生 的 ， 即 a(t,&(t))dt = a(t,x)dt 另 
一 部 分 是 随机 位 移 ， 它 等 于 Wiener 过 程 ! 在 这 段 时 间 内 的 位 移 乘 上 b(t,é(t)) (= b(t,z)). 由 
于 {B(t,w),t > 0} 以 概率 1 连续 , 自然 期 望 : 对 a(t, zx),b(t,z) 加 上 一 定 条 件 后 {&(t,w),t > to} 
也 以 概率 1 连续 . 

这 种 方法 的 特点 在 于 : 它 直 接 造 出 过 程 的 轨道 上 ( 轨 . 而 不 是 造 出 过 程 的 某 个 特征 如 转 
移 函 数 或 无 穷 小 算 子 等 等 ; 其 次 ， 自 一 维 过 程 推广 到 高 维 过 程 时 ， 不 会 产生 本 质 性 的 困 
难 . 

为 了 正式 叙述 ， 需 要 作 相 当 长 的 准备 ， 先 从 对 Wiener 过 程 的 随机 积分 讲 起 ， 如 果 被 
积 函 数 f(t,w) 不 依赖 于 w, 这 种 积分 已 在 88.2 中 作为 特殊 情况 而 有 定义 ， 

从 逻辑 上 讲 ， 本 章 应 放 在 第 六 章 之 后 ， 但 从 工具 来 看 ， 由 于 要 用 随机 积分 ， 故 只 好 延 
后 . 其实 本 章 除 稍 涉及 $8.2 外 ， 并 不 依赖 于 七 , ， 八 , ， 九 三 章 中 的 其 他 内 容 . 

这 一 章 里 所 遇 到 的 随机 变量 与 消 数 都 是 实数 值 的 ， Wiener 过 程 的 参数 v = 1 以 后 不 
青 声 明 . 

(二 ) 设 B(t,w),a < tg<4b 为 可 分 Wiener 过 程 , 我 们 的 目的 是 想 对 某 些 二 元 函数 ft o)， 
定义 积分 ， 

4%) = 人 rroaBro) (3) 


设 对 每 一 te [o, 引 有 一 o 代数 五 (C 开 ) 与 之 对 应 ， 而 且 o 代数 族 五 (a < t < 56) 满足 条 件 


“由 于 此 部 分 位 移 可 看 成 许多 小 的 几乎 独立 的 随机 位 移 的 和 ， 有 中 心 极限 定理 ， 自 然 可 设 它 有 N(0, Wb(t,z)dt) 正 
态 分 布 ， 这 就 是 所 以 特别 考虑 Wiener 过 程 的 原因 . 
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1) 对 每 一 五 < 刀 , Cf,; 

2) 对 每 一 t，B(t,w) 一 B(a,w) 关于 五 可 测 ，; 

3) 对 每 一 4, 二 o 代数 无 与 FT{B(s)-B(),s€ [t,0]} 是 独立 的 . 换 句 话说 ,如 41,…,An E 
请, 而 B1,…, Bm 属于 后 一 o 代数 ， 则 


P(Ai1:.:AnB1i:..Bn) = P(A1:…. An,)::..P(B1:…. B,). (4) 


例 1 作为 这 种 o 代数 族 的 例 , 考虑 取 值 于 任意 可 测 空 间 的 随机 变量 4(w), 它 与 B(t,w)- 
B(s,w),(a stgb) 独立 取 太 =F{A(w); B(Tw)— Blaw)o srs} 则 FAs<tgD) 
满足 条 件 1)-3). 

定义 (3) 中 积分 的 步骤 仍然 类 似 于 定义 Lebesgue 积分 . 

称 实 值 孙 数 f(t,w) 为 简单 的 , 如 果 它 具备 下 列 性 质 : 

(M.1). f(t,w) 关于 (t,w) 是 B81 x 三 可 测 函 数 ， 这 里 B1 表 [a, 引 中 全 体 一 维 Borel 集 . 

(M.2). 当 te [a,4b] 固定 时 ， f(t,w) 关于 天 可 测 . 

(S.3). 存在 分 割 A:a=ao<al<…<an=b,ai 不 依赖 于 w, 使 


flt,w) = f(ai-1,w), Qi-l1&t< ai t=1,.…,n, (5) 


而 且 f(ai,w) 均 方 可 积 ， 即 


|flai, wh P(dw) < 0%, i = 0,1 ,7 (6) 
0 
全 体 简单 函数 的 集 记 为 5. 
对 f(t,w) € 5, 定义 
1(f,w) = 2 f(ai1,w) Blai,w) — Blai1,w)]. (7) 
i=1 


注意 1(f,w) 依赖 于 a,b; 表面 上 它 还 依赖 于 A, 即 I(f,w) = Ia(f,w). 其 实 它 与 A 的 选 
择 无 关 ， 因 为 如 有 二 分 割 Al,As 都 使 (5) 成立， 利用 Ai,As 的 所 有 分 点 而 造 一 分 割 A, 则 
Ta; 与 IA, 都 等 于 从. 

由 (7) 可 见 ，Tj ww 在 S 上 具有 下 列 性 质 : 

a) I(af + Bg,w)= al(f,w)+ BI(g,w), 
其 中 a,8 为 任 二 实 常 数 . 

b) 对 f(t,w) e 5, 定义 


0， 如 max,|f(s,w)|=0， 
Wt,w) = 如 , 
1, max, |f(s,o)| >0, 


则 
(fw) < wb HF, oo) (9) 
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EI(f,w) = 0， (10) 
忆 
ElI(f,w)P = / Elf (tw)Pat. GD) 
证 a),b) 显然 ， 由 (7) 并 注意 独立 性 3) 
EI(f,w) = ED f(ai1,w)lB(oi,w) 一 Bu 


= 2 Ef(lai-1,0) . E[B(ai,w) - B(ai_1,w)), 


然而 Wiener 过 程 增 量 的 数学 期 望 EIB(t,w) - B(s,w)] = 0, 故 得 证 (10). 其 次 ， 利 用 增 量 的 
独立 性 ， 并 注意 B[B(t,w) - B(s,w)]? = t 一 s(t > s), 即 得 


ElI(f,w)l? = 2 Elf(ai_1, wo) EB(o:,w) — Blaii,w)) 


4 一 上 


+2》 ,Ef(ai1,w)[B(ai,w) — B(ai-1,w))] 
i<j 
x flai_1,w): E[B(ai,w) — B(ai_1,w)] 


b 
= 5 Blf(o roe -ac0= f Blflt lat. O 
现在 以 5 表 满 足 条 件 (M.1),(M.2) 及 条 件 
(5.3) [2 Elf(t,w)hdt < oo 


的 函数 f(t,w) 的 全 体 ， 显然 5 2 5. 试 拓 展 I(f,w) 的 定义 域 到 5 上 .为 此 先 证 
引 理 1 在 依 L?(la,] x 9) 中 的 范 


: b 
lb) 有 = / Elf(t, wadt (12) 


收敛 的 意义 下 ，S 稠 于 3. 


-人 如 z € [-N,N]， 
~ 0 如 ze[_N,N]. 


如 果 f(t,w) e 5, 则 因 
(f(t) — f(t) xn (fF(2))| < If) 
(f(#) = f(t,w)) 及 (5S.3), 可 用 控制 收敛 定理 而 得 


b 
Jim f Et) -fxw (fat=0. (13) 
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因此 ， 引 理 结论 只 要 对 有 界 的 f(t,w) se 了 证 明 ， 亦 即 只 要 证 明 ， 对 5 中 有 界 的 f(t,w), 存 
在 所 (t,w) e 5, 使 依 (12) 中 范 有 


(00) = ft oN = 0 一 oo)， G4) 
为 此 ， 补 定义 f(t,w) =0, 如 二 lo, 可 并 且 令 
on() = 去 ， 所 <t< 1 j= 二 0, 土 1,.…， 
则 f[an(t - s) + sa] 是 简单 函数 ， 因 而 只 需 证 明 : 可 选择 点 。 使 对 某 一 子 列 {ny} 有 
Jim lflons(t— s) +s) fb) =0. (15) 
为 证 此 先 证 一 事实 : 如 f(s) 是 有 界 Lebesgue 可 测 函 数 ， 在 某 有 穷 。 区 间 之 外 等 于 0, 则 


lim ~ |f(t+h)— f(s)ds=0. (151) 


ho0 oo 


实际 上 ， 对 每 。 > 0 存在 连续 函数 人 它 在 某 有 穷 区 间 外 为 0, 使 
f M9 -fas < 
利用 Minkowski 不 等 式 得 
古 | 六 e+ 及 -7aopPa| < /V+ -fas +2=2 
于 是 得 证 (151). 今 利用 此 事实 ， 由 (151) 得 
bm rh) -f(as =0. 
从 而 对 任 一 固定 的 如 有 


lim |flan(t) + s,w] — f(t + s,w)l?ds = 0. 


一 
mn 一 oo J_wo 


由 于 Fubini 定理 ， /2 |fian(t) +s,w] 一 了 (t+s,w)?ds 对 (t,w) 几乎 处 处 (关于 二 x 已 二 为 勤 
贝 格 测度 ) 收敛 于 0, 既然 此 (t,w) 的 函数 列 有 界 :， 由 几乎 处 处 收敛 可 推出 平均 收敛 ， 即 


lim [ 人 _ 人 _ on) + md ~ fet wo)dsdtP(dn) =0, 


这 说 明 被 积 函 数 对 (s,t,w) 乘积 测度 也 平均 收 化 于 0. 故 存在 整数 列 {mj}, 使 对 几乎 一 切 s 
有 


lim, 人 / - Jo (D+ s,0)] — (t+ sw) ldtP(dw) =0. 


1! 其实 可 以 为 t 只 在 一 有 穷 区 间 中 变动 . 
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因此 ， 总 存在 30 € [0， 1] 使 


lim [Lf (Flan (0) + s0s0)] = f(t + sosw)l2dtP(dw) 


了 一 Oo 


= pm {Mlewste 30) + 00 ~ fdtP(ds) =0 
NJ 


了 一 oo 


这 便 证 明了 (15)( 取 s = so). 口 
由 此 引 理 ， 知 对 任意 f(t) e 5, 存在 一 列 f(t) € 5S,n = 1,2,…, 使 


b 
,Jim, / Elf(t) — fa(t)l?dt =0. 
于 是 lim 2 Elfa(t) -fm(i)j2dt=0. 由 c) 得 


im, EllT(fn,w) 一 IT(fm, wo) =0. 


7 一 DO 


(16) 


故 I(f,w) 均 方 (因而 也 依 概率 ) 收敛 于 某 随 机 变量 . 我 们 便 定义 7(f,w) 为 此 随机 变量 . 注 
意 I(f,w) 的 值 以 概率 1 唯一 确定 ， 因 为 如 另 有 一 列 所 (t) e 5 也 使 (16) 成 立 ， 则 必 


由 b ~ 
dm, BH) -TF oP = lm, f Blfo() ~ FWPat =0. 


由 极限 过 渡 ， 不 难看 出 在 5 上， 性 质 a),b),c) 仍然 成 立 ， 只 是 在 b) 中 max 应 换 成 sup， 


并 理解 为 几乎 处 处 ， 由 b) 知 ， 对 可 分 过 程 f(t),te [a, 可 ,有 
dj) P(I(f,w)| >0)<P( sup 7 人 | > 0). 


最 后 以 M 表 全 体 满足 (M.1),(M.2) 及 条 件 


(M.3) r( / “|f(t Pat < ~) -1 


的 哨 数 f(t,w) 的 集 ， 试 拓展 I(f,w) 的 定义 到 M 上 . 
仍 以 xn(z) 表 {N,N] 的 示 性 函数 ， 如 f(t) e M, 则 函数 


(0 = fx ( { OPas) eB, 


这 是 因为 
b b 
BF 本 = 下方 大 WP 


注意 如 对 固定 的 w 有 此 jj(sjj2as < N, 则 当 N' > N 时 ， (三 f(s),te last] 亦 即 


sup |fn(t)— fi,(t)|=0. 
axt&b 


(17) 


(18) 


(19) 
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因此 ， 由 (17) 得 
P(IUww -Tojl>os P(f i If (WF >N), 


此 式 右 方 项 当 N 一 co 时 由 (M.3) 趋 于 0, 故 I(f,,w) 依 概率 收敛 于 某 随机 变量 ， 我 们 便 定 
义 If,w) 为 此 随机 变量 . 根据 此 定义 , 不 难看 出 , 在 M 上 ，7I(f,w) 仍然 具有 性 质 a),b),d). 

(三 ) 令 xs 白 为 [ww 引 中 Borel 可 测 子 集 4 的 示 性 函数 ， 设 f(t) e M, 则 f(t)xa(t) eM， 
定义 


| f(t)dB(t) = TUX oh)， 
/ ‘(WaB(t) = ya 
a [a,s) 


作为 积分 上 限 的 函数 ， 试 研究 随机 过 程 ;f(s)4B(s),a < t. 以 下 总 假定 它 是 可 分 过 程 !. 
对 任意 f(t,w) s M, 依 (8) 定义 w(t,w), 但 (8) 中 的 max 应 换 成 sup. 应 用 性 质 b) 于 
所 f(s)dB(s), 立 得 




















SP， [ f(s)dB(s)! < wb ) sup, fu f(s)dB(s)|, (20) 
由 此 可 见 . 
P( sup,| | relaaa| >0) < PC sup WO >0) 2D) 
定理 1 如 果 f(t) € 5, 则 过 程 
cW= f (saa 
是 靳 . 
证 ”由 性 质 c) 知 EIC(t)| < co. 由 随机 积分 的 定义 知 C(t) 关于 五 可 测 ， 如 能 证 
t+h 
z(/ f(s)dB(s)| 万】 =0 (h>0) (a.s.), (22) 
则 有 
BC A) = cl) (as 
两 边 取 EE(-|C(s),s < 得 
E(CGE + AI Cs),s < =0() (as). 
因此 只 要 证 (22) 成 立 ; 或者， 证 明 与 (22) 等 价 的 下 式 也 可 以 : 
t+h 
上 | ， f(s)aB(s)| P(dw) = 二 0 (任意 4e 万). (23) 





1 本 质 上 这 假定 并 未 带 来 限制 ， 因 为 f f(s)dB(s) 对 固定 的 t 只 是 几乎 处 处 确定 ， 故 可 在 一 0 测 集 上 适当 选 定 它 
的 值 以 使 过 程 可 分 ， 详 见 第 三 章 . 
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先 设 f(t) € 5, 这 时 对 t< ak, 由 (M.2) 及 3) 得 
E{f(ar)[B(ag+1) - Blai)]| Fe} = E{f(ar)E[(B(ar+1) — Blar)| Fa]| 7:} 
= E{f(ar)ElBlarti) — Blar)]| F1} = E{f (or) ol =0, 


由 此 及 (5) 可 见 (22) 成 立 . 
今 设 f(t) E 可 由 定义 存在 f(t) e 5, 使 在 均 方 收敛 意义 下 ， 有 
t+h 


t+h 
li.m fn(s)dB(s) = / f(s)dBl(s). 


no00 Jt 


A 广 [fn(s) ~ f(s)JaB( gj < 了 / als) ~ f(aB(®) 
<12 pa [fa(s) - f(s)aB(s) 


既然 (23) 对 f(t) 正确 ， 故 由 上 式 得 (23) 对 f(t) 也 正确 ， 口 
定理 2 对 每 f(t) < M, 可 分 随机 过 程 


于 是 


} -0 (nm 一 00). 





ct) = f f(s)aB(s) 
的 样本 函数 以 概率 1 连续 . 


(24) 


证 回忆 早已 假定 了 的 过 程 可 分 性 ， 如 f(t) e 5, 则 由 可 分 Wiener 过 程 的 概率 1 连续 


性 以 及 
= Dre WIB(ai) — Bl(oii] + f(ar-1)[B(t) ~ Blar-1), 


其 中 大 由 ak <t< ar 决定， 可 见 Ct) 以 概率 1 连续 . 如 f(t)j e 5, 取 f(t) e 5 使 满足 


Ff Bi -tldPat < 
令 G0 一 帮 所 (5)4B(s), 则 如 上 述 s(t) 以 概率 1 连续 ， 而 且 
G0 =e) = las) ~ fea) 
是 著 ， 利 用 81.4 引 理 4 、 可 分 性 及 c) 得 


n2 
P{ ap 0 -lO 2} < EO -6 < = 
因为 》 误 < co, 故 由 Borel-Cantelli 引 理 ( 见 81.5 题 12), 可 见 对 几乎 一 切 w, 存在 no(= 
当 到 > 关 mo 时 


KG 由 一 Gojl< 二 ， 一 切 te 加 


(25) 


no(w)), 
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既然 连续 函数 列 C(t,w) 均匀 收敛 于 (bw), 可 见 C(bw) 也 连续 , 于 是 得 证 定理 结论 对 (1) e 
5 正确 . 
>"} 


今 设 flt) e M. 根据 (21) 
<P{ {vora>N}. (26) 


P{ pf f(s)dB(s)— [i ft (人 pajaaa 








既然 f(t)xn (及 |F(s)l2das) < 5, 故 以 概率 1,f f(s)xn (|f(wl?du) x dB(s) 是 t 的 连续 函 
数 . (26) 中 右 方 项 随 N 一 eco 而 趋 于 0, 故 几 乎 对 一 切 ww 必 存 在 一 No(= No(w)), 使 对 一 切 
t € [a, ob), 当 n 之 No 时 


[i )dB(s )= ffx (fora )aBts) (27) 


由 于 右 方 是 t 的 连续 函数 ， 故 左 方 亦 然 ， 口 

注 此 证 明 揭示 ， 可 以 如 下 应 用 随机 积分 的 定义 : 对 f(t) < 5, 定义 不 变 ; 对 f() E 束 
存在 户 (b e 5, 使 对 几乎 一 切 w, 连续 的 样本 函数 列 让 f(s)dB(s) (n = 1,2,…) 均匀 收敛 于 
太 f(s)aB(s), 故 后 者 也 连续 ， 最 后 ， 对 fb e M, 则 f(t)xw ( 及 17(s)Pas) eB, 而且 对 几乎 一 


切 ww 存在 No = No(w), 使 n> No 时 ， 对 任 一 固定 的 te [o,f f(s)xn (ffGl2du)dB(s) 
是 一 常数 (不 依赖 于 n > No), 这 常数 值 便 是 [f(s)dB(s). 


$10.2 ”随机 微分 


本 节 中 的 B(t,w) (a &t &b),f 仍 如 上 节 ; 此 外 ， 设 实 值 随 机 过 程 a(t,w), b(t,w), z(t,w) 
满足 上 节 f(ti,w) 所 满足 的 条 件 (M.1),(M.2), 并 且 


b 
/ adt w)ldt < o0, 了 bt ol2at < o0. (1) 


于 是 可 定义 , , 
/ a(7, w)dr, / b(T,w)dB(T,w), a<ssgtgb, 


前 者 对 固定 的 w 是 通常 的 Lebesgue 积分 ， 后 者 则 如 上 节 定 义 ， 
我 们 说 ， 随 机 过 程 z(t,w) (a < t < b) 有 随机 微分 dz(t), 而 且 


dz(t) = a(t)dt + b(t)dB(t), (2) 
如 果 对 a < s< tg bb, 关系 式 

Z(t) ~ zs wj 二 / rd / rodB(r (3) 
对 几乎 一 切 ww 成立， 而 且 z(t,w) 以 概率 1 是 1 的 连续 函数 . 
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引 理 1 设 f(t,w)€ M,f(t,w)E€ M, 叉 


[ [fultyw) — f(t,w) dt 二 .0， (4) 
则 下 列 可 分 过 程 间 有 关系 
t t p 
up, / fn(s)dB(s) -/ f(s)dB(s)| — 0 








证 不 失 一 般 性 ， 可 设 f(t,w) 三 0. 考虑 [~1,1] 的 示 性 函数 Xifz)， 令 gn(t,w) 一 fn(t,w) 
xxa( 用 wjPat), 则 mn(tw)e 豆 并 且 


b 
/ |gn(t, ww) ldt <1, 
b p 
/ [ga (tw) at < / f(b) bat 2 0, 
a a 


故 [2 Elgn(t,w)l?at 一 0, 因为 对 有 界 随机 变量 列 ， 均 方 收敛 与 依 概率 收敛 等 价 ， 根据 上 节 
定理 1 及 $1.4 引 理 4 


1 f+ 
r( sup > < 三 / Elgn(t,w)ldt 一 0, 
as<t<sb <E” Ja 





wa 





亦 即 


卫 ,，0. 


| ssaB(s,0) 








sup 
a<t&b 


但 由 假定 (多 , 族 |f(&w)|2dt 0, 故 以 充分 接近 于 1 的 概率 ， 在 某 N 以后， g(t,w) = 
所 (t,w)t e [a 日, 故 得 证 引 理 结论 ， 口 

这 引 理 保证 在 一 定 条 件 下 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 

引 理 2 如 果 


dz(t) = al(t)dt + b(t)aB(t), (5) 
则 
_ z(s)) =/ (2(z(7) - z(s))a(7) 十 pe(rjjdr 
+ pa 2Ee(r) ~ z(ejjalr)aB(r) (9) 
证 GQ) 先 设 b(t)€ 5S. 设 b(t) 对 应 的 分 割 为 Ao:s=t<< :<t 吉 = 二 因而 8 在 


[ti, tir1) 间 为 常数 (w 固定 时 ). 另 取 分 割 列 An : 有 一 tno < tn1 广 < tne, 一 t, nN 之 ]， 并 设 
AnoCAICAzCc:…， 即 Ai 的 分 点 含 于 Al 的 分 点 中 ， 又 设 1A,|= ,Max (tni tii) 一 





0,n 一 oo. 于 是 
2 
(a0 20) = { Dh) -elton)) 
= 2 (tm) — ztny eltni) — z(tni1) + et i) — z (tm) 


j<L 
Ee ys tee (tni) — z(tm_1)] 
= A0) + 4 ( 设 ). 

分 别 考 虑 各 项 ， 定 义 函 数 


pn(t) = tni-1 (tni_1 <t<in, i) i= 1,2,- “' Qn, 


由 (3) 得 
40 = aie(6(n) = asayar + 上 2 人 -zjjardB() 


既然 z(t,w) 以 概率 1 连续 因而 在 [s,4 上 有 界 ， 故 对 第 一 积分 用 控制 收敛 定理 ， 对 第 二 积 
分 用 引 理 1, 得 知 当 nn 一 00 时 ， 4W) 依 概 率 收敛 于 


fae) = ate + ze -zeoaBC) (0) 
改写 4 名 为 
DO Rd aaa 
:Ef vn) 


= BU) + BQ)+ BG)  ( 设 ) 


fn i t 
/ a(T)dr / la(7)ldr7, 
tn i-l1 3 


"pCr)dB amlar 
| 0 Cj| f lalar 
因为 以 概率 1,/*al7)dr 及 /Yb(7)dB(7) 对 ww 连续 ， 故 在 fs 直上 均匀 连续 ， 因 而 当 ”一 co 
时 ， BQ) 一 0, BO 一 0 (a.s.). 
至 于 B83, 则 因 Au C A。, 故 


30 = Due) [Be ) Bl si 


BD) < max 








BO) < 2 max 
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其 中 2 表 对 (7 :51<< 刀 二 二 ) 求 和 ， 由 Wiener 过 程 的 性 质 可 见 


ES Bl, ;) ~ Bltn 2 = ti; 


了 


DY olads 2) ~ Bt i )F = 5 DB 有 -Bl 天 和 


了 
一 cs 了 一 tn 六) < C(ti 一 ti_i)|An| — 0, 
了 
其 中 DD 表 方 差 ， 而 常数 C = - 专 J。(zz - 1)se- 于 dz. 因而 


(2) 
》， [Bi 一 Bt 四 ti 


了 


t 
BS) 工 ， bl) 一 ti1) 一 / b(7)?dr. 
7 3 


于 是 存在 子 列 B8) 一 fb(7)?dr (a.s.). 再 取 {kn} 的 子 列 {4} 使 40 几乎 处 处 收敛 于 (7). 
综合 上 述 ， 可 见 (6) 式 当 b(t) es 5S 时 正确 . 
(区 对 一 般 的 5(#), 选 b.( 引 € 5, 使 
/ lbn(7) 一 b(7)|2dr — 0 (a.s.). (8) 
(6) 式 对 bn(t) 成 立 ， 即 
(zn(t) 一 2n(s)) =/ (2(zn,(7) — zn (s))a(7) 十 刀 (r)jdr 
+ 2len(r) ~ zn(s)jon(r)aB(r), (9) 


其 中 z(t) 是 相应 于 bn(#) 的 (5) 中 的 过 程 ， 因 此 ， 如 能 在 上 式 各 项 中 积分 号 下 取 极 限 ， 便 
得 所 和 欲 证 . 由 (8) 及 引 理 1 得 


Tn(T)— zn(s) — TT)— 2(s), sr&t, 
这 和 收敛 是 依 概率 一 致 收敛， 即 


‘sup |l(zn(7) — zn(s)) 一 (z(7) ~ z(s))| 一 0, 


故 取 子 列 后 ( 仍 记 此 子 列 为 {n}), 得 


sup |(zn(7) 一 Zn(s)) — (zx(7)— zr(s))| 一 0 (a.s.). (10) 
sr&t 
故 t it 
/ [za(7) - za(ejlarjdr — / E(r) ~ z(s)la(r)dr (as (11) 
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由 (8) 得 


[wre f b2 (rT)dr. z (12) 


场 后 ， 由 (9),(8) 可 见 ， 如 在 下 式 积分 号 中 同时 增 、 减 [zn(7) -zn(s)]b(7), 并 利用 (ec+d)2 < 
2(c? 十 d2), 即 得 


/ {[zn(7) — zn(s)]bn(7) — [z(7) — z(s)]8(7)}? — 0 (a.s.), 
由 引 理 1 


t 


f ent) = en)lon(r)dB(r) 全 f fe(r) ~ 2)le(r)aB(r) (13) 
取 一 次 子 列 ， 即 知 上 式 对 此 子 列 ( 仍 记 为 fnj) 在 (as) 意义 下 也 成 立 ， 由 (9),(11),012) 及 
(13) 即 得 所 欲 证 口 
引 理 3 采用 引 理 2 中 记号 ， 当 ?一 co 时 
l(t i) — z(tn ii , / b?(7)dr. (14) 
证 “回忆 函数 ytt) 的 定义 ， 并 利用 (6), 得 上 式 左 方 等 于 
3 [i 7) = z(tn si)Ja(r) + b?(r)}dr 


十 >/ ”2[z(r) — z(tn i_1)]b(7)dB(7) 


= /ep -a(6a(r elr) + PCr)}ar 
fa 2[z(r) — z(gn(r))b(r)dB(7) 


由 于 z(7,w) 以 概率 1 连续 ， 故 在 有 穷 区 间 中 z(7) - z( 和 (7)) 以 概率 1 一 致 收敛 于 0, 于 是 
上 式 后方 第 一 积分 几乎 处 处 趋 于 族 如 (7)dr; 再 对 第 二 积分 用 引 理 1 即 得 所 欲 证 口 
现在 可 以 证 明 K. Ité 的 基本 结果 ， 它 相当 于 普通 复合 函数 的 微分 定理 ， 
定理 1 设 函 数 P(t,XX) 三 F(t,z1,…,zm) 及 其 导数 


Folt, X)= Folt, 71,::, Lm) 一 时 Pttza am 


0 
Fi(t, 六 ) 三 F(t, Zi) ‘,Tm) 一 Br br ,Tm), (15) 
902 
i s(t, X) EF j;(t,z ,Tm) = F(t, zr, ,Tm) 
1 OTiOT; 1 


部 是 连续 晒 数 ,如果 


dzi(t) = ai(t)}dt + bi(t)dB(t), i= 1,2,.…,m, (16) 
y(t) = F(t, X(t)) = F(t, z(t), ,Xn,(t)), (17) 
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则 


dg 人 ={ Fle Xo) + > F(t, X(t))ai(t) 
十 5 并 Ru X(O)b(Ob(D ha 十 { 2 File XW) Yale) (18) 


证 只 要 证 明 对 y(t), 相应 的 (3) 式 成 立 . 由 Taylor 展开 得 
F(t+At,X+AX)— F(t,X) 
=[F(t + At, X+AX)— F(t,X+AX)+[F(t,X+AX)— F(t, Xx) 
=Fo(t + 0At, X + AX)At+ 2 Fi(t, X)Ari+ 3 2 Fij(t, X +OAX)ArAY; 
人 2 了 7 


=Fo(t + OAt,X + AX)At+ > Filt, X)Ar: 
1 1 
十 了 》， Fj;(t, X)ATiAT; 十 3 2 Ei,j (t,z, 这 十 AX)AziAz;), 
1 了 2 


而 县 如 如 用 ,用 十 和 用 在 有 界 区 域 中 变动 ， 由 F: 了 的 连续 性 ， 知 当 AS 一 0 时 ， Ei j(t, X,AX) 
均匀 趋 于 0. 仍然 采用 分 割 A，, 由 上 式 得 


yt)—y(s) = PAF(tn vo, X(tn vo) — Ftn v1, X(tn o-1)))} 
一 SFolt, v—1 十 0(t,, vv tn oh) XX (tn, v))(tn 忆 一 tn v1) 
122 Filtn oi X(t oi) (X(tn ») — X(tn v1)) 


+ PDs ji(tn vl X(tn v1)) (Ti(tn v) — Ti(tn v1)) (zj(tn v0) ~— Zi(tn vo-1)) 


27 Vv 


十 38 j(t, X(t, v1), X(tn v)) 


tj vb 
x (zi(tn v) 一 zi(tn v1)) (z(tn u) 一 zj(tn v1)) 


=An + Bn 十 3Cn + 5D ( 设 ). (19) 
分 别 考虑 各 项 ， 因 F(t,X) 对 (t,X) 连续 ， 又 XX() 以 概率 1 连续 ， 故 
An 一 [ Fo(7, X(T))dr (a.s.). (20) 
其 次 ， 由 (3) 得 
B» = 5 exXGsm)jatnd 


+ 于 Fga(n), XCon(r) er)aB(r) 
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仿照 引 理 2 的 证 法 ， 得 
B, 一 > / RTX(Cr))ai(r)ar+2 / Fi(7T, X(7))bi(7)dB(7). (21) 


为 研究 Cu 先 在 引 理 2 中 ， 以 zi(D),zj(t) 及 zi(b 二 z(t) 代替 z(t), 所 得 的 (6) 式 分 别 记 成 
(61),(62),(63), 作 [(63) 一 (61) (62)]/2 的 式 子 ， 即 得 


[zi(t)—za(s)][z;(t) — zj;(s)] 
- / {zi(7) = zi(s)las(7) + [ej(7) = zy(s)Jas(7) + bi(7)b;(7)}dr 


+ f {etn) = sts(n) + les(n) = wots(r) dr) (22) 
以 (22) 代入 Cn 的 表达 式 中 ， 得 
0 =5 Fst6n(r), Xbn (li) -silon(r))ailr) 
+ (03(7) s(n(r))as(r) + blr)by (Dlar 
+ 5 { FC6n(0), Xpn(DD) = ila (hl?) 
+ (27) = wi(pa( Th)aB(), 
由 zx 的 的 均匀 连续 性 及 瓦 ; 的 连续 有 界 性 ， 凡 舍 zk(t) 一 zp(pn(7T))(k = 纪 7) 都 趋 于 0, 故 


Cn 一 2 / Fj{7), 2(T))bi(T)b;(T)d7. (23) 
最 后 ， D 中 的 ei; 由 于 X(t) 的 连续 性 以 概率 1 对 "一致 地 趋 于 0,m 一 co; 又 由 引 理 3 
(Dre di hss) = so |) 
< Silt 0) — Tiltn v1)) » D(zj(tn vo) — Tj(tn 0-1))? 
£, / b2(T)dr / 好 (r)dr. 
故 得 D,,。 -0. 由 此 及 (20),(21),(23) 即 得 所 欲 证 ， 口 
810.3 ”随机 微分 方程 的 马尔 科 夫 过 程 解 


(—) 设 已 给 二 元 函数 alt, €) 及 b(t,€),t E [a, 6],é E Ri, 对 它们 加 上 一 定 条 件 后 ， 可 以 研 

究 随机 微分 方程 
dz(t,w) = alt, z(t,w)ldt + blt, z(t, wv)]aB(t, w), (1) 
z(ww) = 4(w) (开始 条 件 )， (2) 
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其 中 x(t,w)(t € [a,9]) 是 待 求 的 过 程 ， B(t,w)(t € [a,9]) 是 参数 o = 1 的 可 分 Wiener 过 程 ， 
4(w) 是 已 给 的 随机 变量 ， 如 上 节 所 述 ， 解 方程 (1),(2) 也 就 是 要 解 随机 积分 方程 


z(t) 一 z(a) = 上 a[s,z(s)]ds + bls, z(s)|aB(s), (3) 
zr(a)= A (4) 


(w 均 略 而 不 明 写 ). 

象 解 普通 微分 方程 一 样 ， 自 然 地 发 生 三 个 问题 : 什么 时 候 解 存在 和 唯一 ? 解 有 什么 性 
质 ? 容易 想象 ， 应 该 对 a(t,&),b(t,&) 及 4 加 上 足够 的 条 件 ， 才 能 使 前 两 个 问题 有 正确 的 答 
案 ， 这 时 解 的 性 质 也 依赖 于 所 加 的 条 件 .， 结果 发 现 ， 这 些 条 件 一 般 地 涉及 alt,&),b(t,é) 的 
某 种 连续 性 ， 或 对 它们 的 大 小 加 以 控制 ， 此 外 还 假定 某 种 李 卜 西北 条 件 . 在 这 些 条 件 下 ， 
可 以 证 明 唯一 的 解 是 马 氏 过 程 . 

下 面 便 来 正式 叙述 这 方面 的 一 些 结果 . 

设 已 给 满足 下 列 条 件 的 二 元 函数 a(t,é),b(t,&),t e [a,b],t € Ri: 

HH: 它们 是 (1,é€) 的 二 元 Borel 可 测 函 数 ; 

H2: 存在 常数 使 


la(t, | < kK(1 + €2)3, 0 < b(t,€) < k(1 + é2)E; 
Ha: 关于 均匀 地 满足 李 卜 西 兹 条件: 


la(i, £2) — alt, £1)| & klé2 — &1l, 
lo(t, €2) ~ b(t, E)| & klé2 — &l. 
对 已 给 的 随机 变量 4(w)(= x(a,w)), 假定 
Al : A(w) 不 依赖 于 一 切 B(#) - B(s), s,t € [a, 旨 ]; 
A2: EA?(w) < oo. 
在 这 些 条 件 下 ， 我 们 希望 寻求 满足 下 列 条 件 的 随机 过 程 z(t),t € la, 中 : 
C1: z(t) 的 一 切 样 本 函数 在 [a,8] 上 连续 ; 
: 几 Elz(t)|?dt < oo; 
: 对 每 te [a,9],z(t) 一 z(o) 关于 o 代数 无 可 测 : 


= TF{A(w); B(7T) ~ Bla), a < 7 gt. (5) 
有 时 候 还 可 以 考虑 C2 的 加 强 条 件 


Ca :也 2 
4 {ma% z(t,w) }<o. 


为 了 保证 以 下 用 到 的 随机 积分 有 意义 ， 先 证 明 下 面 的 
引 理 1 设 也 ,Ho, 开 3 满足 ， 而 且 过 程 z(t,w) 具有 性 质 C1,C2,03, 又 zx(a,w) = A(w), 则 
由 


z(t) =/ als,z(sds+ 上 bls, z(s)JdB(s) (6) 
所 定义 的 任 一 过 程 Z(t) 具有 性 质 C2,C3， 对 每 个 固定 的 t, 可 以 适当 地 定义 (6) 中 第 二 积 
分 ， 使 还 有 Cu 这 时 z(t) 也 有 C4. 
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证 首先 证 明 (6) 中 二 积分 有 意义 ， 实 际 上 ， 由 Hi,Hs 及 Ci 可 见 对 一 切 w, 第 一 个 被 
积 晒 数 是 在 有 界 区 间 中 有 界 的 Borel 可 测 孙 数 ， 匣 第 一 积分 是 t 的 连续 函数 ; 其次， 由 HI 
及 Ci 易 见 bls,z(s,w)] 满足 $10.1 中 条 件 (M.1); 关于 (5) 中 的 五, (M.2) 显然 满足 ; 又 由 也 


t b 
/ Elb(s, z{s))| ?ds < a {1+ Elzs|}ds < oo， 


知 (5.3) 也 满足 ， 因 而 根据 810.1 知 随机 积分 :5[s,z(s)JaB(s) 有 意义 ， 它 的 值 在 一 零 测 集 
(依赖 于 t) 上 可 自由 选择 ， 

” (6) 中 二 积分 由 定义 是 z(s) 及 B(s) - B(a)(a < s < 1) 的 可 测 淫 数 ， 由 Cs 知 z(s) - z(a) 
为 天 可 测 ， 既然 z(a) = 4, 故 z(s) 也 为 到 可 测 ， 从 而 z(t) 作为 二 积分 的 和 ， 也 是 五 可 
测 ， 即 z(t) 也 满足 C3. 

在 $10.1 中 已 证 明 : (6) 中 第 二 积分 当 t 变动 时 是 拷 ， 而 且 对 每 个 适当 选择 它 的 什 
后 可 使 3(t) 以 概率 1 连续 ， 故 再 在 一 个 不 依赖 于 t 的 零 测 集 上 改变 它 的 值 后 ， 可 使 E(t) 具 
有 C1. 这 样 选 定 的 F(t) 必定 还 有 C4, 这 可 从 下 面 二 式 看 出 : 


】 <ef|/ ostllas] } 


b 
<(b— oe | E{1+ 2?(s)}ds < o0; (7) 


可 max 


acteb 


[ als, z(s)]ds 








其 次 , 既然 (6) 中 第 二 积分 是 蒜 , 它 的 绝对 值 由 $1.4 例 5 是 半 拷 ， 故 由 $1.4 引 理 5 及 $10.1c) 


】 < 4p{ | as,atoans)| } 


< 4 | toes las < 4k? fn + E{zx’(s)}ds < oo. (8) 


中 max 


CStSb 


/ bls,z(s)]dB(s) 


0 








由 C4 这 得 C2. 最 后 注意 如 Cs 对 一 种 选 定 的 z(t) 成 立 ， 则 对 各 种 选择 都 成 立 ， 因 为 对 固 
定 的 已 最 多 具 能 在 -- 零 测 集 上 ， 选 得 与 X(t) 不 同 ， 口 

定理 1 设 已 给 满足 Hi,Hz,Hs 的 函数 a(t,&), b(t,6),t € [wbee Ri, 又 随机 变量 4(w) 
满足 条 件 A1,A2, 则 存在 方程 (3) (4) 的 解 z(t,€),te [w 攻 它 是 具有 性 质 C1,C2,C3,Cs 的 随机 
过 程 ; 这 解 在 下 列 意义 下 唯一 : 如 z(t,w) (te [a, 引 ) 是 任 一 具有 CC2,Cs 的 随机 过 程 解 ， 则 


P(z(t,w) = 3(t,w), 一切 te [ac 中 ) = |. (9) 
证 用 逐步 帝 近 法 解 (3),(4). 取 zolt,w) 为 任 一 满足 C1,Cz,Cs 及 zla) = 4 的 过 程 ( 例 
如 可 取 zolt,w) = 4(w)) 根据 引 理 1 可 以 逐次 定义 z(t): 
zn(t) = A+ [aloes loa + [asan (saBe), (10) 
并 使 每 个 z(t) 都 具有 C1,C2,C3,C4. 现在 证 明 : 几乎 对 一 切 w, 存在 关于 + 均匀 收敛 的 极限 


im zn(t,w) = z(t,w); (11) 
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这 极限 zw) (t € [a, 晶 ) 是 具有 Ci,Cz,C3,C4 的 过 程 ; 而 且 以 概率 1 关于 上 均匀 地 有 


Jim als,zn(sds = 人 al[s, x(s)]ds, (12) 
Jim, / bls, zn(s)aB(s) = 上 bls, x(s)ldB(s), (13) 


从 而 z(t,w) 是 (3),(4) 的 解 . 
为 了 证 明 这 些 结论 ， 记 


nz(t) = zn(t) — zn-1(t), 
na(t) = alt, zn(t)] ~ alt, zn—1(#)], (14) 
nb(t) = blt, za(t)] ~ blt, zn1(t)]. 
由 Hs 得 
[Ana(t)| < EIAnz(t), An 的 入 有 IAnz(|， (15) 


利用 Me6prmes 不 等 式 


Pp! max 


agti<b 


t b 
/ Ana(s)ds| > 2 } < r{ |/ klA,z(s)|ds > 2 } 


< | [neseoa| 上 (16) 








然而 由 (10) ， ， 
Anz(t) =-/ Anials)ds+t / An_1b(s)dB(s), 
根据 不 等 式 ， 2 
(二 cn) <n) G2, (17) 
k= 二 1 k=1 


并 利用 (15), 便 得 
] 
对 BE{|An_1z(s) 上 ?2} 再 用 此 估计 式 ， 如 此 连用 下 去 ， 可 见 对 任意 te [c, 引 由 Cs 有 
nl pt pt tn 一 2 
E{IAnz(t)P} < |>ee-o+ | [ [ -|/ ElAiz(tn_) hdtn_ 1. dt 


2 n.—1 凶 ” oa)" ce 
< [2k2(6— a+1) ‘BE{ ma (A12(t)) }- ny < my 





[ An_1b(s)dB(s) 





[ A, 1a(s)ds 】 + 251 


< 2k2(b—a+1) [ E{IAn_1z(s)|?}ds (n> 1); 


E{|Anz(D)?} < 251 











(18) 
其 中 < 是 某 常数 .以 (18) 代入 (16), 得 (16) 最 右 方 值 不 超过 
4"(b — a)k2c"-! 


(n ~ 1)! 
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而 这 是 收敛 级 数 的 公 项 ， 因 此 ， 根 据 Borel-Cantelli 引 理 ， 对 几乎 一 切 w, 存在 正 整 数 N(= 
N(w)), 使 n 宇 NN 时， 有 , 
/ Anal(s)ds 


其 次 , 按 810.1 定理 1, 过 程 Anb(s)dB(s) (te [a,4]) 是 靳 ， 它 的 绝对 值 成 半 靳 ， 由 81.4 


引 理 4 得 2 
宕 27 se } 


b b 
“| E{|lAnb(s)|}ds < ow E{[A,.z(s)]*}ds < (b ~ a), 


< 2 一 nm. (19) 


nax 
at<b 








P{ max 


aSteb 


l Anb(s)dB(s) 





[ Anb(s)dB(s) 
再 由 $10.1c) 及 (15),(18) 最 后 一 项 等 于 











Anrk2cn-1 
(no—1)! 





于 是 同上 知 : 对 几乎 一 切 w, 存在 Ni(= 和 Ni(w)), 当 n>Ni 时 





3 / Anb(s)dB(s) 





5 <2 (20) 


由 (19),(20) 可 见 (10) 中 右 方 二 积分 以 概率 1 当 n 一 co 时 ， 关 于 + 上 均匀 地 趋 于 极限 ， 故 (11) 
生生 和 上 于 是 z(t,w),t € [a,9] 以 概率 1 是 连续 函数 ， 在 一 零 测 集 (不 依赖 于 t) 上 改 
定义 z(t),t e [ao 可 使 x(t) 同时 满足 C1,Cs. 今 证 它 还 有 Cz, 从 而 再 由 引 理 1, 知 它 也 有 
Ca. gp 对 每 个 固定 的 当 n>mm 一 品 时 ， 


E{[zn(t) — zm(t)]?} = 如 | an 人 


和 2 > 2iE{[A;z(t)] < (21) 


7 三 m 二 1 

故 存在 极限 :imzn 人 ,因为 均 方 收敛 极限 与 几乎 处 处 收敛 极限 相同 (a.s.), 故 在 上 式 中 令 
n 一 00 便 得 

E{[z(t) ~ zm(t)]?} < 27 





这 样 便 证 明了 : z(t) 有 C2. 
今 证 (12),(13) 以 概率 1 关于 上 均匀 成 立 . 上面 已 证 明 (12),(13) 中 左 方 积分 关于 上 均匀 
收敛 (a.s.), 于 是 由 (11) 及 Hs 得 证 (12). (13) 则 可 由 下 列 不 等 式 及 Borel-Cantelli 引 理 推出 : 


P{ a >1} 
hae [sz(ej] — bls, zn(s)]}?]ds 
& k2n? [ E{lz(s) - zn(s)]?}ds < k2n22-" ee (6—a). (22) 


/ {bls, 2(s)] - bls, zn(s)]}dB(s) 








Wf (ee) < < 2ia? 
z 一 1 i 
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现在 证 唯一 性 ， 设 z(t),z(t) 是 (3),(4) 的 两 个 解 ， 而 且 都 有 性 质 C1, C2,Cs. 利用 证 明 
(18) 的 方法 ， 可 得 


Elz(t)— Z(t) < agtgb, 


nt 
于 是 P(z(t) = 2()) = 1, 从 而 

P(z(7) = (7) 对 [ao 如 中 一 切 有 理 点 > 成立)= 1; 由 此 并 利用 Ci 即 得 (9). 口 

(二 ) 试 进一步 研究 由 定理 1 所 确定 的 过 程 z(t,w) (t € ia) 的 性 质 . 因为 它 是 方程 


z(t,w) = A(w) + a[s,z(s)jds +/ bls, xz(s)]daB(s) (23) 
的 解 ， 故 对 任意 7,a< Tt 5b, 有 


z(t,w) = 7(7,w) + olez(alde+ 人 bls, z(s)ldaB(s). (24) 
根据 Cs, z(7) 关于 大. 可 测 (注意 z(a,w) = 4(w)), 因此 ， 由 Al 及 Wiener 过 程 增 量 的 独立 
性 得 知 ， z(7) 不 依赖 于 B(t) - B(s), ste [7,4]; 回忆 Ca, 可 见 对 z(7), 条 件 A1( 其 中 [a,4] 应 
换 为 [7, 蝇 ) 及 As 都 满足 ， 因 此 xz(7) 对 (24) 的 作用 ,正如 4(w) 对 (23) 一 样 . 应 用 定理 1 于 
(24), 由 其 中 的 Cs 得 知 ，z(t,w) 是 F{z(7T,w), B(s,w) 一 B(T,w),T 5 世 的 可 测 函 数 ， 故 由 
附 篇 引 理 6, 存在 无 穷 维 Borel 可 测 函 数 f(zo,z1,72,…)(Tzi ER) 及 te [7,4,i 二 1,2,…, 使 


z(t) = f(z(7), B(t1) ~ B(7T), B(t2) — B(7T),.…). 


既然 z(ww) (wu < 让 是 FF{A(w),B(v,w) 一 B(a,w),a < v4)} 的 可 测 沙 数 ， 故 B(s,w) 一 
B(7T,w),(T 挟 s 与 x(ww)(a < 4 & 7) 独立 于 是 根据 84.5 ,12 题 及 其 注 ， 便 证 明了 
z(t,w),a tsb 是 马 氏 过 程 ， 它 的 转移 概率 为 


p(T,€,t, A) 二 P(xelt, w) € A) (4 所 1 )， (25) 


这 里 ze(t,w) 是 方程 (24) 在 条 件 P(x(7,w) = £) = 1 下 的 解 ， 这 时 概率 已 集中 在 (z(7,w) = &) 
上 . 


现在 来 研究 z(t,w),t € [a,8] 的 无 穷 小 算 子 . 对 任意 二 次 连续 可 微 而 且 在 有 界 集 外 等 于 
0 的 函数 f(&),t € Ri, 定义 


fa, f(n)p(7, ET 十 A7， dn) 一 f(é) 


M10 = dn, C9 
其 中 收敛 是 逐 点 意义 下 的 ， 试 证 
A f(€) = ol, é) 7 (€) + Slr,€)21"(€). (27) 
实际 上 ， 记 上 述 ze(t,w) 为 Y(t,w), 则 由 
dy¥ (#) = alt, Y(t)]at + blt, 站 
(28) 
Y(t) =é 
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及 810.2 定理 1 得 


A(Y(r + Ar) - 7 
T+AT 
= {reel Yr) + B70 YF ha 
" T+AT 
+/ fr)aB() 
Ef(Y(r + A7)) — /(€) 
T+AT 1 
=- {fat YO) + 3" (0)ol, (0) a 
后 式 中 用 到 $10.1 性 质 c); 这 里 可 在 积分 号 下 取 极 限 的 原因 是 : (和 ),/"() 都 是 在 有 界 集 


外 为 0 的 连续 函数 ， 故 被 积 函 数 是 (s,w) 的 有 界 函 数 ， 
根据 上 一 段 (25) 式 ， 有 


p(T,é,7+ AT, A)= P(Y(7+ AT) € 4), 


E(f(Y(r + A7)) - =/ (CD - fF(E)p(7,€,7 + AT, dn), 


于 是 


Arf() = dim Ez 0 ~ FOP, ks + Ar, dn) 


T+AT 
= dm {fo Yr) + YO) YO ha 
然而 {} 中 的 函数 有 界 ， 而 且 当 Ar -，0 时 趋 于 了 六 (6)a(r,é) + "(8)(t,)? 此 极限 不 依赖 于 
w, 故 得 证 (27). 

总 结 上 述 ， 得 

定理 2 设 z(t,w) (te [二 是 由 定理 1 所 确定 的 过 程 ， 则 它 是 马 氏 过 程 ， 转移 概率 由 
(25) 给 出 ; 而 且 (27) 式 成 立 ， 其 中 f 是 二 次 连续 可 微 而 且 在 有 界 集 外 等 于 0 的 函数， 又 如 
att6, Wb) 与 + 无 关 ， 则 解 z(t,w) (te [o 名 的 转移 概率 是 齐 次 的 ， 

证 只 要 证 最 后 一 结论 ， 由 (25), 只 要 证 


t t 

-0=e+/ a(e(o)as+ 上 b(x(s))dB(s), 

艺 十 让 tu 

之 4) 一 a(z(s))ds b(z(s))dBl(s 

(r=e+ ale)as+ .sele)aBls) 
的 解 人 与 z(t+w) 有 相同 的 分 布 ， z(t) 及 zlt+ 可 看 成 自 zo(t) = 及 zo(t+4) 三 & 出 发 
( 即 0 次 表 近 ) 的 逐次 逼近 解 . 第 ”次 逼近 式 分 别 记 成 z(t), z(t+4), 对 n 用 归纳 法 ， 可 见 
zn(t) 是 (B(s)--B(7),T < s <1) 的 可 测 函 数 ，z(t+4) 是 (B(s+t)--B(T+w),T < s < 二 的 可 
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测 函 数 ， 而 且 二 者 有 相同 的 形式 ， 换 名 话说 ， 存 在 无 穷 维 Borel 可 测 函 数 已 :ts,r 乏 s 忒 让， 
使 


zn(t) = ni(B(s) — B(T),T < s <1) (a.s.), 
zn(t+u)= Fri(B(s+u)— Bl(T+u),T st) (a.s.). 


既然 (B(s)-B(7),7 sg) 与 (B(st+u)-B(7+u),T7 < st) 有 相同 的 分 布 , 故 zn(t), zn(t+%) 
也 有 相同 的 分 布 ， 于 是 它们 的 极限 z(t) 及 z(t 十 4) 也 如 此 口 

(三 ) 例 ， 

例 1 如 2(t,é) 三 0, 则 (1),(2) 化 为 


dz(t,w) = alt, z(t,w))dt, 
rz(a,w) = A(w). 
当 w 固定 时 ， 上 二 方程 是 普通 的 微分 方程 ， 故 可 用 通常 的 方法 解 之 ， 在 这 例 中 ， Wiener 
过 程 不 出 现 . 
例 2 如 a(t,é) 二 0, b(t,é) = b(t) 不 依赖 于 &, 则 (3),(4) 可 合 写 为 
z(t,w) = A(w) 十 / b(s)dB(s). (29) 


右 方 被 积 函 数 中 不 出 现 待 求 的 过 程 ， 此 积分 重合 于 $8.2 中 所 定义 的 关于 Wiener 过 程 的 积 
分 (参看 88.2 例 1). 只 要 b(s) 为 Borel 可 测 ， 而 且 


[haceras < oo， 
(29) 中 随机 积分 便 有 定义 ， 计算 此 积分 后 ， 加 上 4(w) 便 得 z(t,w),t € fo, 可 
由 于 Wiener 过 程 的 增 量 有 正 态 分 布 ， 故 (29) 中 随机 积分 也 有 正 态 分 布 ， 利 用 810.1 c)， 
得 
CH )daB(s) = 0， 


(yaBo)| 








= lb(s)| as 


由 此 可 见 /5(s)dB(s) 有 正 态 分 布 N we [Jo(s)12as] 
` 为 求 转移 概率 ， 利 用 (25) 


t 
p(7,&,t, A) = Plzelt, w)€A)= P(e +/ b(s)dB(s) € 4 
一 3 3 e—*/ A 
e(/ 8(s)dB(s) e 4 一 ¢) = 5 人 ta, 
其 中 集 4 一 £= (my 一 :mE 4); 参数 人 为 
t 
A=/ jb(s)2ds. 
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鉴于 (29) 的 表达 形式 ， 自 然 称 z(t,w) (t € [wj) 是 从 Wiener 过 程 经 时 间 变 换 而 得 到 
的 马 氏 过 程 ， 特 别 ， 如 Ms) 恒 等 于 常数 ， 它 还 是 齐 次 的 . 
例 3 郎 之 万 (Langevin) 方 程 为 
dz(t) = ~az(t)dt + BdB(t), (30) 
其 中 oa,8 是 二 正常 数 . 利用 810.2 定理 1, 取 n=1,F(t,z) = estz, 得 
d(e*tz(t)) = 0.dt + BertdB(t), 


亦 即 ， 
extzr(t) ~ erz(T) = a | edBl(s), (31) 


或 者 ， 
zz 的 一 erbz(7) = 5/ et-s) gqB(s), (32) 


T 


右 方 被 积 函数 不 依赖 于 w. 因为 
[ le ®t 2ds < o0, 


大 (32) 右 方 项 当 7 一 -coe 时 均 方 收敛 于 某 随机 变量 ， 故 存在 均 方 极限 y(w) = 
li.me®"z(7). 于 是 (32) 化 为 


z(t) ~ ety(w) = 5/ eett-s)dB(s). (33) 


一 Oo 


如 果 假 定 所 求 的 解 满足 条 件 : “{Blz()l2, te Ri} 有 界 ”， 则 y(w) = 0 (as.) 而 (33) 化 为 
0)=8/ ealt-WgB(u). (34) 


于 是 得 到 了 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 我 们 已 在 88.2 例 1 及 89.3 (二 ) 中 遇 到 它 ， 以 前 已 证 
明 它 是 正 态 、 平 稳 的 马 氏 过 程 ， 甚 至 证 明了 它 在 一 定 意 义 下 是 具有 这 些 性 质 的 唯 -- 过 程 ， 
并 求 出 了 它 的 谱 密 度 等 等 
由 于 z(t) 是 (30) 的 解 ， 而 w 8 与 + 无关 ， 故 由 定理 2 知 z(t) 是 齐 次 马 氏 过 程 ， (27) 
化 为 
4rH(6) = -at7(6) + 3827"(6) 


附 记 ， ”自然 , 除 Wiener 过 程 外 , 随机 积分 还 可 以 关于 其 它 过 程 或 随机 测度 而 定义 ， 
详 见 [16] 及 下 列 文献 1,3. 在 1 中 特别 地 证 明了 ， 如 alt,&), b(t,&) 满足 Hs, 而 且 是 (i,é) 的 连 
续 函 数 ， 那 么 方程 (3),(4) 有 唯一 的 连续 的 马 氏 过 程 解 z(t,w), te [a, 相 . 用 随机 微分 方程 的 
方法 ， 还 可 研究 更 一 般 的 所 谓 混 合 型 马 氏 过 程 (以 间断 型 及 扩散 过 程 为 特例 ), 见 1 及 其 中 
所 引文 献 . 


306 ， 





参考 文 献 


[1] Cropoxon, A. B., HccnenopaHuns no TeopIm cnyydaMHbIXx HPOIeccoB，1961 

[2] Doob, J.L., Martingales and one dimensional diffusion, Trans. AMS, 78(1955), 168-208. 

[3 Uté K., On stochastic differential equations, Mem. AMS, 4(1951), 1-51. 

[4] Ckopoxon, A. 也 .，CToxacTIJdecKe ypPaBHeHUA NAA IPoUeccoB II 中 中 ys ¢ FTPaHHM- 
KaMH, LI II, Teopa BepoRmT，HM ee IPHM.，6:3(1961)，287-298; 7:1，5--25. 

[5 TaupcanHos, UH. B., II[prnmep HeeIMHCTBEHHOCTH peIIeHMH CTOXaCTHJdecKOFO yYPaBHeHIR 
K. Mro, Teopus BepoHT. nH eé npuMm., 1961, 336-342， 


, .307 . 





附 篇 测度 论 的 基本 知识 : 


(一 ) 设 8 是 抽象 点 w 的 集 ，9 = (w). 9 的 某 些 子 集 所 成 的 集 和 = {4} 称 为 9 中 的 
0 代数 ,如果 

1.1. Qe, 

1.2. 如 AefF, 则 A=0-Ae 基 ; 

1.3. 如 Ai € ,i =1,2,…, 则 UU 之 1 Ai € 大 . 
由 此 可 以 推 知 : 

1.4. $=0-—-QeF, 四 

1.5. 如 A; € ,i 二 1,2,…, 则 Na = UA ef. 


称 集 0 为 可 测 空间 , 如 果 在 Q 上 已 确定 了 一 o 代数 下; 通常 记 此 可 测 空间 为 (Q, 三 ). 
大 中 的 集 称 为 可 测 集 ; 如 果 没 有 其 它 的 e 代数 足以 混淆 时 ， 就 简称 为 可 测 集 . 

定义 在 入 上 的 集 函 数 P(4) (4 € 万, 取 实 数 及 二 无 穷 oo 及 -oo 之 一 为 值 ， 如 果 
P($) = 0; 而 且 具 有 完全 可 加 性 , 即 如 

2.1. 对 有 穷 或 可 列 多 个 集 hi € 了 ,i=1,2,…, 4i4; = 9,i 关 j, 有 


PCUM4i -DP 上 


就 称 PP 为 下 上 的 广义 测度 ; 非 负 的 广义 测度 称 为 测度 , 满足 条 件 : 

2.2. P(Q) = 1 的 测度 称 为 概率 测度 , 或 简称 概率 . 

把 三 个 对 象 Q, 下 及 P 写 在 一 起 ， 称 (0, 开 ,P) 为 测度 空间 ; 特别 ， 当 P 为 天 上 的 概率 
时 ， 称 (9, 开 , PP) 为 概率 空间 . 

比 o 代数 较 宽 的 概念 是 所 谓 代 数 . 称 9 的 某 子 集 系 下 为 0 上 的 代数, 如 果 和 满足 条 
伯 

1.1. 0 e 下 ; 

1.2. 如 4e 和 大, 则 了 e 和 ; 

1.3', 如 Ai€ ,i=12,…,n, 则 UU hie 开 ,这 里 n 为 任意 正 整数 . 

?一 1 


显然 任何 o 代数 是 一 代数 ， 而 且 上 述 1.4 及 1.5 也 对 代数 成 立 ， 但 此 时 1.5 中 i 只 取 有 限 多 
个 值 . 

类 似 地 可 以 定义 代数 下 上 的 广义 测度 与 测度 已, 只 是 2.1 应 修改 为 

2.1 对 Ai EF,i=1,2,.…, 44 = $i#j) 又 Uz Ai € £, 有 


P(U 4 = Dr) 


1 本 篇 叙述 本 书 要 用 到 的 测度 论 知识 ， 凡 是 在 [20] 中 能 找到 证 明 的 定理 ， 这 里 都 不 重新 证 明 . 
2 如 事先 假定 大 不 空 ， 则 条 件 1.1 可 自 1.2 与 1.3 推出 ， 又 集 (w :we A,wEB) 记 为 AnB 或 4B. 集 甩 称 为 4 
的 补 集 - 
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设 己 是 代数 下 上 的 测度 ，4Ee 下 如 P(4) < co, 就 说 4 有 有 穷 测度 ; 如 存在 一 列 集 

{4Aw} C 大 ,使 ， 
ACI)An, P(An) < co 三 12 

就 说 4 的 测度 是 v 有 穷 的 . 如 三 中 每 一 集 4( 等 价 地 ， 空 间 9) 的 测度 有 穷 (或 o。 有 穷 ), 就 
说 测度 已 是 有 穷 的 (或 o。 有 穷 的 ). 称 已 是 完全 的 , 如 果 Ae, P(A4)=0,BC4, 则 BE 天 ， 
因而 P(B) 必 等 于 0. 

以 后 我 们 称 每 个 测度 为 0 的 集 为 0 测 集 . 

完全 可 加 性 条 件 有 时 很 难 验 证 ， 试 给 出 与 它 等 价 的 条 件 . 

定理 1 为 使 定义 在 o 代数 (或 代数 ) 环 上 的 非 负 ， 有 穷 函 数 P(4) 具有 完全 可 加 性 2.1， 
充分 必要 条 件 是 : 

(i) 可 加 性 : 即 对 任意 有 穷 多 个 hi e 大 AiAhj = 加 i 关 也 1= 1 则 


人 -2 


(i) 连续 性 : 即 对 任 一 列 {4%} € 天, 4 > 4 2-…, 如 果 门 4, = $9, 则 


lim P(An)=0. 

条 件 (ii) 称 为 连续 性 公理 . 

设 8 的 子 集 系 为 4 = (4), 它 本 身 未 必 是 一 代数 或 o 代数 . Q 中 一 切 包含 4 的 c 代 
数 的 交 仍 然 是 包含 4 的 o 代数 ， 记 此 交 所 成 的 c 代数 为 {4A}. 显然 ， {4} 具有 如 下 的 
最 小 性 : 如 三 为 任 一 含 4 的 go 代数， 则 下 3>F{4}. 因此 ， 称 {A} 为 含 4 的 最 小 o 代 
数 , 有 时 也 称 由 A 所 产生 的 o 代数 . 

下 面 二 定理 非常 重要 ， 在 实际 中 ， 起 初 常常 是 在 一 代数 上 定义 一 o 有 穷 测 度 ， 然 后 扩 
大 它 的 定义 域 到 某 些 更 大 的 o 代数 上 去 . 

定理 2 (测度 的 扩张 ) 设 已 是 代数 4 上 的 c 有 穷 测 度 ， 则 在 F{4} 上 存在 唯一 的 o 
有 穷 测 度 ,使 对 任意 4e 4 有 P(4) = P(4). 

P(4) 称 为 已 的 扩张 . 

定理 3 (测度 的 完全 化 ) 设 / 是 代数 和 上 的 测度 ， 则 一 切 形 如 1 4AN 的 集 构 成 含 
下 的 o 代数 天 ,这 里 NN 是 三 中 某 0 测 集 的 子 集 ，A Ee 天 ; 如 定义 集 函 数 FL4AN) = jp(A4)， 
则 五 是 天上 的 完全 化 测度 ， | 

五 称 为 的 完全 化 测度 ， 而 天 称 为 天 关于 4 的 完全 化 o 代数 . 注意 六 不 仅 依赖 于 
大 而且 依 赖 于 p. 显然 ， 天 > 大 

比 代 数 及 o 代数 稍 宽 的 概念 是 环 与 o 环 . 称 非 空 集 系 RR 为 环 如 果 由 A1 e R, A> e 已 
可 推出 A1U 4z € R, hi 一 42 € R. 称 非 空 集 系 5 为 o 环 ， 如 果 由 4; e 5,i = 1,2, 可 推出 
A1 一 A2€ 5; 而 且 由 4;€ 5,i=1,2,…, 有 穷 或 可 列 多 个 ， 可 推出 U 4ie 5. 

- i=1 


环 (或 o 环 ) 是 代数 (或 o 代数 ) 的 充分 必要 条 件 是 它 包含 Q. 
TAAB 表 集 4, 忆 的 对 称 差 ， 即 保 (4 -- B)}U(B 一 4). 
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完全 一 样 地 可 在 环 (或 o 环 ) 上 定义 广义 测度 与 测度 类似 地 定义 测度 的 有 穷 性 、 
有 穷 性 及 完全 性 .定理 1,2,3 中 ， 以 “ 环 "*“c 环 ” 分 别 替 换 “ 代 数 ” 与 “co 代数 ” 后， 结论 仍然 

然而 ， 以 后 我 们 很 少 遇 到 环 或 c 环 ， 

(二 ) 作为 可 测 空 间 的 重要 特例 是 n 维 Borel 可 测 空间 (R,B), 这 里 RR 是 n 维 实数 空 
间 ， 即 R, 中 每 一 点 是 n 维 点 (和 1,… ,入 ), 其 中 每 一 坐标 Xe e Ri( 全 体 实数 空间 ), 而 B。 是 
R。 中 全 体 开 集 所 成 的 子 集 系 石 所 产生 的 o 代数 ， 即 


B, = F{Fo}. 


考虑 R, 中 以 下 各 子 集 系 : 
亡 = {全 体 闭 集 }; 
三 = {全 体 n 维 开 或 闭 区 间 }; 
太一 {全体 n 维 半 无 穷 区 间 入 (-o0,4]} 


万 = { 全 体 如 下 形 集 的 有 穷 和 入 (5,4]} !，( 在 三 ,三 中 ， 和 ,pn 可 取 无 穷 值 ， 但 如 
jj = oo 则 (一 00;pj] 及 Oy, 应 改 为 (~-o0,p;) 及 (A 和 jy,4;).) 可 以 证 明 
B, = F{F;}, 7 = 0,1,2,3,4. 


注意 太 是 RB 中 的 代数 ， 

以 后 称 B。 中 每 一 集 为 n 维 Borel 可 测 集 , 当 n= 1 时 ， 常 将 “一 维 ” 二 字 省 去 . 

利用 n 维 分 布 函数 ， 可 以 在 B。 上 造 出 一 概率 测度 称 ”元 实 值 函 数 F(X,… ,A 入)， 
Xe Ri1, 为 n 维 分 布 函数 , 如 果 它 具有 下 列 性 质 “: 

3.1. 关于 每 个 和 ; 是 不 下 降 右 连续 函数 ， 


3.2. 
lim F(A Mn)=0, 了 一 1 (2) 
了 FO Mn) = (3) 


3.3. 如 入 <p G =1,…,n), 则 


n 
F(p1,. ,Hn) 一 FU] 
j=1 


n 
十 》， 下 (NT AAA Er) 
2,k=1 
7<k 
一 一 十 (一 1)”F(A1,:…,AMn) 之 0. (4) 





1 [Ta 表 n 维 点 集 {(z1,., Zn) :Ml < zl < pl Nn < Zn < Ln}. 

了 一 

2 如 (Ai …》n) 只 满足 3.1 及 3.3, 便 称 为 mn 维 广义 分 布 函数 , 它 也 在 B。 上 唯一 决定 测度 Pr, 满足 (5)( 只 是 PF 
未 必 是 概 闪 测 度 ), 证 明 见 关 芝 直 : 泛 孙 分 析 讲 义 ， 1958,619 页 . 
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可 以 证 明 ， 在 8。 上 存在 唯一 概率 测度 Pe, 满足 条 件 


Pe( IC = FU su) (5) 


Pr 产生 的 步 怠 如 下 : 对 太 中 的 集 , 用 (5) 定义 Pr; 对 集 全 0,4l, 用 (4) 中 左 方 什 定 
义 Pe. 对 三 中 任 一 集 4, 可 表 为 有 穷 个 互 不 相交 的 形 如 TI (Xi,] 的 集 的 和 ， 然 后 用 加 法 
了 一 1 


n 


定义 Pp(A) 的 值 为 诸 Pe( 站 Cam) 的 和 . 在 上，Px 是 有 穷 测 度 (其 实 ，Pr (BR,) = 1). 


j=1 


由 扩张 定理 ， 可 以 将 Pe 唯一 地 开拓 到 B。 上 ， 使 (5) 成 立 . 
B, 关于 PF 的 完全 化 o 代数 记 为 Bn,p. 定义 在 Br 上 的 完全 化 测度 仍 记 为 Pe, 并 称 
为 由 下 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 , Br 中 的 集 称 为 关于 FF 的 可 测 集 . 有 时 候 ， 简 记 完 
全 化 测度 Pe 为 已 因此 ， 三 或 表 分 布 函数 ， 或 表 测 度 ， 这 由 上 下 文 来 看 是 不 难 区 别 的 ， 
这 样 ， 便 得 到 了 测度 空间 (R.,B。, 也) 及 它 的 完全 化 (Rs, Bn,p, 下 ), F(R,) =1. 
进一步 可 考虑 无 穷 维 Borel 可 测 空间 . 设 了 为 任 一 实数 集 !, 试 定义 可 测 空间 (Rz, Bz). 
令 AOteT) 是 以 T 了 为 定义 域 的 实 值 函 数 ， 全 体 这 样 的 函数 构成 空间 Rr, 即 


Rr = {X(t),t € T}, 
因此 ， Rr 中 的 一 个 点 是 上 的 一 个 实 值 函 数 . 任 取 n 个 实 值 入 ,…, 和, 考虑 Ry 的 子 集 
他， 一 (X(t) : A 和 (t1) < 入 1， ,和 (tn) < A ), (6) 


这 里 慷 E 任 意 固 定 ， =1,…,n (A 和; 可 取 为 oo, 但 此 时 A(t;) < 》 应 改 为 和 (ty) < Ah) 可 
见 = nt)n) 实际 上 依赖 于 王 ，…,tiX ,ww 因为 W 是 由 如 下 的 函 
数 A()(t e T) 所 成 的 集 ， 它 在 与 上 的 值 ， 或 者 说 ， 它 的 “第 与 个 ” 坐标， 不 超过 Ai( 小 于 
Aj, 如 和 = o0). 现在 令 n,t; 及 入; 分别 在 正 整数 集 、 了 及 已 U {oo} 中 变动 ， 了 = 1,…,n， 
便 得 到 Rr 中 一 子 集 系 W = (Ha), 我 们 定义 Br = F{W}. 称 Br 中 任 一 集 为 Rr 中 Borel 
可 测 集 . 
Br 也 可 以 由 其 它 集 系 产 生 . 任意 取 一 正 整 数 n,n 维 Borel 集 B 及 tj eT,1<j&<n. 
Rr 中 子 集 
Cu = OAD: (MtD At)) € B,) (7) 


称 为 以 Bu 为 底 的 n 维 柱 集 , 显然 ，(6) 中 的 W,, 是 以 下 (so, Xi] 为 底 的 n 维 柱 集 . 


j=1 
当 n,Bn 及 妇 (1 < 7 < n) 变动 时 ， 所 得 的 全 体 柱 集 的 集 记 为 C, C = (C,). 容易 看 出 
Br = F{C}. 
上 面 我们 利用 分 布 范 数 (i,…, 和 入), 产生 了 B。 上 一 个 概率 测度 F, 对 B87, 自然 会 想 
到 与 此 相当 的 问题 . 然而 ， 这 时 情况 复杂 得 多 . 
我 们 先 从 反面 的 问题 想起 ， 


“由 下 述 CRr, B7) 的 造 法 可 见 ， 如 人 = (1 2 ,mn), 则 (Rz, Br) 化 为 (RB,). 
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假定 在 8r 上 已 有 一 概率 测度 P, 对 了 中 任意 半 个 元 五 …t, 定义 于 元 X…》n 的 
实 值 卫 数 (AI ,An) 为 


Ft (M1, Mn) = PW,), (8) 


这 里 Wi, 由 (6) 定义 而 石 ,… ,tn 为 参数 . 容易 看 出 , 作为 和 1,…… ,A 和 的 函数 ,及 (A1,-… ,An) 
满足 条 件 3.1,3.2 及 3.3 (3.3 成 立 是 因为 (4) 中 左 方 值 等 于 P( 站 (0): 和 < AGO) < py)). 因 


j=1 


此 ， 它 是 一 个 n 维 分 布 函 数 . 当 n 在 正 整 数 集 而 在 T(1 < j < n) 中 变动 时 ， 由 PP 通过 
(8) 便 得 到 一 族 有 穷 维 分 布 函 数 


F = {Ft (Ms An)}. (9) 


分 布 函 数 集 下 显然 满足 下 列 二 条 件 4.1 及 4.2, 以 后 称 它们 为 相 容 性 条 件 : 
4.1, 对 (1,…,n) 的 任 一 排列 (a1,…,an), 有 


Ft (A1, “iy mn) 一 Fi stan, (Xa 9 , 和 Aa, ). (10) 
4.2. 如 mm <n, 则 


Fi tm (M1 Am) 一 lim Fi tn (M1, An). (11) 


实际 上 ， 由 (8),(6),(10) 式 左 方 值 等 于 


P(A(t) : A(t1) & Ai,A(tn) & Mn,) 
= P(t) : A(ta) < Ma 的 ;A(ta,) < 和 an ) 二 下 tt (Xa) 四 Aa, ), 


此 得 证 4.1; 而 (11) 则 因为 


lim PO): A) < MN, Mb) < An 


Amti1 ns An 


= P(A(t) :At1) & A Mtn) < Mm). 


这 样 ， 我 们 从 Br 上 已 给 的 概率 测度 PP 出发， 得 到 了 满足 相 容 性 条 件 的 有 穷 维 分 布 函 
数 族 FF. 

现在 回 到 原来 的 问题 ,由 于 上 述 反 面 的 分 析 ， 自 然 地 想到 : 设 已 给 一 族 满 足 相 容 性 的 
有 穷 维 分 布 函数 族 下 


F= {Fr tn (M1) 5 ,An )， n>0,tiE TT} (12) 
试问 在 (Rr, Br) 上 是 否 存在 概率 测度 Pp, 使 对 一 切 可 能 的 正 整数 ,ti eT, i = 1,.…,n, 有 
Fos Mie, Nn) = Pe(W). (13) 


如 果 Pr 存在 ， 它 又 是 否 唯一 ? 下 述 定理 断定 ， 答 案 都 是 肯定 的 ， 因 而 得 到 了 与 n 维 情形 


完全 类 似 的 结果 ， 只 是 Pe 此 时 不 是 由 一 个 分 布 函数 而 由 一 族 相 容 的 有 穷 维 分 布 函数 所 产 
和 全. 





定理 4 (A. H. Konmoropos) 设 已 给 一 族 满 足 相 容 性 的 有 穷 维 分 布 函数 族 F( 见 (12))， 
出 在 (Rr, Br) 上 必 存 在 唯一 概率 测度 Pr, 使 (13) 成 立 . 

证 人) 为 明确 计 ， 记 (7) 中 柱 集 Cn 为 Ci.…t,(Bn). 当 刁 tn 固定 时 ， 诸 nn 维 柱 集 
Ci (Bs) (B。e B,) 构成 Rr 中 一 o 代数 ， 这 由 “Bn 是 Rn 中 的 o 代数 ”立即 推出 ， 记 
此 oa 代数 为 Ca: 令 C 为 全 体 有 穷 维 柱 集 所 成 的 集 族 ， 即 


C= 【cea (14) 
tiET 
n>0 


试 证 C 是 Rr 中 的 代数 . 实际 上 ， C 显然 具有 性 质 1.1',1.2'. 由 于 
CC CE sm (15) 
(增多 足 指数 只 会 扩大 c 代数 ), 因此 ， 对 C 中 有 穷 多 个 集 41,…, 4, 总 存在 王 ，……, 如 , 使 
AiE Cis = 


从 而 由 于 Ca 是 o 代数 ， 即 知 
! 
U4is ce EC, 
z=1 


故 1.3' 满足 . 
Gi) 已 给 的 n 维 分 布 函 数据 ,.…4, (和 1,… ,Mn) 在 B, 上 所 产生 的 概率 测度 记 为 ,1 (Bn). 
今 在 Ce 上 定义 一 概率 测度 已 ,为 


Prta (Ctsta (Bn)) = Fe ta (Bn). (16) 


条 件 4.1 保证 Pt, 只 与 人 ，……, 如 } 中 的 元 有 关 ， 而 与 元 的 次 序 无 关 . 再 在 C 上 定义 一 
集 函 数 Pr: 如 4E< C, 由 C 的 定义 ， 至 少 存在 一 组 (t1,* ,tn) C 1, B., E B,, 使 


A = C4,...t, (Bn). (17) 


定义 
Pe(A) = Pet (Cr, (Bn)). . (18) 


以 下 为 了 简化 记号 ， 缩写 (有 为 tn;(s1,°** ,Sm) 为 smj(tl, ,tn, 31,° °° , Sm) 为 (tn; sm). 
为 了 使 定义 (18) 合理 ， 必 须 证 明 Pr(4) 是 单 值 的 ， 即 如 4 除 (17) 外 ， 还 有 另 一 表达 式 


A= C,, (Bm), 
则 必 请 , (C4 (Bn)) = 忆 , (C6 (Bm)). 实际 上 ， 由 (15), 必 存 在 一 n+m 维 Borel 集 Bim, 使 
Ct, (Bn) = Cs,, (Bm) = Cts (Bntm) = A. 
根据 相 容 性 条 件 易 见 


P, (Ci, (B)) 二 Pr ,a (Crs ,so (Bn+m)) = P,,., (Cs。 (Bm)). 
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故 得 证 Pr(4) 在 C 上 的 单 值 性 ， 由 (16),(18) 可 见 (13) 成 立 . 

(ii) 在 C 上 ， 显 然 Pe(4) > 0, Pr(Rr) = 1, 如 果 还 能 证 明 Ps 在 C 上 完全 可 加 ， 因 而 
Pr 在 C 上 是 一 测度 ， 则 由 扩张 定理 ， 可 把 Pr 的 定义 域 扩 大 到 Br 上 ， 使 保持 (13), 而 且 
这 样 的 扩张 是 唯一 的 ， 于 是 定理 就 会 完全 得 以 证 明 . 

为 了 证 明 Pp 在 C 上 的 完全 可 加 性 ， 首 先 注意 它 在 C 上 是 可 加 的 . 实际 上 ， 设 A1 < 
C, 42 e C, 由 (15) 可 设 它们 属于 同一 o 代数 C4. 如 A142 = #, 则 存在 二 nn 维 Borel 集 B8)， 
BM， BM BE) = 9p, 使 

= C (BD), A2 = C4,(BO)). 


由 于 PPB, 是 Ct, 上 的 概率 测度 ， 故 


Pr(Ai1U A2) 一 已 (CE (BO)UG (BO 
=P, (Cr (BI)) + Pi, (Ci, (BO))) = Pe(A1) + Pe(A2) 


因此 ， 为 证 Pr 在 C 上 完全 可 加 ， 由 定理 1 只 要 证 明 它 在 C 上 的 连续 性 ， 即 只 要 证 如 
Am € C, A 了 Am+i1, NA, = 9, 则 Pr(Am) 一 0 (m 一 00); 或 者 ， 等 价 地 ， 只 要 证 明 : 如 


Pre(Am) >éE,m= 1,2,: “, 则 NN An 不 空 ， 这 里 € 是 任 一 固定 正 数 . 


不 失 一 般 性 ， 可 设 存在 一 列 t1,t2,…, 使 4 & Co 实际 上 ， 由 hm € C, 知 Ah, E 
Coo 如 为 工 中 某 mm 个 数 ， 把 全 体 丰 2 ,tm = 1,2,…) 排 成 任何 
一 个 序列 所, 刀 ，… 由 (15) 必 存 在 一 正 整 数 pm 使 4s, € Co . 仍然 根据 (15), 可 以 假定 
pm > m. 再 注意 下 列 一 般 事实 : 如 果 下 降 集 列 的 菜子 列 的 交 不 空 ， 则 原 集 列 的 交 也 不 空 
在 这 个 子 列 中 ， 还 不 妨 加 进 元 Rr 或 将 某 个 元 重 覆 有 穷 次 .这样 就 可 假定 4% € Ce … 

(有 必要 时 只 考虑 某 个 经 上 述 改 变 后 的 满足 此 关系 的 子 列 ， 这 种 子 列 必定 存在 ). 从 而 及 m 
维 Borel 集 Bn, 使 4 = G1, (Bm). 

对 每 个 Bn es Bm, 必 存 在 有 界 闭 集 Bi C Bm, 使 (Bm - B%) < ef/2m+!, 于 是 如 令 

A = Ce (Bin), 则 
Pr(Am — A,) = Fi, (Bn — B') < e/2m+1， 


可 惜 未 必 A 2 Am+1 故 需 再 造 Dm = A'N 门 40 则 Dm SD Dmiti, 而 且 Dn C A C An. 
由 4 — Dn, C U4 A:), 得 PF (有 4, — Dm ) < 2 Pr(4; -41) < $5 或 
?一 二 


€ 


Pp (Dn,) > Pp(Am) — 了 > 7 


故 知 每 D,。 非 空 ， 由 此 即 可 证 明 门 4 不 空 

内 际 二 车 然 De 不 空 ， 故 可 在 其 中 选 一 点 ”= (zi ,zy 小 精确 地 说 ， zf” 是 
这 样 的 沙 数 z(t), te T, 满足 z(ti) = zi) 由 于 D1 3 Dz D …, 对 每 一 g = 0.1.2 
Tm) € Dm C A 从 而 (ztm+9 1)) € BB’. 因为 每 个 羽 有 界 ， 可 可 选 一 列 正 整数 


{miz}, 使 ze 一 z1, 上 一 o0， 在 {fmak} 中 又 可 选 一 子 列 fmak} 使 rpae zz, 上 一 oo 
等 等 ， 用 对 角 线 手续 可 见 点 列 zt) = (ze zone ...) 收敛 于 点 z = (z1,z2,…), 并 且 
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ae) .ee) (pi Tn EB',n=1,2,.... 因此 ， 点 
1 n 


z= (zz ce4cC4 ze 站 4 


这 里 所 谓 点 2 是 指 函 数 z(), te 了, 它 满足 条 件 =(b) = zi i 一 1.… 从 而 得 证 介 4 不 
空 . 口 
注 适当 改变 叙述 方式 后 ， 定 理 4 对 较 一 般 的 乘积 空间 (Rzr, B7) 也 成 立 ， 这 里 (R,B) 
是 任意 o 紧 的 距离 可 测 空间 (定义 见 本 附 篇 (七 ) 段 ), 而 (Rr,Br) 是 (R,B) 的 乘积 空间 ( 见 
本 附 篇 (六 ) 段 ). 详 见 参考 书 [5] 定理 1.2 及 邓 永 录 的 论文 : 一 类 拓扑 可 测 空 间 ， 中 山大 学 
学 报 ， 自 然 科 学 版 ， 1-2 (1963), 21-27 页 . 
Br 关于 Pr 的 完全 化 o 代数 记 为 Brr. 有 时 简 记 上 的 完全 化 测度 为 已 , 于 是 便 得 到 
了 测度 空间 (Rr,B7,F) 及 它 的 完全 化 (Rr, Bz,s, 下 ), F(RT)=1. 
Bz,r 上 的 概率 测度 有 时 也 称 为 概率 分 布 (或 分 布 ). 
一 般 地 ， 设 为 o 代数 (或 代数 ) 万 上 的 测度 ， 五 c 万 也 是 og 代数 (或 代数 ), 则 PP 
在 成 上 也 是 一 测度 ， 它 称 为 原 测度 的 在 上 的 限制 . 
(三 ) 定义 在 Q 上 的 实 值 函 数 z(w)( 可 取 +ooe 为 值 ) 称 为 下 可 测 的 (大 为 0 中 代数 ) : 
如 对 任意 实数 入 € Ri， 
(w :zw) 所 和) E 三; (19) 
这 条 件 等 价 于 : 对 任意 B e B81(B1 表 含 Bi 中 一 切 集 及 {oo}, {co} 的 最 小 c 代数 ， 它 是 
Ri = [-co,oo] 中 的 e 代数 ), 有 
(wi:r(w) € BE; (20) 
也 等 价 于 : 对 任意 和 eR 
((w :zl(w) < A) E 丰 . (21) 


以 后 中 集 (w:z(w)€ B) 简 记 为 (x(w) € B). 
最 简单 的 可 测 函数 是 可 测 集 4< 和 的 示 性 函数 x。( 必 ): 


(w) = 1， 如 we 4， 
Xa 0, 如 w € A. 


有 穷 个 可 测 集 4; 的 示 性 函数 的 线性 组 合 
jw = ax (0) 
1 一 1 
称 为 简单 函数 ,f(w) 可 表 为 形式 


f(w) 一 Dj bixs, (w), 
j=1 





:同样 可 定义 对 代数 天 可 测 的 函数 . 


.315 ， 





其 中 Bj € , BiB) = 6. 
下 述 定理 可 看 作 可 测 函 数 的 男 一 定义 : 
定理 5 f(w) 可 测 的 充分 与 必要 条 件 是 : 它 是 简单 函数 列 的 极限 . 
在 非 负 情形 ， 则 有 下 面 的 
定理 6 非 负 可 测 函 数 是 不 下 降 的 非 负 简单 消 数 列 的 极限 . 
如 果 {fi(w)} 是 一 列 可 测 是 数 ， 则 
h(w) = sup{ fn(w) :n= 1,2,.…}, 
g(w) = inf{fn(w) :n= 1,2,.…}, 
flw) = lim fn(w), 
fw) = lim fa(w) 


都 是 可 测 目 数 ; 使 { 反 (w)} 收 合 的 w 所 成 的 集 4, 即 集 (f(w) = f(w)), 是 可 测 集 . 
如 无 ;, 记 是 可 测 洲 数 ， 则 2 2 户 户 | 月 都 可 测 (ai,a es Ri). 


作为 可 测 亢 数 的 例 是 "元 Borel 可 测 函 数 及 n 元 Lebesgue 可 测 函 数 , 前 者 是 定义 在 R。 
上 的 B, 可 测 消 数 ， 后 者 如 下 定义 : ， 
广义 分 布 函 数 F(A1,… ,A 和 n) = I 生 在 Bs 上 产生 一 测度 工 , B。 对 工 的 完全 化 o 代数 


记 为 Br 在心 sr 上 的 测度 工 串 半 维 Lebesgue 测度 ， 定 义 在 忆 上 的 Br 可 测 函 数 叫 n 
元 Lebesgue 可 测 是 数 ， 

关于 不 同 c 代数 可 测 的 函数 问 有 下 列 常用 的 定理 : 

定理 7 设 尺 为 代数 ， 仿 已 的 最 小 5 代数 下 {R} 关于 有 穷 测 度 已 的 完全 化 o 代数 记 
为 {RR}, 则 

(i) 对 任意 Be F{R} 及 e > 0, 必 存 在 B。€ R, 使 P(BAB.)<s; 

人 对 任意 F{R} 可 测 函 数 f(w) 及 = > 0, 必 存 在 可 测 的 简单 画 数 f.(w), 使 


PUf() ~ Fl>ese 

考虑 测度 空间 (Q, 天 , PP), 可 测 函数 f(w) 及 可 测 函 数列 {(w)}, 以 后 设 P(0) =1. 如 果 

Po :Jim fo(w) = fo) =1, (22) 

就 说 { 太 (w)} 几 乎 处 处 ' 收 伊 于 jw), 并 记 作 疡 (o) 一 J), (as 或 lim 万 (Go) = (oj as) 
对 有 穷 的 可 测 钞 数列 ， 这 种 收 合成 立 的 充分 与 必要 条 件 是 : 对 每 个 。> 0 


im P{sup fn(w) — f(o)| > 6} =0. (23) 


如 果 下 列 较 弱 的 条 件 满足 : 对 每 a > 0 


im PH ~ fo)| 2 6} =0, Cg) 





1 一 般 地 ， 如 在 在 可 测 集 和 ,P(N) = 0, 使 其 涉及 w 的 性 质 A 对 一 切 wEN 都 成 立 ， 就 说 4 几乎 处 处 成 立 ， 并 记 
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则 说 {fn(w)} 依 测度 收敛 于 f(w), 并 记 作 户 (w) 三 f(w) 或 
P lim fa(w) = Fe) (25) 


一 种 收敛 如 下 : 以 Bf 表 积分 /af(w)P(dw), 积分 的 定义 见 下 段 ， 考虑 常数 " > 0， 如 
可 所 | < co BJ" < oo, 而且 
Jim BA 一 =0， (26) 


则 说 {A(w)} 7 方 收敛 于 f(w), 并 记 作 f 避 f. 特别 ，" = 2 时 也 称 均 方 收敛 

关于 这 三 种 收敛 间 的 关系 有 下 列 事实 : 

A. 如 记忆 下 (as.) 或 所 局, 则 必 所 性 J/ 

B. fn 二 三 的 充分 与 必要 条 件 是 : {fn(w)} 的 每 一 子 列 { 凡 (w)} 必 含 一 几乎 处 处 收敛 
于 f(w) 的 子 子 列 {f4 (2)}. 

为 了 叙述 > 方 收敛 与 依 测度 收 剑 间 的 关系 ， 先 引入 几 个 概念 : 

称 可 测 函 数列 {f(w)} 的 积分 均匀 连续 , 如 果 对 每 个 。 > 0, 存在 一 个 与 n 无 关 的 常 
数 5 = 6(e) > 0, 使 对 任 一 满足 P(B) < 5 的 可 测 集 B, 有 fs|f%(w)|P(dw) < < 对 一 切 m 称 
{fn(w)} 均匀 可 积 , 如 果 对 每 个 。> 0, 存在 一 个 与 无关 的 常数 4= 4(e) > 0, 使 > 4 时 ， 
对 一 切 mw 有 Jip ij>o ln(w)JlP(dw) < e 

定理 8 {fn(w)} 均匀 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 它们 的 积分 均匀 有 界 而 且 均 匀 连 续 1. 

C. 设 BIfr|" < com = 1,2,…. 于 是 户 (o) 二 f(w) 的 充分 与 必要 条 件 是 户 (w) 号 Fw) 
而 且 {|fn(w)|"} 的 积分 均匀 连续 ;此 时 El|f|" < oo. 

注意 如 访 己 户 则 可 所 | 一 可 用 

(四 ) 现在 来 建立 积分 理论 . 定义 积分 的 函数 类 是 逐步 扩大 的 . 考虑 测度 空间 (9, F, 忆 )， 

如 7 = 守 aixas 是 非 负 的 简单 函数 ，f 的 积分 定义 为 ? 


人 OP = DP (27) 
如 f 是 非 负 的 有 穷 可 测 函 数 ， 积 分 定义 为 
人 OP = 各 { fol) Pd) (28) 
2 co Jo 
这 里 { 记 (w)} 是 一 列 不 下 降 的 收 全 于 f(w) 的 非 负 简单 函数 . 
一 般 的 可 测 函 数 f 可 表 为 二 非 负 可 测 函 数 f+,f- 的 差 ， 即 f = /+ 一/-, 其 中 f+ = 


fX(fz0);f ”二 一 JX(f<0) 如 果 二 积分 fo f+(w)P(dw) 及 jf-(w)P(dw) 中 至 少 有 一 个 有 穷 ， 就 
说 f 的 积分 存在 ， 并 定义 





frrew) = 上 六 Pa )- fr (w)P(du) (29) 





1 定理 8 与 下 面 C 的 证 明 见 [21,162-163 页 ， 
2 约定 ( 士 co) .0 = 0.( 土 oo) = 0. 
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最 后 ， 如 f(w) 只 是 几乎 处 处 有 定义 但 可 测 时 ， 即 存在 可 测 冰 数 f(w) 及 某 0 测 集 A， 
当 wEN 有 f(w) = f(w) 时 定义 


[ f(w)P(dw) = / F(w)P(dw), (30) 
0 全 


只 要 右 方 的 积分 存在 ， 这 时 仍 说 f(w) 的 积分 存在 ， 如果 此 积分 有 穷 ， 就 说 f(w) 可 积 . 
这 样 ， 我 们 便 对 一 般 的 可 测 函 数 的 积分 下 了 定义 . 注意， 上 述 定义 是 合理 的 ， 因 为 可 

以 证 明 : 的 在 丰 网 定 二 人 人 0 (28) 中 的 不 依赖 于 上 述 的 { 亡 (w)} 的 选择 

Oe P(dw) 与 上 述 f(w) 的 取 法 也 没有 关系 . 
设 /4 f(w)P(dw) 存在 ， 又 4E 丰 ， A 


人 f(w)P(dw) = 上 f(w)xa (wo)P(dw). (31) 


积分 有 下 列 性 质 : 设 刀 了 可 积 "为数 | 则 
上 (二 ee = a fofiP 


2. favasf (w)P(dw = (w)P(dw) (Ai € F, A1h2 = 9); 


ee 

4. 了 可 积 的 充 要 条 件 是 |f| 可 积 ， 此 时 f 几乎 处 处 有 穷 ; 

5. 如 了 可 测 ，9 可 积 ， 又 |f| < |g| (as 则 三 可 积 ， 

6. 如 了 可 积 ， P(4) = 0, 则 几 jw)P(dw) = 0; 

7. 设 /为 可 积 函 数 ， 4 e FF, f 在 4 上 几乎 处 处 为 正 ， 则 由 ff(w)P(dw) = 0 可 得 
P(A) = 0; 

8. 如 了 可 积 ， 且 对 每 4e 开 , [fF(w)P(dw), 则 f(w) = 0 (a.s.). 

以 上 性 质 1-2 表达 积分 的 线性 ， 3 表 序 性 ，4-5 为 可 积 性 ， 6-8 表示 积分 对 4 的 依赖 
性 ， 特 别 ，6 表 积 分 的 绝对 连续 性 . 

关于 积分 的 极限 性 质 ， 则 有 下 列 著名 的 三 个 结果 : 

单调 收敛 定理 pm ee 


lim, | falo)P 4)=/ f(w)P(dw); 


条 件 “ 非 负 可 测 ” 改 为 “可 积 ” 时 ， 以 上 绪论 仍 成 立 . 

Fatou 引 理 设 {f%}, yg， /都 是 可 积 函 数 ， 如 hg fi (as), 则 flimfnP(do) < lim ho 
fnP(dw); 如 fh < 9 (as 则 mn fa fnP(dw) < hlim f,P(dw). 

控制 收敛 定理 设 {所 } 为 可 积 函 数列 ， lim 所 (w) = f(w) (as) 或 P lim fs(w) = 
f(w), 如 果 存 在 可 积 函数 g(w) 使 |f(w)| < lg(w)| (a.s.), nn = 1,2,…, 则 f(w) 可 积 而 且 
mJn fn(2)P(dw) = /nf(w)P(dw), 甚至 有 falfa(w) 一 了 (w)|IP(dw) 一 0, 即 {f;} 平均 收敛 
(一 次 方 收敛 ) 于 了 . 

(五 ) 下 面 叙 述 广义 测度 的 几 个 定理 设 书 为 e 代数 下 上 的 广义 测度 ， 称 集 E(c 0) 
为 正 的 (关于 P), 如 对 任 一 可 测 集 4, B4 e 下 而 且 P(B4) > 0; 类 似 地 称 已 为 负 的 , 如 对 任 
一 可 测 集 4,54 Ee 三 而 且 P(E4) < 0. 
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Hahn 分 解 定理 对 任 -- 广 义 测度 已 , 存在 二 不 相交 集 Qi,9>, 使 Q1U92z = 9, 而 且 关 于 
P,Q1 是 正 集 ， 92 是 负 集 . 

称 Q1,Q2 构成 Qf 关于 PP 的 Hahn 分 解 , 这 分 解 一 般 不 唯一 . 如 PP 为 测度 . 则 可 取 9。 = 少 

在 下 上 定义 二 测度 P+ 及 P-. 


P+(A)= P(Q14), P (A4)=—P(Q2A4), AEeF (32) 
(P+ 及 P- 的 值 不 依赖 于 Hahn 分 解 的 选择 ), 则 
P(A) = P+(4) —P (A), Aez. (33) 


称 上 式 为 PP 的 Jordon 分 解 . 
今 设 (9,F 上 有 二 广义 测度 py 及 P, 令 


IPI(A) = P*(A)+P- (A) (34) 


称 y 关于 P 绝 对 连续 , 并 记 为 x < P, 如 果 对 任 一 可 测 集 4, |PI(4) = 0, 则 py(4)=0. 
称 1 关于 P( 或 PP 关于 4) 为 订 异 的 , 如 存在 Qunz 9192 = $, R11U 92 = ,使 对 任 一 
可 测 集 4, 有 Q14 € 下 , 024 € ,而 且 


Ia4) = |PI(Q24) = 0. (35) 


以 下 定理 刻 划 了 不 定 积分 : 
Radon-Nikodym 定 理 设 (09, 下 ,P) 是 一 测度 空间 ，P 为 oc 有 穷 测度 ， 又 py 为 上 
o 有 穷 广义 测度 !, 而 且 < 已 , 则 存在 一 有 穷 可 测 函 数 f(w), em, 使 


wu(4) = 人 jwPldo)，4e 万 


设 另 有 一 函数 y 也 满足 上 述 条 件 ， 则 关于 已 几乎 处 处 有 f(w) = g(w). 记 三 = 些 . 

关于 广义 测度 的 分 解 还 有 

Lebesgue 分 解 定理 设 (0, 厂 ) 为 可 测 空间 ，k 及 P 为 上 二 o 有 穷 广义 测度 ， 则 必 
唯一 地 存在 二 o 有 穷 广义 测度 jp 及 jz, 它们 的 和 是 p, 而 且 pn 关于 己 奇 异 ， 关于 P 
绝对 连续 . 

计算 积分 时 改变 积分 区 域 有 时 会 带 来 很 大 方便 . 为 此 先 引 进 可 测 变 换 的 观念 ， 它 是 可 
测 函 数 的 一 般 化 ， 设 (91, 矿 )(9z, 三) 是 二 可 测 空间 ， 定 义 在 Q: 上 而 取 值 于 9s 的 变换 (或 
者 说 ， 抽 象 函数 )7 称 为 五 -三 可 测 的 , 或 简称 可 测 的 , 如 对 任 一 已 e 万 ,ui 集 


THE = (wo:T(o) EF)ER. 
容易 看 出 ， 如 果 G 是 自 (Q2,) 到 另 一 可 测 空间 (Qs, 5) 的 可 测 变换 ， 那 么 变换 


GT = G(T) 





1 关于 广义 测度 P, 说 集 么 的 已 有 穷 , 如 |P(4)| < oo; 称 集 4Ee 大 是 zc 有 穷 的 , 如 存在 一 列 4。e ,使 A CI)A;， 
而 县 |P(An)| < com 二 2… 如 大 中 每 一 集 都 是 "c 有 穷 的， 就 说 已 是 " 有 穷 的 类 似 地 定义 有 穷 广义 测度 . 
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是 自 (Qi1, 1) 到 (Qs, £3) 的 可 测 变换 . 
设 ( ?1 万) 上 定义 了 测度 号, 定义 


PF)= PI(T- IF)) (Fe 万 )， 


则 户 是 上 的 测度 我们 有 下 列 重要 的 
积分 变换 定理 设 了 是 自 测度 空间 (0:, 万 ,已 ) 到 可 测 空间 (Q2, 瑟 ) 的 可 测 变换 ， 又 9 
是 定义 在 92 上 的 可 测 函 数 ， 则 


/ g(oz)P(dua) = / (gT) (wi)Pi (dn). (36) 
02 Q1 
上 式 的 意义 是 : 如 一 方 的 积分 存在 ， 则 它 方 的 也 存在 ， 而 且 二 者 相等 . 

(六 ) 现在 来 研究 n 维 乘积 空间 ， 它 的 特殊 情形 是 (二 ) 中 的 n 维 Borel 可 测 空间 ， 设 
n 二 2, 因为 对 一 般 ”, 情况 完全 类 似 . 


设 有 二 测度 空间 (X, S$,4), (Y,T, v), = (z), Y= (Y), Hv 分 别 为 o 代数 Ss,T 上 的 o 有 
穷 测度 ， 造 乘积 空间 (X x 了 ,5S x T,p xv), 其 中 


XxY=((r,y,r EX,y EY). (37) 
SxT=F{A4xB:AeS,BeT)}. (38) 


对 任 一 集 Ee 5 xT, 任意 固定 的 点 z € X,y EY, 定义 

E, = {y: (7,9) € E}, EY = {7r: (x,y) € BE)}, 
它们 分 别称 为 妃 的 z 蕉 与 y 截 ,是 了 与 5 中 的 集 ， 定 义 

px vlB)= 人 (enar) = 人 wz (39) 
则 xv 是 SxT 上 的 测度 ， 而 且 是 满足 条 件 


Axv(AxB)= 4.(A)xv(B) (4eS BeT) (40) 


的 唯一 测度 . 
可 以 证 明 ， 如 jy,v 都 是 o 有 穷 的 ， 则 xv 也 是 co 有 穷 的 . 还 可 证 明 ， 轧 有 jxv 测 
度 为 0 的 充分 与 必要 条 件 是 几乎 一 切 z 截 (或 几乎 一 切 y 截 ) 有 v( 或 )0 测度 ， 
现在 来 定义 函数 的 截 . 设 f(z,y) 为 BEB 上 的 函数 . 对 固定 的 z, 函数 户 ( 分 : 


fr(y) = zy) 
是 Es 上 的 函数 ， 称 为 f(z,y) 在 上 的 zx 截 . 同样 可 以 定义 f(z,y) 在 EE 上 的 y 截 为 
户 (z) = f(z,y), 


它 是 BY 上 的 函数 . 
如 互 = XxY, 简称 在 XxY 上 的 截 为 截 . 
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可 测 函 数 的 任 一 截 是 可 测 函 数 

关于 截 的 可 积 性 及 积分 序 的 改变 有 下 面 的 

Fubini 定 理 设 f(z,y) 是 XxY 上 的 SxT 可 测 函 数 ， 如 果 它 非 负 或 可 积 ， 则 它 的 几 
平一 切 截 都 是 可 积 的 ， 令 


可 = 人 f(z,y)v(dy), gly )-/ f(r, yu(dz), (41) 
则 产 与 9 都 是 可 积 的 ， 而 且 . 
/ f(x,y)k x vldz,dy) = / h(z)u(dz) = / g(y)v (dy). (42) 

XxY X Y 


自然 想到 要 考虑 无 穷 维 乘积 空间 它 的 重要 的 特殊 情形 是 (二 ) 中 已 详细 讨论 过 的 
(Rr, Bz, 耳 ), 我 们 以 后 主要 用 到 的 也 是 这 个 空间 . 

设 有 参数 集 也 对 每 te T, 存在 可 测 空间 (9 万 ), 9 = (wt). 考虑 定义 在 TT 上 的 抽象 
函数 A(t),t ET. 当 t 固 定时， A 和 (t) 是 Q: 中 的 元 全体 这 样 的 函数 构成 空间 Ll 9 在 这 空 


间 中 ， 包 含 一 切 具 下 列 形状 的 有 穷 维 柱 集 
(M(t) :Ati) €E Bi, i=1,.…,n) n>0,ti€ ,Be 
的 最 小 o 代数 记 为 [大 我 们 称 可 测 空 间 ( 卫 9e 下 大) 为 (0o 厂 ), te7 的 委 积 空间 ， 


当 了 全 = (1,2,… .) 此 空 s 间 也 记 为 (Qi x Qa x Fx x …). 
直人 当 (Po 大) = (9 和 大) 与 上 无 关 时 ， 此 乘积 空 = 间 也 记 为 (97, F 
在 (全 9 囊 元 ) 上 如 何 产生 测度 ? 当 (Qt 有) = (Ru Bl) 时 ， 定 理 4 给 出 了 一 个 广 


teT teET 


法 . 对 一 般 的 空间 ， 定 理 4 未 必 能 用 ， 因 为 证 明 中 要 求 此 空间 具有 拓扑 结构 (涉及 收敛 性 
的 缘故 ). 然而 我 们 却 有 下 面 的 定理 . 

考虑 (Qi x na x …, 态 x x…). 设 对 每 正 整 数 ,已 给 一 函数 2 pn(w1,… ,wn-_1; An) 
(wi € Wi, An EF), 它 当 wi € Ni(i= 1,.… ,nC—1) 固定 时 ， 关 于 4, 是 三 ,上 的 概率 测度 ， 当 
An € 三 , 固定 时 ， 它 是 (wwn_1) 的 万 x…x 万 -1 可 测 函 数 . 以 B。 表 万 x…x 万 
中 的 集 ， 以 C(B,) 表 厂 x 成 x… 中 以 Bn 为 底 的 柱 集 . 在 万 x…x 记 上 ， 定 义 概 率 测 
度 Q-: 


q。(B.) = / pi(din): / pa(w1; dg) / Pool wn; dn XB (wl on) 


其 中 xs。 是 B 的 示 性 函数 ， 即 当 (w1,… ,wn) e B 时 ， 其 值 为 1, 否则 为 0. 然后 在 全 体 柱 
集 {C(Bn)} 上 ， 定义 一 集 函 数 P: 


PC(B.) 一 Qn(Bn) (n 之 1). 


Tulcca 定 理 尸 决定 万 x 万 x.…: 上 唯一 的 概率 测度 ( 仍 记 为 P). 


1 参看 本 篇 后 面 的 引 理 5， 
2p1(A1) 是 万 上 的 概率 测度 ， 不 含 wi 
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证 记 C= 1{C(B,)}. 由 于 pi 是 概率 测度 , 故 如 C(B = C(Bnw),m <n, 又 wi 不 属于 B, 
所 在 的 因子 空间 时 ，Qa(B,) 定义 中 的 积分 对 wk e Qx 进行 后 只 出 现 1, 故 Q(Bn) = Qm(Bin) 
而 已 之 值 不 随 柱 集 的 表现 而 异 ， 
在 上 已 显 然 是 可 加 的 ， 非 负 ， 而 且 P(Qi x na x …) = 1 由 定理 二 只 要 证 PP 在 
上 的 连续 性 ， 取 一 列 收 剑 于 $ 的 柱 集 ， 由 定理 4 证 明 中 的 考虑 ， 不 妨 设 此 列 为 CLUB。) | 4 
由 PC(B,。) 的 定义 有 ' 
PC(B,) = / pi(da) PC(Ba)。， 


其 中 (B,)。, 表 集 B,, 在 由 的 截 ， 而 
PDelB = palo) pro om don)xas (rn) 
PC(B。) 对 不 上 升 ，PWC(B,)。, 也 不 上 升 而 趋 于 极限 贡 (w) > 0. 由 控制 收敛 定理 
lim PC(B,) = / pi (dw )Yi(w1). 


如 果 说 右 方 值 大 于 0, 则 必 存 在 wi 使 (51) > 0， 于 是 我 们 回 到 原来 的 情况 ， 只 要 以 
PWC(Bn)s， 代替 上 面 的 PC(B。), 并 类 似 地 定义 POC(Bn)si,w 以 代替 PWC(B)。,， 这 
样 重复 下 去 ， 便 得 点 列 w= (aa 使 Wn 所 0 而 且 


PC(Ba5 am 了 (Gan) > 0. 


这 表示 C(B") 至 少 包含 形 如 (5 zenth …) 的 点 ， 因 而 瑟 s 站 C(Bw). 于 是 得 证 P 


是 代数 E 上 的 概率 测度 ， 再 由 定理 2 即 知 本 定理 正确 ， 口 ” 
重要 的 特殊 情形 是 
Pr (wl， 1 nl An) = pn(An,), 


即 与 w，…wn-l 无 关 时 ， 此 时 所 产生 的 测度 PP 称 为 独立 乘积 测度 . 

(七 ) 这 一 段 中 叙述 若干 辅助 定理 ， 它 们 在 一 般 测 度 论 中 难以 找到 ， 故 这 里 给 以 证 明 . 
这 些 结果 在 过 程 论 中 非常 有 用 . 

如 前 所 述 ， 设 4 为 基本 空间 Q = (w) 的 某 子 集 系 . 包含 4 的 一 切 o 代数 的 交 天 {4} 
显然 是 一 o 代数 ， 而 且 是 含 4 的 最 小 o 代数 ， 于 是 我 们 得 到 下 面 的 

引 理 1 如 o 代数 > 4, 则 KD {4A}. 

这 一 简单 引 理 的 典型 用 法 见 以 下 引 理 之 证 . 

引 理 2 设 ai 为 自 可 测 空间 (9, 下) 到 可 测 空 间 (Qi 五) 的 可 测 变 换 (i = 1,:…,n 或 
1 = 1 2 ), 则 

at(w) = {01(w), aa(oh) 


是 自 (0,F) 到 乘积 空间 (Qi x RQ2 x …, 厂 x 玉 x…) 的 可 测 变换 . 
证 为 明确 计 ， 设 i= 1,2,…. 考虑 集 系 


K={B:BEFxFfox.; (wia(w) eB)efF), 


322 . 





则 大 是 81x92x… 中 的 o 代数 显然 大 包含 一 切 柱 集 
B= Bx Bx:...xB,x Nar x Nanna x (Bie 廊 ) 
所 成 的 集 4. 由 引 理 1 即 得 
大 DYFA4 = 万 x 万 xx. 口 


然而 在 许多 问题 中 ， 要 验证 上 是 o 代数 ， 常 常 很 不 容易 .于 是 EB. B. Terara 将 对 大 
的 条 件 放宽 ， 而 对 4 稍 加 条 件 ， 从 而 引进 了 》- 系 与 x- 系 的 概念 . 

9 中 的 子 集 系 II 称 为 r- 系 , 如 果 4 e HU, 42 El, 则 4A14z € 工 . 

Q 中 的 子 集 系 A 称 为 和 系 ， 如 果 

1)QcA, 

2) 自 A41 € A, A2 €E A, A142 = 4, 可 得 A1U hz EA; 

3) 自 41 € A,A2 EA,AiD 4, 可 得 41 一 A, E Ai 

4 自 14, EA,An,1 A,n=1,2,…, 可 得 AeA. 

引 理 3 (i) 9 的 子 集 系 M 如 既是 x- 系 又 是 六- 系 ， 则 必 是 一 o 代数 ; 

(如 入 系 A 和 包含 7- 系 I, 则 A 包含 {I}. 

证 G) 由 1)Q9eM. 由 此 及 3), 知 如 AeM, 则 AeAM. 如 A1iE M,A2€EM), 由 7- 系 
的 定义 ， 知 4142 ec M, 由 3), 42\ A1A2 € MM, 再 由 2) 知 41U hs = 41U (hz \ 414a) < 人 1. 
由 归纳 法 ， 知 如 41,… ,44 均 属 于 M, 则 U A: < M, 再 由 4) 知 


U4= ln Uaewt 
， 、 i=1 i=1 

(i) 包含 二- 系 荆 的 一 切 和- 系 的 交 F 显然 是 合 工 的 最 小 和- 系 ， 故 如 能 证 天 也是- 
系 ， 则 由 Gi) 即 得 证 所 需 结论 ， 令 


万 ={4: ABEe 疡 对 一 切 B eI 成 立 }， 
易 见 万 是 和 - 系 . 既然 万 2I 故 万 2 万 .这 表示 如 4c 天 ,BecIU, 则 4Be 万 . 令 
三 ={B: 4Be 厂 对 一 切 4E 大 成 立 ]， 
易 见 三 是 和 系 . 按 上 所 证 ， 太 2D 因而 态 D FF'. 这 表示 如 4,B8€ FF, 则 4BEe 万 ,于 
是 得 证 天 为 +- 系 . 口 
现在 来 考虑 函数 . 设 £ 是 定义 在 2 上 的 一 族 函 数 ， 满 足 条 件 
(A) 如 上 (wo) EC 又 
0， 当 &(w) < 0 时， 
则 "(w) 及 Two) 一 &(w) 均 属于 大 . 





oo 
14n Ta 表 An CAnti; 有 和 4= U An. 


n=l] 


. 323 ， 





函数 集 工 称 为 C- 系 ， 如 它 满足 条 件 

(A1) 1€L (1 表 恒 等 于 1 的 函数 ); 

(A2) 工 中 任 二 函数 的 线性 组 合 仍 属于 工 ; 

(A3) 如 (ww) EI, 0 和 two)Ttw), 而 且 &(w) 有 界 或 属于 C 则 和 o) E 工 . 

引 理 4 如 LC- 系 工 包 含 某 一 7- 系 工 中 任 一 集 4 的 示 性 函数 x.(w), 则 工 包 含 一 切 属 
于 5 中 的 关于 天 {II} 可 测 的 函数 . 

证 使 Xx,(w) e 工 的 全 体 集 4 构成 和 系 A. 既然 A DH, 故 由 引 理 3,AD FJ; 换 言 
之 ， xa(w) EL 对 任意 集 4e {I} 成 立 . 

设 E(w) 为 £ 中 非 负 、 关 于 F{I] 可 测 的 函数 ， 令 


rm = < (0) < Ht} er 


22n 


"DF on Dn Xrgn 


于 是 由 xr,, E 工 及 (A2), tn EL. 因 0<& 16 由 (As) 即 得 t e 工 . 

按 (A), 任 一 {I} 可 测 函 数 7eL 可 表 为 C 中 二 非 负 的 F{H] 可 测 函 数 的 差 .而 后 二 
者 已 证 明 属 于 工 , 故 由 (A2),nEL. 口 

引 理 3,4 非常 有 用 ， 典 型 用 法 如 下 : 

有 时 需要 证 明 某 一 集 系 3 具有 某 性 质 4o, 为 此 令 A 为 具有 ho 的 一 切 集 所 成 的 集 系 ， 
然后 证 明 A 包含 某 一 集 系 I 实际 中 常常 容易 看 出 A 是 一 和 - 系 而 是 一 7- 系 ， 并 且 
{TH} 2 5, 于 是 由 引 理 3(, A 2 5, 即 证 明了 3 中 的 集 都 有 性 质 4o. 这 种 方法 今后 称 为 
》- 系 方法 . 

另外 一 些 时 候 需 要 证 明 某 一 函数 集 下 具有 某 性 质 4o. 为 此 引入 满足 (A) 的 函数 集 L/L， 
使 全 体 具 有 ho 的 函数 集 工 是 一 C- 系 ; 再 引进 一 7- 系 I 使 F{II} 可 测 函 数 集 包 含 已. 于 
是 根据 引 理 4, 只 要 证 明 x,(w)e 工 对 一 切 4 eI 成 立 就 够 了 ， 这 种 方法 以 后 称 为 C- 系 方 
法 . 

下 列 引 理 就 是 用 这 些 方 法 证 明 的 . 

引 理 5 设 (?;, 万 ) 为 可 测 空 间 (i = 1,2). f(wi,w2) (wi € 9;) 是 三 x 可 测 函 数 ， 于 
是 对 任意 固定 的 wz e 82, f(w1,w2) 是 wi 的 三 可 测 函 数 . ' 

证 以 L 表 Qi x9 上 全 体 也 数 所 成 的 集 ，£ 满足 (A). 使 引 理 结论 正确 的 全 体 函 数 
集 工 显然 是 一 C- 系 . 既然 包含 一 切 x x,(w) (hi e ,i 二 1,2), 而 一 切 形 如 A1 x hs 的 
集 又 构成 7- 系 ， 故 由 引 理 4, 工 包含 一 切 关 于 万 x 太 可 测 的 函数 . 口 

现在 引进 今后 常用 的 一 个 记号 ， 设 对 每 一 teT 存在 一 取 值 于 可 测 空 间 (E,8) 的 抽象 
录 数 zi(w) (w E00), 称 o 代数 了 {(w :zi(w) ET),TE 8B,teT} 为 {zi(w),t ET} 所 产生 的 o 代 
数 , 并 记 为 

| 和 三 {zi t ET}. 
显然， 如 每 zt(w) 是 下 -8 可 测 的 ， 则 
fF{ri,t ET}CF, 


从 而 可 考虑 Ffzut e T} 关于 P 的 完全 化 o 代数 天 {zwt ET} 
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引 理 6 设 对 每 te 了 存在 一 取 值 于 可 测 空 间 (已 ,B) 的 抽象 函数 zi(w) (ws 9). 为 使 函 
数 E(w) 关于 o 代数 天 {zx4,t eT} 可 测 , 充分 与 必要 条 件 是 存在 某 个 定义 在 E” = ExEx.… 
中 的 B" = Bx Bx… 可 测 函 数 f(z1,zx2,…) (ziE 瑟 ), 使 
é(w) = f(z (w), zta(w) 小 (43) 
证 既然 每 zi,(w) 是 自 (0,{zi,tET}) 到 (B,8) 的 可 测 变换 ， 故 由 引 理 2 
at(w) = (zt (wj zt(w)) 


是 (Q, 了 {ze,t ET}) 到 (Bo,Bc) 的 可 测 变 换 ， 从 而 ti(w) = [faj(w) 是 (0,Ffzote 人 对) 到 
(Ri,81) 即 一 维 Borel 可 测 空间 的 可 测 变换 ， 于 是 充分 性 得 证 . 
令 
£= { 全 体 定义 在 2 上 的 函数 6(w)}; 
了 = {全 体 可 表 为 (43) 形 的 函数 }; 
1 = {全 体 柱 集 (z4, E Ti ,zt ET,)} 


(n> 0,ti ET,Ti € 8). 注意 上 式 中 的 柱 集 的 示 性 函数 
Xri [zi, (w)] “Xr [zi, (w)] 


具有 (43) 的 形状 , 故 属于 工 . 运用 LC- 系 方法 , 即 可 证 明 必要 性 . 事实 上 , 因 工 是 L- 系 , 了 I 是 
f- 系 ,既然 世 中 任 一 集 的 示 性 函数 属于 二, 故 由 引 理 4, 知 工 包含 一 切 FI = {zw4,t € TT} 
可 测 函 数 ， 口 

引 理 7 设 (DU,Fv) (V,Fy) (2Z,Fz) 为 三 个 可 测 空间 ， Flwz) (we z € 2) 为 关于 
Fv x Fz 可 测 的 函数 ， 又 设 对 每 一 ve V, P,(T) 是 Fz 上 的 测度 ，(T e Fz), 而 且 当 T 固定 
时 ， 函 数 P(T) 为 Fy 可 测 . 如 果 积 分 


G(w,v) = [ Flwz)P(dz) (44) 


对 一 切 ue U,v EV 有 穷 ， 则 它 是 Fo x Fy 可 测 函 数 ， 
证 令 
£={F(w,z): 它 为 Lx Fz 可 测 ， 而 且 它 由 (44) 定义 的 
Gl(u,v) 对 一 切 ue Uv EV 有 穷 }， 
工 = {F(w,z) :; 它 对 应 的 G(w,v) 为 fo x fy 可 浏 }, 
I= {Avu.x Az} (Av € fu, Az € fz). 


由 积分 的 单调 收敛 定理 ， 工 是 £- 系 ， 又 显然 
Xavxaz (Lz) EL. 


运用 全 系 方 法 即 得 所 欲 证 . 口 
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有 时 需要 在 相 空 间 EE 中 考虑 收 全 性 ， 故 要 引入 拓扑 ， 设 (B,e) 为 拓扑 空间 ， 这 里 《 
是 已 中 全 体 开 集 所 成 的 集 系 , 取 已 中 e 代数 F{cj, 即 含 上 的 最 小 a 代数 ， 于 是 (BE,Ffecj) 
为 可 测 空间 ， 称 三 元 组 合 (Be, F{e}) 为 拓扑 可 测 空间 . 设 /(z) ze 是 (关于 c) 连续 函 
数 ， 则 因 (z : f(z) < a) (a € Ri) 是 开 集 (-coya) 在 f 下 的 原 象 的 集 ， 故 也 是 开 集 而 属于 
F{@}. 这 样 便 证 明了 连续 函数 关于 F{e} 可 测 . 

设 4 为 巨 的 子 集 ， 称 一 组 开 集 为 4 的 开 覆 盖 , 如 果 这 组 开 集 的 和 包含 4; 称 4 为 紧 
的 , 如 果 和 白 它 的 任 一 开 覆 盖 可 挑 出 一 个 由 有 穷 多 个 开 集 组 成 的 开 徐 盖 ; 称 空间 已 为 o- 紧 的 
如 果 存 在 列 紧 集 {Cn}, 使 已 = U Cn. 


一 种 重要 的 拓扑 可 测 空 间 是 距离 可 测 空间 ， 以 p(z,y) 表 二 点 z,y EB 间 的 距离 ， 有 时 
为 了 强调 距离 p, 也 记 此 空间 为 (E,p, 了 {p})), T{p} = {CC}. 

引 理 8 设 (B,p,F{p}) 为 距离 可 测 空间 ， 如 果 定 义 于 其 上 的 某 些 函数 所 构成 的 C- 系 
三 包含 一 切 有 界 连 续 函 数 ， 则 工 包 含 C 中 一 切 可 测 函 数 ， 

证 马 中 全 体 开 集 所 成 的 集 € 是 x- 系 ， 既 然 T{7}= Ftp}, 利用 £- 系 方法 ， 只 要 证 
明 x,(z)EL,U ELEC. 

任 取 连 续 函 数 f(z), 使 当 且 仅 当 ze UV 时，f(z) 冯 0( 例 如 ， 可 取 f(x) = i PAP, 9). 再 


令 1 


1,， 如 lol 之 一 
gn(v) = n 


nlvl, 如 |u| < 元 


-一 


gn(v) 1 XToF CY), 而 
刀 (z) = qn[f (2)] 1 xv (7). 


由 于 gn, 了 都 连续 ， 故 fn 连续 而 且 有 界 . 由 假定 he 工 . 既然 0 < 户 TxXo, 由 (A3), Xv EL 


OO 





以 下 引 理 不 能 由 Fubini 定理 推出 ， 因 广义 测度 中 包含 变量 . 
引 理 9 设 (U,Fv), (V,Fv) 为 二 可 测 空间 ， jy(4) 是 Fo 上 有 穷 广义 测度 ;又 v(z,B) 
当 z eU 周 定 时 是 Frv 上 的 有 穷 广义 测度 ， 当 BeFfy 辕 定 时 是 7 Fv 可 测 函 数 ， 而 且 是 有 
界 的 ， 即 
sup |v(z,B)| < C， 
BEéFv,zEU 


C 是 某 常数 ， 如 果 f(y) (y eV) 是 有 界 的 Frv 可 测 函 数 ， 则 


/ | [ vady) f(y) =/ ro [ pas)v(a do)} (45) 


证 以 乙 表 全 体 有 界 Fv 可 测 函 数 f(y) 的 集 ， 以 工 表 全 体 使 上 式 成 立 的 函数 f(y) 的 
集 ， 由 所 给 条 件 知 工 是 C- 系 ， 因 此 ， 由 引 理 4, 只 要 证 明 (45) 对 示 性 函数 f(y) = xs(y)， 
Be fy 正确 . 

对 f(y) = Xs (2), (45) 左 方 化 为 


/ ul(dzx)v(zx, B) = A(B); 
U 
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而 右 则 化 为 
/ f(Aady) = / xs (Ady) = A(B), 
V V 





故 (45) 对 f(y) = xs(y) 成 立 ， 口 

现在 引进 推移 变换 的 概念 ， 它 将 一 个 函数 变 到 另 一 函数 ， 

设 (E,8) 为 可 测 空间 ， el(t) (te T) 是 定义 在 工 上 而 取 值 于 已 的 抽象 前 数 ， 这 个 函数 
的 整体 最 好 简 记 为 e( 小 点 “” 表 在 工 上 流动 的 坐标 . 记号 的 好 处 是 可 以 避免 把 整个 函数 
与 此 函数 在 定点 上 上 的 单个 值 e( 混淆 . 

为 确定 计 ， 设 全 = [0,co). 对 每 个 国定 的 s> 0, 在 全 体 函 数 集 EE7 = {e()} 上 ， 定 义 一 
个 :推移 变换 7: 

Tee() = e(s + -), 

它 把 B7 变 到 自身 ， 这 里 e(s + .) 表 函 数 e(s + 9 te 7; 换言之 ， 新 函数 在 t 点 上 的 值 ， 等 
于 原来 函数 在 s+t 点 上 的 值 . 

考虑 定义 在 乘积 空间 B7 上 的 实 值 函 数 f = f(e(-)), 它 的 自 变 元 是 e(:)， 作 为 无 穷 维 
Borel 可 测 钞 数 的 一 般 化 ， 我 们 称 f 为 87 可 测 的 ， 如 对 任 一 一 维 Borel 集 4, 有 


(e(): fle()) € A)e B®. 


设 对 每 一 te T, 有 一 取 值 于 (E,8) 的 抽象 函数 zi(w) = z(t,w) 和 它 对 应 ，w € 0. 注意 
当 w 固定 时 ， xz(s 十 ,w) 是 E7 中 的 元 . 简 记 中 0 代数 下 {zs+z(w),tET} 为 Ns. 
引 理 10 实 值 函数 上 (w) 为 N* 可 测 的 充分 与 必要 条 件 是 :存在 87 可 测 函 数 了 = J(e())， 
使 
é(w) = fz(s + ,0%))- 
证 充分 性 : 设 f 为 87 可 测 而 要 证 对 任 一 A € Bi 


A=(w: f(r(s+.,w)) € A)EN:. 


由 于 了 的 87 可 测 性 ， 广 !(4) = (e(): f(e())€ 4) e BT. 既然 X=(w:z(s+.,w)e 三 (4))， 
故 只 要 证 明 : 对 任意 B € B87 


(wi:zx(s+:,w)E BEN:. (46) 
显然 ， 使 (46) 成 立 的 B 的 全 体 构 成 B7 中 一 o 代数 8. 当 B 为 柱 集 
Wn = (ee 人 人) € Bi,:::,eltn) € B,) (B; € B) 
时 « 
(wi:z(s+:) EWn)= (vw :zst+t) E Bi, i=1,..…,n)EN’, 
赦 B82 {Wi), 从 而 B82 FF{W,} = 87. 
必要 性 : 注意 如 CT, 则 任 一 定义 在 Bm 上 的 57 可 测 函 数 可 看 成 定义 在 BT 上 的 
B” 可 测 函 数 ， 故 结论 由 引 理 6 直接 推出 . 口 
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上 面 考虑 了 了 = [0,oo) 的 情况 ， 同 样 可 考虑 了 = (一 oo, 00),[0;1,2,…),(…, 一 1,0,1,…)， 
只 是 “s > 0” 应 分 别 换 为 “s e RI1”",“s 为 非 负 整数 ”及 “ 。 为 任意 整数 " 
有 时 需要 考虑 某 可 测 空 间 (E,8) 上 的 测度 列 {PB,}. 称 B 上 的 测度 列 {PB,} 收敛 于 测度 
P, 如 对 任 一 Be B 
lim Pn(B)= P(B). 


引 理 11 设 有 穷 测 度 列 {P} 收 僵 于 有 穷 测 度 P, 又 g(z) (z € E) 为 有 界 B 可 测 函 数 ， 
则 
lim |/ g(x)P,(dz)= fee 


也 一 DO E 


TY 


证 对 任意 s > 0, 存在 简单 业 数 9(z = 名 = zjXE;(7), 使 |g(z) 一 区 zj| < < 而且 为 有 


穷 数 C 所 轿 1 . 先 令 盖 一 oo， 次 令 。 0 即 得 


/ea-1/ ee 





人 


A x- / §Pn(dz) me 





eb PE E)|+eP(E) 一 0. 口 


引 理 12 设 {fn(w)} 是 一 列 自 可 测 空间 (9, 和 大 ) 到 距离 可 测 空间 (已 ,ec,B) 中 的 可 测 变 
换 ， 如 果 对 每 we gm, 有 所 (ww) 一 fo) (n 一 00), 则 f(w) 也 是 (9, 大) 到 (EB,E,8) 的 可 测 变 
换 . 

证 对 任 一 Ue &, 取 有 界 连续 函数 g(z), 使 满足 UV = (z : g(z) 关 0) (例如 ， 可 令 
g(z) = 人， 这 里 p(z,D) 表 点 x 到 补 集 55 的 距离 ， 即 inf pl »)) 则 


v0) 0 = UU A {tre [> 7} er 


以 表 使 {f(w)€ 4} € 大 成 立 的 集 4(cC 五) 所 成 的 集 系 ， 则 KK 是 巨 中 一 个 o 代数 ;既然 
大 > C, 故 由 引 理 1 并 注意 8 是 含 & 的 最 小 c 代数 ， 即 得 > B. 口 
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下 卷 布 明 运动 、 生 灭 过 程 与 马尔 科 夫 链 
第 十 一 章 高 维 布朗 运动 与 牛顿 位 势 


现代 概 效 论 的 重要 进展 之 -是 发 现 了 马尔 科 夫 过 程 与 位 势 理论 (简称 势 论 ) 之 间 的 深 
刻 联 系 ， 这 一 发 现 使 势 论 中 许多 概念 和 结论 获得 了 明确 的 概率 意义 ， 同 时 也 使 马 氏 过 程 
有 了 新 的 分 析 工 具 ， 因 而 两 者 相互 促进 ， 丰 富 了 彼此 的 内 容 ， 这 种 联系 的 萌芽 初 见于 S. 
Kakutani [13] 及 J.L. Doob [7} ! 前 者 证 明了 : 平面 上 Dirichlet 问题 的 解 可 以 通过 二 维 布朗 
运动 的 某 些 概率 特征 来 表达 .Doob 等 人 的 大 量 工作 发 展 了 这 方面 的 研究 ; 而 把 这 种 联系 
推广 到 相当 一 般 的 马 氏 过 程 ， 则 主要 是 G. A. Hunt 的 贡献 ， 近 年 来 这 方面 的 文献 很 多 ， 但 
由 于 理论 日 益 抽 象 化 而 使 初学 者 不 易 了 解 它们 的 背景 和 实质 . 

本 章 及 下 章 试 图 通过 比较 简单 的 蕊 氏 过 程 ， 妈 布朗 运动 ， 以 及 与 它 相 对 应 的 上 古典 位 势 
(牛顿 位 势 与 对 数 伴 势 ), 来 对 一 般 理论 作 一 前 导 . 布朗 运动 与 古典 位 势 不 仅 比 较 简 单 ， 而 
且 是 一 般 理 论 的 思想 泉源 ， 因 此 ， 这 样 也 许 有 助 于 对 后 者 的 理解 . 由 于 布朗 运动 与 古典 位 
势 的 内 容 都 很 丰富 ， 我 们 不 可 能 深入 到 各 自 的 专题 领域 中 去 ， 而 只 能 把 重点 放 在 二 者 的 联 
系 上 ， 同 时 也 叙述 一 些 近 期 发 表 的 新 结果 . 这 种 联系 反映 在 Dirichlet 问题 的 解 、 平 衡 势 、 
Green 虑 数 等 问题 上 . 

除 少 数 结果 只 指出 参考 文献 外 ， 书 中 所 述 的 定理 基本 上 都 给 出 了 详细 的 证 明 . 

随 着 布朗 运动 所 在 的 相 空间 R*(n 维 欧 氏 空间 ) 的 维 数 n 不 同 ， 概 率 性 质 也 有 显著 差 
异 ， 以 后 会 看 到 ， 当 ng 2 时 ， 布 朗 运 动 是 常 返 的 ， 对 应 于 对 数 势 ; 当 n > 3 时 ， 它 是 暂 
留 的 ， 对 应 于 牛顿 位 势 . 


§11.1 势 论 大 意 


(一 ) 势 论 的 物理 背景 ， 古典 势 论 起 源 于 物理 ， 后 来 抽象 成 为 数学 的 一 分 支 ， 根据 电 
学 中 的 库仑 定律 ， 两 个 异性 电荷 互相 吸引 ， 引 力 方向 在 其 联 线 上 ， 力 的 大 小 为 
F=e. 人 
其 中 与 4 分 别 为 二 电荷 的 数量 ，7 为 二 者 在 书 中 的 距离 ， < 为 某 常 数 ， 与 单位 有 关 ， 
为 了 研究 引力 ， 最 好 引进 势 的 概念 . 设 在 zo 处 有 一 电荷 go, 它 在 任 一 点 z(z 关 zo) 处 所 产 
生 的 势 ， 等 于 把 一 单位 电荷 从 无 穷 远 移 到 点 xz 处 所 作 的 功 ， 势 与 此 电荷 在 到 达 x 以 前 所 


走 的 路 径 无 关 ， 势 的 值 为 1 
qo 
2r |z 一 Z0| 


常数 1/27 依赖 于 单位 的 选择 ， 并 非 本 质 . 
1* 第 十 一 章 、 第 十 二 章 所 引文 献 见 第 十 二 章 后 
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今 设 有 m 个 电荷 qi 分别 位 于 点 zi(i ==1,2,…,m), 可 视 
TI1, To Tm 
(i 名 
为 “离散 的 电荷 分 布 ， 这 组 电荷 在 点 z(z 关 zi) 处 所 产生 的 势 仍 定义 为 把 单位 电荷 自 无 穷 
远 人 处 移 到 zx 所 作 的 功 . 人 故此 势 为 








让 一 eb (3) 
现在 假设 电荷 按照 测度 py 分 布 . 由 上 式 的 启发 ， 自然 称 由 x 所 产生 的 在 zx 点 的 势 为 
Gu(z) = 过 人 ee (4) 


以 后 会 证 明 ， 如 jy( 户 ) < oo, 则 关于 勒 贝 格 测度 工 , 对 几乎 一 切 z, Gp(x) < ce ( 见 引 理 3). 
(4) 式 定义 一 积分 变换 G, 它 把 测度 上 变 为 函数 Gp. 下 面 会 看 到 ， 变 换 的 核 1/27x|z 一 Y 
恰好 等 于 三 维 布 朗 运 动 转移 密度 对 时 间 t 的 积分 . 这 正 是 把 布朗 运动 与 牛顿 位 势 联系 起 来 
的 桥梁 之 -一 . 
在 物理 中 ， 势 论 所 研究 的 ， 主 要 是 电荷 分 布 人 4、 势 以 及 借助 于 它们 而 定义 的 各 种 量 间 
的 关系 . 作为 这 种 量 的 例 ， 可 举 出 电荷 分 布 的 能 J(energy), 它 是 势 对 此 的 积分 ， 即 


二 = 人 CH) = 现 5 人 /和 lz 一 Se 中 


电 梨 分 布 的 全 电荷 是 8 三 4(RI). 如 果 把 全 部 电荷 Q 散布 在 某 导 体 上 ， 它 们 便 会 重新 
分 布 ， 使 得 在 此 导体 所 占 的 集 4 上 ， 势 是 一 常数 . 记 此 新 分 布 为 po, 它 具 有 下 列 能 的 极 小 
性 : 

luo = min(ls,: MK 尼 )=@, suppp © A), 


其 中 suppp 宸 4 的 支 集 (support), 它 是 一 切 使 x(V) = 0 的 开 集 UV 的 和 的 补 集 . po 所 
决定 的 分 布 形 态 ， 在 物理 中 称 为 平衡 态 ， 对 紧 集 E(C BR), 如 存在 4 使 sappAc EE, 而 且 
Gu(z) = 1, (Yze 五 ), 则 称 Gu 为 瓦 的 平衡 势 ， 具有 平衡 势 的 集 称 为 平衡 集 ; 而 p(B) 则 称 
为 吾 的 容 度 , 记 为 C(E). 因此 ， 导 体 五 的 容 度 ， 是 为 了 在 此 导体 上 产生 单位 势 的 全 电荷 
以 上 诸 概念 来 白 物 理 ， 以 后 还 要 从 数学 上 重新 定义 下 面 简 述 古典 势 论 中 的 一 些 结果 ， 其 
中 有 些 以 后 会 用 概率 方法 加 以 证 明 . 下 设 4 为 有 穷 测度 . 

电荷 分 布 的 唯一 性 : 势 Gp 唯一 决定 j. 

势 的 决定 : Gy 被 它 在 sapp 上 的 值 所 决定 . 

平衡 势 唯一 : 一 集 最 多 有 一 平衡 势 . 

平衡 势 的 刻画 : 设 平衡 集 EE 的 平衡 势 为 Guo, 则 


CHpo(z) = inf(GH(z) :GHz) > 1,vzr € EE). (6) 


平衡 势 的 能 : 如 平衡 集 忆 的 能 有 穷 ， 则 在 所 有 支 集 含 于 、 全 电荷 等 于 B 的 容 度 的 
电 集 分 布 & 所 对 应 的 势 中 ， 平 衡 势 Gjo 的 能 Ipo 极 小 ; 即 


Tyo = 人 enodm = min ( /cow : SupPHA C E, p(E)= cp)) (7) 
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控制 原理 ， 对 于 二 势 h = Gn,h= Gh, 如 处 处 有 hz h, 则 jp(R3) > (BR3) 


投影 (Balayage) 原理 : 设 已 给 势 h = Gh 及 闭 集 E, 则 存在 势 有 = Gh 满足 


h(z) = h(x), (Vr € E); h(rz) < h(r), (Vr € R3); (8) 
suppu CE; (RS) < p(R?). (9) 
此 外 ， 还 满足 : Vz 
h(z) = inf(Gv(z) : Gv(7) > h(z),YVx € E;suppv C E) (10) 
= sup(Gv(7z) : Gv(z) & h(z),YVx € BE;suppv C E) (11) 


称 h 为 h 的 投影 势 (Balayage potential). 
下 包 络 原理 : 诸 势 的 逐 点 下 确 界 也 是 势 . | 
(二 ) 若干 引 理 考虑 n 维 哆 氏 空 间 R", 其 中 的 点 记 为 rz = (71, 722,… ,zn), 它 与 原点 的 


距离 为 lz| = \/ 三 到 对 >> 0, 记 


i=1 
B,=(z:lzl 和 ni Br= (7 :|z| < +7); 
9 三 (z :|z| = 了 ). 


它们 分 别 是 以 原点 为 中 心 、" 为 半径 的 球 ， 开 球 和 球面 . 
引 理 1 设 f(y) 为 一 元 函数 ，y >0, 如 下 式 左 方 积分 存在 ， 则 


2rm/? n—l 
人 f(lzl)dz = RE 人 s™ “f(s)ds. (12) 
其 中 荆 表 Gamma 函数 . 
证 为 计算 
-|/... 2 dr. 
re fs:( Do )em dzn 
2 
引进 极 坐 标 


Z1 一 SCos p1, XT2 = 9Sin 1 cos p2， 


zn = ssin plisin zsin pn zsin pn 1， 


sada = ya sin? prdp 


A 27 
“ / sin? pn-3dpn_3 “ / sin Pn—2dpn—2 “ / dpn-1. 
0 0 0 


利用 公式 ， pa 
[tao vr) /r() 
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化 简 后 即 得 (12). 口 
在 (12) 中 取 f=1, 并 利用 公式 


T(z +1) 三 2T(z)， 


即 得 球 忆 的 体积 |B,| 为 
1B,| = wr fT (T+1). (14) 


对 7 微分， 得 球面 5; 的 面积 |5,| 为 
1S,| = 2 Tr (3). (15) 


球面 5S, 上 的 勒 贝 格 测度 记 为 Pa ifdz). 以 U,(dz) 表 S 上 的 均匀 分 布 ， 即 
U,(dz) = Lai(dz)/|S,. (16) 


系 1 设 汕 数 K(z)(z € R") 的 积分 有 意义 ， 则 


~ 2" 了 n—l rr 
人 K(x = FT 了 / A Ko)ovtaz| dr. (17) 
证 左 方 积分 等 于 


| fid) =/ | rev (an)| slan, 


以 (15) 代入 即 得 (17). 口 
引 理 2 下 列 积分 是 y 的 有 界 旺 数 


400)= 人 空 _ (n > 2). (18) 


B, |7 — yl"-2 








证 以 x,(z) 表 集 DD 的 示 性 函数 ， 它 等 于 1 或 0, 视 zeD 或 zeD 而 定 ， 则 对 任意 


6>0, 有 
Xa, (Z) Xp, (T+Y) 
A(y) = / ~ dr = 人 四 到 dz 


le — yl 


</ dz +/ Xo (T+ 9) ， 
~ lzlgs Ix)? Izl>6 zl 一 


由 (12), 右 方 第 -积分 等 于 mr/252/T(n/2); 第 二 积分 不 大 于 




















1 1 1B.| 
i=/ Xa, (T+Y) dz < 二 Xa, (十 y) ar = per 
| [>5 6 Rr 看 


注 1 其 实 ， 易 见 4(y) 的 上 确 界 在 y = 0 达到 . 
以 “vw-a.e.” 表 “关于 测度 wv 几乎 处 处 ”; 以 Bn 表 Rn" 中 全 体 Borel 集 所 成 的 o 代数 ，; 


(R",B") 上 的 勒 贝 格 测度 记 为 工 . 
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引 理 3 设 H 为 (R™, B") 上 有 穷 测度 ， 7 之 2， 则 
/ Adz) oo (Dae)， (19) 
R 


nz 一 4 一 





证 以 K 表 (18) 中 ne 的 一 上 界 ， 有 


人 | w= (/ Fs) < KAR") < 


故 (19) 中 积分 在 B, 上 有 穷 (L-a.e.), 再 由 R* = UB, (7 为 正 整数 ), 即 得 证 (19). 口 
T 一 1 
以 Co 表 fr 上 全 体 连续 且 满足 lim f(z) = 0 的 函数 f(z) 的 集 . 
引 理 4 设 fe co 而且 六 可 积 ， 则 当 m> 3, 有 








“=/. Je) js e Co. 


|z ~ yl"? 


le) - seol=-| 人 ft) fte) gl 


|z|® 2 
dr 1 


[zl<5 zz 一 1 Fi / 16 [f(y +2)— f(yo + Zz) dz, (20) 
其 中 Il = sup|f(z)|. 对 任意 > 0, 如 引 理 2 证 明 所 述 ， 可 选 5 > 0 充分 小 ， 使 (20) 中 右 方 


第 一 项 小 于 e/2. 固定 此 6, 由 勒 贝 格 收敛 定理 ， 当 y 一 加 时 ， 第 二 项 趋 于 零 . 此 得 证 g(y) 
的 连续 性 . 
为 证 lim g( 四 =0, 任 取 0<r<s, 则 


2 全 一 (fi | |>r r+/ 用 二 人 


之 | 


对 任意 s >0, 由 于 了 可 积 ， 可 选 s 充分 大 ， 以 使 


/i 中 < 过 ; |. |f(z )ldz < 5 


/ f(z+W) 
r 之 |z| |zl” 一 


f(z+Y) 1 
slz|>r [zz 一 2 | < -= >lz fs + wlde. 


由 于 Jim f(z) = 0, 存在 a >0, 当 |y|>a 时 ， 上 式 右 方 项 小 于 s/3. 综合 上 述 ， 当 .加 > 


时 ， lg(y)| < e. 口 


< 2 











次 取 7 充分 小 ，\ 以 使 
dz < E, 
wll [2 ~ 3 








dz| < NA 





最 后 
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811.2. 布朗 运动 略 述 


(一 ) 定义 设 (Q, 丰 ,P) 为 概率 空间 ， 其 中 9 = (w) 是 基本 事件 w 所 成 的 集 ， 工 为 了 
中 子 集 的 o 代数 ， 书 为 大 上 的 概率 测度 . 考虑 定义 在 此 空间 上 的 随机 过 程 {z(t, ww),t > 0}， 
它 取 值 于 R*. 有 时 也 记 z(tw) 为 zi(w) 或 z(t) 或 zt 

称 XX 为 n 维 布朗 运动 ， 如 果 它 满足 : 

(i) 对 任意 有 限 多 个 数 0<ti<to<. < ty 


z(t1), z(to) z(t1), 的 T(tm) 一 z(tm-1) 


相互 独立 ; ~ 
(i) 对 任意 s 2 0,t > 0, 增 量 z(s +t) 一 z(s) 有 nn 维 正 态 分 布 ， 密 度 为 


no) = rap (~ He), (eee) (1) 
由 $3.4 知 存在 连续 修正 ， 故 不 妨 设 此 过 程 为 连续 的 而 引入 假设 (i): 
Gi) 对 每 一 固定 的 wt 一 z(t.w) 连续 ， 这 样 的 过 程 的 确 存在 (证 可 参看 $83.4 或 17]) 
(GD 式 给 出 rss 一 x 的 密度 ;至 于 zi 的 分 布 ， 则 依赖 于 开始 分 布 ， 即 zo 的 分 布 ， 设 
4(A)= P(rzo € A), AE€B". 


由 zi = (zt 一 20) 十 xo 及 (i) 和 着 积 公式 ， 得 





Plzi€ A) = | | 人 ， ry zexp( lz ler)| dy. (2) 
为 了 强调 开始 分 布 4 的 作用 ， 记 
Pp,(zt € A) = Plzr: € A). (3) 
a 1 ( 正 交 不 变性 ) 设 HH 是 R* 中 正 交 变换 ， 则 有 X= {8z4,t > 0} 也 是 维 布朗 
可 


证 Hrstt ~ Hz; = H(zxs+t 一 zs) 只 依赖 于 Ts+t — Ts, 故 由 入 疏 增 量 独 立 性 即 得 HX 的 
增 量 独立 性 ， 其 次 ，X 对 t 连续 ， 故 玉 X 亦 然 ， 最 后 ， 由 (1),zsr* - zs 有 特征 函数 为 


EeiTt Ty) ~ e (VN (ye R"). (4) 
由 于 正 交 变换 保持 内 积 不 变 ， 并 利用 (4) 以 及 态 -! 也 是 正 交 变 换 ， 得 


Eei(H(zote-2)y) 一 pei(rart-zaH 9) — eo-(H Ty HT Yt/2 一 et/2 (5) 


故 Hoist — Hz, 也 有 分 布 密度 为 (1). 口 
类 似 易 见 
平移 不 变性 设 定点 aeR", 则 {fz+at>ol 也 是 布朗 运动 ; 
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尺度 不 变性 设 常数 c > 0, 则 { zt > 0} 也 是 布朗 运动 


c 


(二 ) 转移 密度 p(t,z,y) 的 性 质 定义 


~ 








Poy) any Bap (a) (6) 


其 中 t> 0,z € R",y€ R". 由 (2) 可见， 如 zo(w) 三 z, 或 集中 在 点 xz 上， 并 记忆 为 忆 ， 
则 有 
Po(zee A)= 人 p(t, z,Y) dy. (7) 


故 直观 上 可 理解 p(t,zx,y) 为 : 作 布朗 运动 的 粒子 ， 自 点 = 出 发 ， 于 时 刻 世 转移 到 点 y 附近 
的 转移 密度 ， 显 然 ， 它 关于 z,y 是 对 称 的 . 
下 列 简单 定理 是 布朗 运动 与 牛顿 位 势 重 要 联系 之 一 ， 因 为 g(x,y) 正 是 牛顿 位 势 的 核 








(n > 3 时 ). 
下 全 = /一 (n> 3) 
加 _ fer/lz—y ， (n > 3); 
ou) = pone { 2 (8) 
其 中 cn 为 常数 : 
1/27, n = 3 时 ， 
。 -了 全 一 切 -La2r ， "= 4 时 ， (9) 
” ”2rm/ 1.3..... (2k— 3)/(2r)*,， n=2k+1> 3 时 
1.2.....(k— 2)/2nr., n= 2k> 4 时 
证 对 s>0 有 
E 1 3 1 |z|? 
[ p(t, 7) dt = CE / a72 exp ( 一 dt 
_ ”Ar 2 lz 
”27"/2 i, uM edu, (= 325) (10) 
注意 当 且 只 当 a > 0 时 ， 广 wle-*qu 收敛. 在 上 式 中 令 s 一 oo, 即 得 
” _ fen/lzl™ ?, (n> 3); 
1 /” 2 n 
cn -zn / wl"/2) 'e du = Fr(3 -1) /2r"/?. (12) 
以 y 一 z 代入 (11) 中 的 z 即 得 (8). 口 
比较 $1(15), 可 见 
cn = 2/{(n — 2)1S1|. (13) 








1 理解 8 = co, (a > 0). 
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设 f(z) 为 定义 在 R* 上 的 消 数 ， 令 


B=(f : 有 界 ， B” 可 测 ); 
二 (f : f € B,f 连 续 ); . 
Co=(f: Fec 而 且 Ffeo) = Jim f) =0). 


又 令 IIL= suply(z) 对 fe 有 定义 变换 TT 


T= ff ey) dy, (> 0) 


TF < MN, Mll g 1. 


引 理 2 () TBCC;() TCoc Ooo. 
证 对 feB 有 


1 2 2 
0) THO) < Maga fe ey 


由 勒 贝 格 定理 ， 当 z ， zo 时 ， 右 方 趋 于 0. 此 得 证 (i). 
对 feoo 及 N >0, 有 


zx yl2 
mal < / ml 2 ) flay 


(- 下 ) 
rf, GE 二 exp ( or jdy 





(14) 


由 于 f(o0) = 0, 对 e>0, 当 VW 充分 大 时 ， 夺 方 第 一 积分 小 于 e/2; 固定 此 N, 当 |z| 充分 大 


时 ， 第 二 积分 < s/2, 此 得 证 全 Foo) = 0. 联合 (i) 即 得 证 (ii). 口 
引 理 3 设 了 均匀 连续 ， 则 
lim lf -f=0. 


证 对 e>0, 由 假设 ， 可 选 5 > 0, 使 对 一 切 y, 有 


sup ,fr +) f(y)| < 5 3 


zilz|< 


于 是 


mi fess (ft ) (G+ fe 


所 1 2 

< = +2]/ mae (| /tdz 
2 | jzl>5/2 (27t)"/2 
E 1 2 

= 十 2 ee [| /2dz. 
2 jzl>872VE (27)"™/2 


340 . 


(17) 





当 寺 充分 小 时 ， 第 二 积分 小 于 s/2. 口 

注 1 如 jeco 则 了 均匀 连续 ， 故 (7) 对 fe Co 成立， 由 (17) 的 启发 ， 补 定义 
Tof = 了 ,To = 了 ( 恒 等 算 子 ). 上 引 理 讨论 了 上 一 0 的 情况 ; 至 于 t 一 oo, 则 有 

引 理 4 如 feCo, 则 Lm 1 用 = 0. 

证 对 ce>0, 存 在 ">0, 使 zeEB, 三 (xz:|z| 7r) 时 ，|f(z)| < se/2. 于 是 








€ 1 他 一 吉 ? 
| 到 月 < 3 十 ap 人 [7 exp ( 7 ) 7 dz 


zp 


1 之 
tsup 中 | exp dz 
| | 四 —y) (27)" +/2 ( 2 ) 


EE 
3 
cr ny 








其 中 
a(Br —Yy)= (az 一 切 :7ZE 了) 
因而 Br 一 y 是 以 -7y 为 中 心 、7 为 半径 的 球 ， 当 t 充 分 大 时 ， (18) 中 最 后 一 项 < e/2. 口 
为 讨论 对 一 般 t 的 连续 性 ， 先 证 工 的 半 群 性 . 
引 理 5 Ts+t = Tal (s > 0,t> 0,70 = 1). 
证 
TTf(z) = (27s) /227t) "2 ff ee fs) dray 


12/2nt) -ay2 ly (st+ ws)/(s + 
= (2xs) "/2(2xt) "/ WE 2st/(s+t) 





exp em[ 于 5 f(z)dydz, 





其 中 每 次 积分 都 在 R* 上 进行 ， 利用 
— /+ | a, 1 


rst/(s + 2 /oo [ - 2 2st(s + t) 


得 知 上 式 右 端 等 于 


i iz — 2 
[2r(s + /ee[- Ze Te)dz 一 人 tf 口 
由 (16) 及 引 理 5 知 {Ti,t > 0} 构成 作用 于 B 上 的 线性 算 子 压缩 半 群 ，(16) 表 压 缩 性 . 
引 理 6 如 f 均匀 连续 ， 或 f € co 则 Tf(z) 对 上 奎 > 0 均匀 连续 ， 而 且 此 连续 性 对 
ze Rn 也 是 均匀 的 . 
证 利用 工 的 半 群 性 、 压 缩 性 、 引 理 3 及 注 1, 对 及 > 0, 有 


fernf -Tf < Nn Tf Hs IDf -NN 0 (0); 





对 有 = 一 k<0, 有 
rsf = Tf < Tr Tf — fl < Tf -fH = 0，(h 0). OO 
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按 范 粘 : | 的 收敛 称 为 强 收效 ， 记 为 slim. 令 


Da= {1: feB, 在 在 Hip =oeB (19) 
简 记 
slim Df 二 g 为 4f = 9. 
h—0+ h 


称 4 为 半 群 {74,t > 0} 或 过 程 X 的 强 无 穷 小 算 子 ， 称 Da 为 4 的 定义 域 . 

下 定理 把 布朗 运动 与 拉 普 拉 斯 方程 联系 起 来 . 

定理 2 设 上 有 界 . 二 次 连续 可 微 , 又 二 阶 偏 导数 有 界 且 在 R* 上 均匀 连续 , 则 六 s Da， 
又 


1 ~ 02 f(z) 


Af(0) = 5) (= 5Af(®)), (20) 





其 中 T= (T7172, , Tn). 
证 
1 ly— zx)? 
Tif (7x) = mn fp[- | 


EE / eT* /2f(z + zVi) dz, (21) 


其 中 = fr 令 庆 = 六, 所 = 起 让 ,利用 泰勒 展 式 ， 得 


f(z +zVt) =f(z ) VID afil®) 


+ at + [7 加 - f(z)]ziz;. 


1,7=1 2 1 


之 坐标 分 别 在 z 与 z+ zvt 的 坐标 之 间 . 以 此 代入 (21), 得 


TH(z) = f(s) + 了 AH(z) + (27) "3b, 2), (22) 
其 中 

J(t,7x) = -2 /2 [fij (3) — fi;(2)]2i2; dz. 

-f° > " 
令 
F(z,z,t) = max |fi(3) — fi(7)| 
则 对 任意 s > 0, 有 
Mealls fe 7 DD rte) 和 二 好 Face 


nf Pleadae hdrt2maxlfyinf cea 
< 3 lzl>s 
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由 于 fi 的 均匀 连续 性 ， 光 上 0 时， 第 一 项 对 z 均匀 地 趋 于 0. 故 


lim sup|J(t,z)| < 2max fulln { z2e-* /2 dz. 
tol 1.) ‘zl|>s 


Hi $1 引 理 1, ss 一 00 时 ， 右 方 趋 于 0, 故 
lim sup [J(t.zx)| = 0. 
由 此 及 (22) 得 


， Tf—f 
um | 


注 2 如 了 有 界 、 二 次 连续 可 微 ， 则 在 任 一 紧 集 K(C R") 上 ， 均 匀 地 有 
Tf (x) ~ f(x) 





-eo 





= 5Af(z). (23) 


实际 上 ， 只 要 在 上 述 证 明 中 ， 改 sup 为 sup, 改 “ 均 匀 ” 为 在 “下 上 均匀 ，, 改 首 用 为 
工 xE 
sup |f(z)|. 


(三 ) 作为 马 氏 过 程 的 布朗 运动 考虑 (0,, P) 上 的 布朗 运动 {zo(w),t > 0}， 不妨 设 

zofw) 三 0, 因而 Pl(zo(w) = 0) = 1 (否则 考虑 {zi(w) - zo(wht > 0}， 它 显然 也 是 一 布朗 运 
动 ) 自然 地 称 它 为 自 0 出 发 的 布朗 运动 ， 令 Mi 为 frufuj,sg w< 所 产生 的 o 代数 ， 记 
NM = N,N = Ns = U N,N = Na. 


今 对 每 ee R", 定义 zf(w) = zi(w) 十 a， 由 平移 不 变性 ， 知 X* 三 {2z?(w),t > 0} 也 是 
布朗 运动 ， 自然 地 称 它 为 自 a 出 发 的 布朗 运动 ， 注意 由 {zs2(w),s < mu < 旭 产 生 的 o 代数 
也 是 Ne. 以 P 表 X* 在 NN 上 产生 的 概率 测度 ， 它 是 满足 下 列 条 件 的 唯一 测度 : 对 任意 


Oti<to < Ctn, Ai EB", 


Pa(T° (ti) € A ,T° (tn) € Am) = P(r(ti) + a € Al, ::, Z(tm)+a€ Am) 
二 / nltdn) / p{t2 一 ti,Q1,da2) “ |/ p(tm 一 tm_iyam_iydanm)， (24) 
41 42 Am - 


其 中 p(t,x,y) 由 (6) 定义 . 在 入 上 ，P 重合 于 Pi. 

全 体 X*(a€ R") 构成 一 马 氏 过 程 半 = (zi,AM,P), 这 里 的 x 应 理解 为 全 体 zg(a e .R"), 
它 的 转移 密度 为 (6) 中 的 p(t,z,y). 此 马 氏 过 程 是 由 各 点 出 发 的 布朗 运动 所 共同 组 成 ， 内 而 
可 以 利用 马 氏 过 程 的 理论 .以 后 所 说 的 布朗 运动 ， 无 特别 声明 时 ， 均 指 此 马 氏 过 程 . XX 
有 下 列 性 质 : 

1) 由 引 理 2() 及 轨道 rz 对 上 的 连续 性 ， 知 X 是 强 马 氏 过 程 (文献 中 定理 3.10). 

2) 由 引 理 2 及 文献 [gj 中 定理 3.3, 过 程 X' = (zhN+ ,已 ) 也 是 强 马 氏 过 程 ， 这 里 
M+ = NN 又 由 图 引 理 3.3, 关于 过 程 X”7 为 马 氏 时 间 的 充 要 条 件 是 : vt> 0， 


(r<t)eNM. 
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3) 以 入 表 Ni 关于 一 切 P(r € R") 的 完全 化 c 代数 ， 五. 表 已 在 W 上 之 延 折 ， 则 
(zt Na) 也 是 强 蕊 氏 过 程 (文献 [8 中 定理 3.12). 


511.3 ” 首 中 时 与 首 中 反 
(一 ) 首 中 时 . 近代 马 氏 过 程 论 中 的 “个 极 重 要 的 概念 是 首 中 某 集 B 的 时 间 . 对 ?” 维 
布朗 运动 XX 及 集 Be B8", 定义 


. hp(w) 人 > 0， zi(w) E B), 如 右 集 非 空 


1 
ve, 反之 WW 


称 hal(= hp(w)) 为 B 的 首 中 时 (hitting time)( 或 首 达 时 ), 亦 称 为 Be(= R" 一 B) 的 首 出 时 . 
hs 是 马 氏 时 间 . 当 B 为 开 集 时 , 此 结论 极 易 证 明 : 实际 上 , 由 轨道 的 连续 性 , 对 上 > 0， 


(hp <t)= () (cesB5)EeN 
有 理 r<t 


但 对 一 般 的 Be B", 则 证 明 很 困难 而 需 用 到 Choquet 的 容 度 论 ( 见 文献 四 或 [23] 中 附录 ). 
在 (hg < co) 上 考虑 z(hs)(= z(hp,w)), 它 是 随机 变量 ， 取 值 于 RE". 称 它 为 集 B 的 首 
中 点 ， 显 然 ， 如 B 是 紧 集 ， 则 z(hp)€ B. 对 一 般 的 B, 只 有 z(hp)€ BB (B 的 闭 包 ). 
引 理 1 (0-1 律 ) 设 A Ee Wo, 则 


P(A)=0 或 1. 
证 以 01 表 X 的 推移 算 子 ( 见 文献 图 ), 因 604 = 4. 故 由 马 氏 性 得 
P(A) = P(A004) = | Pal0oAINos) Psa) = | Po (A Pd) = (PAF. O 
既然 (hp = 0) € MNe = Nor, 故 由 引 理 1 


已 (he = 0)=0 或 1. 


在 后 一 情况 ， 称 a 为 B 的 规则 点 ; 否则 称 为 非 规 则 点 ， 直 观 地 说 ， 从 a 出 发 ， 作 布朗 运 
动 的 粒子 能 立刻 击 中 B 的 点 是 B 的 规则 点 ; 因此 ， 容 易 想 象 ，B 在 规则 点 附近 不 能 太 稀 
杖 . 以 B 表 B 的 内 点 所 成 的 集 ， 由 XX 的 轨道 的 连续 性 ， 如 a eB, 则 a 是 B 的 规则 点 ; 
如 as (B)* (c 表 补 集运 算 ), 则 自 a 出 发 ， 必 须 在 开 集 ( 怠 * 中 停留 一 段 时 间 而 不 能 立即 击 
中 B, 故 a 是 B 的 非 规则 点 以 Br 表 B 的 规则 点 的 集 ， 由 上 述 得 


BcCB'cE. (2) 


剩 下 只 是 边界 9B(= BnB) 上 的 点 ， 可 以 是 规则 点 ， 也 可 能 非 规则 . 
如 B 有 内 点 , 由 (2) 知 B" 非 空 . 可 见 对 一 般 的 集 ， 规则 点 应 很 多 而 非 规 则 点 则 较 少 . 
的 确 ， 以 后 会 证 明 (§3, 定理 4),B 中 非 规则 点 集 8n(B")* 的 工 测 度 为 0. 
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一 个 极端 情况 是 B" = 8( 空 集 ), 因 之 B 必 无 内 点 而 呈 稀 疏 态 . 称 B 为 疏 集 ， 如 存在 
De B"*, BcCD,D"= $9. 由 此 定义 


P(he =0) < P(hp = 0)=0, 


故 自 任 一 点 a 出 发 都 不 能 立即 击 中 疏 集 B. 
更 极端 的 情况 是 自任 一 点 出 发 都 永 不 能 击 中 的 集 . 称 B 为 极 集 ， 如 Pi(hp < %)=0. 
显然 ， 极 集 是 玖 集 ， 以 后 将 证 明 : 紧 集 是 极 集 的 充 要 条 件 是 它 为 朴 集 (811, 定理 2); B 
为 极 集 的 充 要 条 件 是 它 的 容 度 C(B) = 0 (§11, 定理 4). 
(二 ) 首次 通过 公式 ”此 公式 很 重要 . 设 7 为 马 氏 时 间 ， 对 7 用 强 马 氏 性 ， 得 


P(x € A)= P(ri€E A,T>t)+ [{ fre € A)P,(7 € ds, zxr € db). (3) 
0 
因而 对 可 积 函 数 f(z), 有 
五 of(zt) = Ea(f(x1),7T > 1) +/ Baflee Pstr Es, rr € db), (4) 


其 中 | = fk.， Ea 表 对 应 于 P, 的 数学 期 望 . 

特别 ， 如 取 7 = ha, 则 因 z(ps) e B, 故此 时 (4) 中 的 积分 fh, 可 换 为 后 . 

(三 ) 球面 的 首 中 时 对 一 般 的 B, 求 出 hs 的 分 布 是 相当 困难 的 问题 ， 对 首 中 点 z(hBp) 
也 如 此 . 只 是 对 少数 的 B, 问题 可 以 解决 ， 例 如 球面 S. = (z : |z| =7), 7 > 0. 简 记 5; 的 首 
中 时 为 h.. 

定理 1 iD Po(j < 00) =1, (Jal < 7); 

i) Eoh; = 72/n; 

ii) Eh A lal gr 时 有 和 界 ， 

证 由 (4 


Eof (zt) = Bo(f(ze), hs > t) + [ 人 Bof (res)Po(h, € ds,z(h;) € db). (5) 
特别 ， 取 f(z) = |z|? = 二 z?. 由 于 z(w) 的 每 个 分 量 zi(w) 在 开始 分 布 及 下 有 Nb Vi) -- 


维 正 态 分 布 ， 故 
Es lzi(w)P = 区 + 


从 而 
Esf (zu) = > Es, lri(w))? = 1bl? + mac (6) 
i=1 


以 (6) 代入 (5) 得 


= Eo(|ze)?, hr > t) + [ 人 lol? + n(t— s)Po(h, e ds,z(h:) € db). 
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当 be3 时 ， 中 =7 是 一 常数 ， 故 
nt= Eo(|xile, ho, > 上 十 天 本 (区 用 十 PE hh &t), 


亦 凤 
nt (hr > t) 十 nbEo(h;, hr < 1) 一 Eol|zel, h,. > 1) 十 7r2 Py(h, < 1). (7) 


当 太 时 ，lzeP<rz 歼 
TB 和 > 1) + nbo(h,, hh, <t) < 272. (8) 
令 1 一 co, 可 见 Po(h, > +) 0, 或 
Plhs < oo) =1. (9) 
同 理 ， 当 t 一 oo 时， 得 Boh. < oo. 由 于 
Boh, =-/ sdF(s)+ { saFls) > [ sdF(s) + tP(h, > 4), 
0 t 


其 中 FF(s) = Po(hr < 3s), 从 而 tB(hr >t) 一 0, (t 一 00). 由 此 及 (9), 于 (7) 中 令 + 一 oo, 即 得 
nEo(hi) = 72, 此 即 记 ). 

今 考虑 一 般 的 a, |a| gr. 以 5,(a) 表 以 a 为 中 心 、4 为 半径 的 球 画 ， 选 充 分 大 ， 使 
一 切 Su(o)(lal < >) 都 包含 5.. 以 hu(a) 表 Su(a) 的 首 中 时 ， hs = (0), 则 


已 (hr < h(a))=1. 
由 布朗 运动 的 平移 不 变性 ， 


P(hr < oo0) > P(hu(a) < 0)= Ph < oo0)=1. 


元 
迅 


[>] 


Eh, < Elrs(a)] = Eoh, = 元: 口 


以 es 表 B 的 首 出 时 ， 即 ep = hp. 

系 1 设 BeB" 有 界 ， 则 EE,(ep) 对 zeB 有 界 . 

证 只 要 取 充 分 大 的 球 包含 5, 并 仿 上 证 即 可 .， 口 

注 1 如 BB 无界 ， 则 问题 复杂 例如 , 设 n=2,Bs。=(x:z€ER,zz00<0<a),9 
是 z 与 向 量 (1,0) 的 交角 ， 可 以 证 明 : (ep。) < co,( 一 切 ae Bs), 等 价 于 a < 4. 对 一 般 
的 连通 开 集 B, 则 可 证 明 : 已 (etf) < co 对 某 we B, 因 之 对 一 切 ae B 成立 ， 等 价 于 存在 
调和 于 B 中 的 函数 ,使 |zj? < w(z), ze B. 见 文献 [2;21]. 

注 2 至 于 有 的 分 布 ， 在 文献 [4 中 证 明了 : 


用 > 4) = ee 人- da), (a >0), (10) 
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其 中 ou 是 Bessel 冰 数 ju(z) (v := 全 -1 的 正 索 点 ， 又 

E48 = go /2 Tv + 1) J (qn), a) 
那里 还 发 现 了 个 有 趣 的 事实 ; 以 Ti 表 n+2 维 布衣 运动 在 n+2 维 球 B, = (z : 
本 好 < 谨 ) 内 的 停留 时 间 ， 以 政 ” 表 m 维 布 朋 运 动 首 中 球面 5, = (2 : 光 台 下) 的 时 


2=1 


间 ， 则 关于 局, 2 与 丰 0 同 分 布 ， 故 已 (Ff+2) > a) 也 等 于 (10) 之 右 方 值 ， 这 些 结果 
为 Bo 所 发 展 ， 例 如 ， 求 出 了 了 太 的 拉 氏 变换 : 


Ese 六 = = (而 ) 1 LVAD /LVMr), (n> 2), (12) 
其 中 工 为 modified Bessel 孙 数 ， 2 一 2 一 10< 人 < 而 
Eoe MN = (rV2N)" /I2° T(rVONT HI，(n > 2). (13) 


在 上 一 式 中 ， 入 > 0. 

(四 ) 球面 的 首 中 点 今 讨论 首 中 点 z(h) 的 分 布 . 由 定理 1i), P,(z(h)€ 5,)=1,lal<r. 
下 面 证 明 : 关于 Po,z(h.) 有 球面 上 的 均匀 分 布 由 ,上 由 1(16) 定义 . 

设 五 为 R" 上 正 交 变换 ， 它 把 点 z 变 为 点 Hz, 把 集 4 变 为 集 HA = (Hz :ze 4).B" 
上 的 测度 UU 称 为 关于 五 不 变 ， 如 U(4)=U(HA),A eB". 

引 理 2 设 U 为 5. 上 之 概率 测度 ， 它 对 任 一 保留 原点 不 动 的 正 交 变换 (或 旋转 )H 不 
委 ， 则 区 = 也 

证 1 设 y 为 U 之 特征 函数 ，& 是 以 U 为 分 布 之 随机 向 量 ， 即 P(E e 4) = 7(4). 由 

P(H-'€ € A)= P(t €E HA)=U(HA) = U(A) 
i411E 与 由 分 布 ， 于 是 
p(x) = Fei(ré) ~ Feilz 6) 一 pei(Hz,é) 一 yp(Hz), 


即 p(z) 在 上 述 变换 下 也 不 变 ， 故 必 为 |z| 的 函数 ， 从 而 存在 一 元 函数 ys), 使 


p(x) = (lz|)，(ze R'). (14) 
见 UV, 对 上 述 变换 不 变 ， 故 由 上 知 : 对 态 的 特征 函数 pi, 存在 一 元 函数 如, 使 
pi(z) = hi(|zl), (zr e R"). (15) 


而 的 特征 汕 数 wr(z) 满足 
er(z) = 人 cilzgU (dy) = 人 citrzgn(dy) = hh(rlz)), (z € Rn)， (16) 
3° 对 任 s>0, 有 
S (14) ea x)= rx ei(z,Y) 
p(s) 人 p(w) Us (dz) 人 U,(d 上 人 Uldy) 


= 人 oo( 人 eer,lds)) = 人 ps(WU(dy) 


(9) 人 wi(sly)U(dy) = wi(sr). Q7) 
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因 之 ， 
(16 _ 、 
etz) = wr) trla) (zj ee) OO 


定理 2 对 可 测 集 4c 9 有 
Py(z(h,) € A) = U,(A). (18) 


证 以 五 表 引 理 2 中 的 变换 ， 由 2 引 理 1,HX 也 是 布朗 运动 以 凡 表 及 XY 对 5 的 
首 中 时 ， 则 因 正 交 变 换 保 持 距 离 不 变 ， 故 h = i. 于 是 
Polz(hr) € A)= Po(Hz(hs) € A)= P(Hz(hr) € A)= Polz(hr) € HA). 
这 说 明 z(h) 的 分 布 关于 五 -1! 不 变 ， 但 五 ~! 可 以 是 上 述 任 -一 正 交 变换 ， 故 由 引 理 2 即 得 


证 (18). 
注 3 85 会 证 明 ， 如 从 球 内 任 一 点 zx 出发， 则 














Plalhr) et) = f re -ry al nd (dy), (lal <7). (19) 


特别 ， 当 z= 0, 此 式 化 为 (18). 
注 4 能 具体 求 出 首 中 点 分 布 的 ， 尚 有 : 
1 超 平面 也 = (z : (a,z) = c), 其 中 向 量 a 关 0,c 为 常数 ， 以 六 表 工 上 的 面积 测度 ， 则 
r(n/2)d(z, I) 
/ay rh 





Pr(z(hn) € dy) = A(dy), (n > 2), 


其 中 d(x, 了) 为 z 到 I 的 距离 . 
2° 当 n 二 2 时 , 自 (z,0) 出 发 ，(z 0),Y 坐标 轴 的 首 中 点 有 柯 西 分 布 密度 为 jz|/x(x "十 


yy), (vy € RI). 


(五 ) 一 般 性 质 称 函 数 了 在 点 z 下 连续 ， 如 lim f(y) 2 f(z). 
定理 3 设 BeB", 则 P.(hp <t) 对 固定 的 z 是 t+>0 的 连续 了 沙 数 ; 对 固定 的 +t>0 是 


z 的 下 连续 函数 . 
-证 设 对 某 t>0 有 PB(hs = >0, 则 对 任意 d,0<d<t 有 
f ror)pns =t- ddy > Polhs = 1)>0. (20) 
于 是 存在 +>0 使 
人 pld,z,y)P,(hs =t—d)dy > 5 Pa = >0. (21) 
由 此 知 对 任意 d,0<d<t, 有 
/ P(hp =+— d)dy>0. (22) 
iylgr 
否则 已 (hg =t 一 d) = 0，(L-a.e.y) 而 (21) 左 方 应 为 0. 
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考虑 非 降 商 数 F(t) 
F(t) = / P,(hs < t)dy. 
lj 和 > 


因 Foo) < js 四 < eo, 故 FGD 至 多 只 有 可 列 多 个 不 连续 点 ; 但 (22) 却 表示 其 不 连续 点 
韭 可 列 ， 此 限 盾 证 实 了 定理 的 前 一 结论 . 
周 定 1+>0, 注意 


pl Plha <t—d)dy = P, (N 菜 s (dt), € B). 


由 $2 引 理 20), 左 方 、 因 而 右 方 对 zx 连续 ; 但 4140 时 ， 右 方 1P(hp <= PB(hBp gt) 故 
后 者 对 z 下 连续 ， 口 
定理 4 设 BeB", 则 B" 是 Gs 型 集 ， 而且 BN(B") 的 工 测 度 为 0. 
证 由 定理 3 后 一 结论 知 ， 对 固定 的 t+>0 及 a,(z :PP(hp <&>a) 是 开 集 ; 故 由 下 式 
立 知 B" 是 Gs 集 : | 





oo 


Br={s:Plhs=0)=1}= (ze:P(ha < 1)>1-7). 
任 取 相 对 紧 集 1! 4 Cc BNn(B")*. 先 证 
lim , P(x € 4)dz = 0. (23) 


实际 上 ， 我 们 有 
P(r EA)S<P(ha gt P(hp &t). 
当 ze4 时 ，ze(B")*, 故 
0< limPs(zi € A) < lim Pr(hp <t)=0. 
”由 Fatou 引 理 得 证 (23). 考虑 有 界 连 续 范 数 f(z): 
Z) 一 z 十 2z) dz 一 Zz da. 
Ho)= xslz+ els ds = /xalz + ou, 
Xa 为 4 的 示 性 函数 . 
Eof(x1)= EF z+zi)dz= | Plri+zE A)dz= | P(r: € A)dz. 
fe) = Bo x todd | Plstze dds= [ Pl e A)d 
由 (23), 得 4 的 测度 为 


14| = f(0) = li Eof (zt) = 名 /Re € 4)dz =0. 口 





1 称 集 4 € B" 为 相对 紧 集 ， 如 4 紧 . 
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注 5 令 Ja(zt) = PA(hp < 四, 紧 集 BC RS, 可 以 证 明 : 户 ( 人 有 是 热传导 方程 


Wf A (t>0,r€B') 
Ut 
在 下 列 条 件 下 的 唯一 解 : 
开始 条 件 f(x,0) 0 (CE B'). 
过 作 条 件 jin feD) 1 (>0.y :BNB'). 
4 


因此 ， 可 视 f(z,) 为 二 时 + 在 点 zs 上 的 温度 在 时 t 自 B 


的 总 能 最 为 . 
Ertlt Pr( (hp &t) dr = | faB(z,t) dz 
BB: 


了 家 


可 以 证 明 [19]: j= 3,t oo 和 上 


Ea(t) = 10(B) + 4(27) 2C(B)?E 2 4 of), 


而 用 苔 已 为 球 ， 则 of 三 0 (> 0 这 里 C(B) 是 B 的 容 度 ( 见 89). 


$11.4 调和 丙 数 


流入 周二 介质 8° 中 


(一 ) 定 多 没 4 让 为 任 开 集 ， 称 国 数 Ar) 在 生 中 调和 ， 如 它 在 么 中 连续 ， 名 


存在 ， 调 二 满 是 拉 普 拉 斯 方程 


例 1 设 4 为 任 一 定点 ，ci 与 ca 为 二 常数 ， 令 


h(z)= ate/lr al 2, (nz 2), 


h(x)= cl 十 czlog 





1 
区 二 中， (n 一 2). 


由 直接 计 算 知 ,它们 在 R" ~ {a} 中 调和 . 事实 上 ，h(z) 除 在 a 点 外 连 EE 续 . 设 4 = (a1,…,a,)， 


嘎 ] 


六 天 > 2, 则 | 


Oh 网 (2 一 ma — Qi) 

















Ozi; |z 一 al” 
Oh (2 n—2 

~ 一 - 
Or? ? | — al"+2 lr —al" } 


[3 


由 此 知 产 广 是 人 对 z= 1,2, 证 明 类 似 ， 
注意 ， 调 和 是 数 定 义 中 的 连续 性 必 不 可 消 ， 








下 列 Imaxan 定理 ， 很 是 有 用 . 证 明 见 文献 [8] 第 5 章 81 或 本 书 85.1 定理 1,811.2 定 
理 2. 

定理 1 设 4 为 相对 紧 开 集 ， 如 了 清 数 4 在 4 连续 ，Aw 在 4 中 存在 、 连 续 而 且 有 界 ， 
则 对 一 切 ze4 有 


Beal- sa)= $8.| { sue) sl, (4) 


其 中 e= ea 为 4 的 首 出 时 . 
由 (4) 知 ， 如 % 在 4 连续 且 在 4 内 调和 ， 则 


u(x) = Eslu(ze)], (z € A). (5) 


下 面 讨论 调和 性 的 等 价 条 件 ， 
称 孙 数 f(z) 在 开 集 4 中 为 局 部 可 积 的 ， 如 它 在 4 中 每 一 紧 集 上 为 工 可 积 . 称 wz) 在 
4 中 具有 球面 平均 性 ， 如 对 每 点 ce 4 和 每 个 球 B.(a) = (xz :|z 一 a| <7) Ch,(r>0), 有 


u(a) = 人 u(z)U, (dz), (6) 


Dr 为 球面 5.(a) 上 的 均匀 分 布 . 由 83 定理 2, 可 改写 (6) 为 
ua) = Ealu(ze,)]. (7) 


er 为 Sr(a) 的 首 中 时 ， 也 是 开 球 B; (a) = (z : |z -al < nr) 的 首 出 时 ， 这 是 球面 平均 性 的 概 
率 表 示 . 

定理 2 函数 nz) 在 开 集 4 中 调和 的 充 要 条 件 是 它 在 4 中 局 部 可 积 而 且 有 球面 平均 
性 . 

证 设 h(z) 调和 . 由 连续 性 得 局 部 可 积 性 ， 任 取 ae 4, B, (a) c 4, 在 (5) 中 取 忆 为 
h,e 为 er, 即 得 球面 平均 性 . 

反之 ， 设 产 局 部 可 积 ， 而 且 满 足 (6). 暂 1 增设 he C2(4), 则 必 有 Ah = 0. 否则 ， 如 说 
在 某 点 a€ 4, 有 Ah(la) > 0(<0 时 讨论 类 似 ); 由 于 he C2(4), 必 存 在 B.(a) C 4, 使 


P(Ah(rs) >0,s < er)=1. 
由 (4) 
Eslh(ze )] — h(a) = 3 到 | / Ahlzo) da > 0， 
这 与 h 满足 (6) 矛盾 . 
-现在 证 明 : he C2(4) 的 增设 是 多 余 的 . 甚至 可 以 证 明 更 强 的 结果 : 如 在 4 中 局 部 


可 积 而 且 有 球面 平均 性 ， 则 he Ce(4)， 
为 证 此 ， 首 先 注意 : 如 g(x) (z € R") 为 工 可 积 ， 则 有 等 式 ( 见 81, 系 1) 


fs ts (fawn) an (8) 


' 涪 hE Cm(A), 如 衣 在 A4 中 有 KK(< m) 级 连续 偏 导数 . 
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其 中 |51| 六 球 间 而 可 ($1,(15)). 任 取 zo € 4, 选 56 >0, 使 球 Bas(z0)C 4. 以 耻 表 [0, 00) 
上 的 非 负 、 无 穷 次 可 微 的 册 数 ， 它 在 [22,co) 上 恒 为 0. 但 在 [0.52) 上 不 慎 为 0. 则 由 (8) 有 


[ u (ly — zl )h(y) dy =- 站 半 人 Ly)dy 


上 1 (gz a 
elser moi 
= 15) [ wf se je 


= |S1ih 加/ see ?dr. 


| 
2 


| 
Ty 
ee 








但 此 式 左 方 作为 的 函数 在 Bs (zo) 中 无 穷 次 可 微 ， 故 右 方 中 的 h(z) 也 如 此 口 
对 局 部 可 积 晒 数 f(z), 以 5"f(a) 表 它 对 球面 5.(a) 关于 均匀 分 布 的 平均 值 : 








S" f(a) = 人 frldr) = Tay 人 fon (de) (9) 
以 B"f(a) 表 它 对 球体 B,(a) 关于 勒 贝 格 测度 工 的 平均 值 : 
rp 1 2 和 
Br s ea he fa (10) 
IB,(a)| 表 B,(a) 的 体积 ， 我 们 有 
1 
~ [BG) Em 人 fe) 1 
1 uw a u 
po (11) 
今 设 h 调 和 ， 则 hla) = S*h(a). 以 h i (11) 中 的 f, 得 
a/ [Su(a)| au = h(a). (12) 


这 表示 调和 所 数 也 有 球体 平均 性 . 

(二 ) 性 质 调和 性 的 约束 随 所 在 区 域 之 扩大 而 加 强 ， 极 而 言 之 ， 则 有 

定理 3 在 R" 中 调和 而 且 有 下 界 (或 上 界 ) 的 消 数 h(z) 是 一 常数 . 

证 因 调和 函数 之 负 仍 调 和 ， 故 只 需 考虑 有 下 界 情况 ， 而 且 不 妨 设 下 界 为 0. 任 取 一 
点 ZY 令 a=|z 一 让 .对 s>0, 有 Bs(y)C Bis(z), 教 


h,, h{(z)L(dz) < h, h(z)L(dz), 


亦 即 
(BY)IB’h(y) & |Bot (x) Bh(z). 
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利用 (12) 得 
“ 18,(V)Ih(Y) < 1B。+s(z)lm(z)， 
于 是 由 lim | 地 沁 =1 立 得 h(y) < h(x). 由 z 与 y 的 对 称 性 即 得 h(z) = h(y). 口 
定理 4 ( 极 大 [或 极 小 | 原理 ) 设 h 在 有 界 开 集 4 中 调和 , 在 4 中 连续 , 则 对 任意 ce 4 
有 
inf h(xz) & h(a) < sup h(z). (13) 


| rEOA 


证 以 e 表 4 的 首 出 时 ， 由 布朗 运动 轨道 的 连续 性 ， ze 属于 4 的 边界 94. 由 (4) 


h(a) = Eslh(ze)] = / h(z)P, (ze € dr), (a € A). 
684 
由 引 立 得 (13). 口 

调和 上 浪 数 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 我 们 只 叙述 上 述 的 一 些 ， 因 为 它们 以 后 要 用 到 ， 而 且 与 
概率 论 关 系 密切 . 

(三 ) 布朗 运动 轨道 的 性 质 

a. 设 e 三 el7, 忆 ) 为 球 层 A4=(z:0<r<|z|<R) 的 首 出 时 ， 则 对 ae 4 有 
(RY "la /Rr"), (n #2); 
(log R— loglal)/(log R- log7r), (n= 2). 





Palle =")=| G4) 


实际 上 ， 如 zx 关 2, 取 h(z) = |zj-". 由 例 1 知 它 在 A 中 调和 . 又 由 $3 定理 1, P(e < co) = 1 
(ae 4). 从 而 
Pllze|= R+P,(lz|=7)=1. 


以 此 的 表达 式 代入 hla) = Eslh(zc), 得 
二 lal2—" 二 R?2-—n(1 — P(rze|=7)+ r2-7P,(|ze| 一 了). 


由 此 立 得 (14) 中 前 一 结论， 同 理 ， 对 n= 2 取 A(z) = log jz|, 可 得 后 一 结论 . 
b. 令 e" 为 球面 S-(0) = (x :lzl = >) 的 首 中 时 ， 则 对 la| > +r, 有 


r/lal)™*-?2, nn 之 3， 
p< {ON 2 a 
实际 上 ， er 二 mn e(7， R), 故 
P(er < 00)= dim P(|ze| = 7). 
由 此 及 (14) 即 得 (15). 
c. 一， 二 维 布朗 运动 具有 常 返 性 : 设 a,5 为 任 二 点 ，hs 为 5 的 邻 域 太 的 首 中 时 ， 则 
P(hy < oo) 三 1 (16) 


实际 上 ， 由 (15) 第 二 式 知 此 结论 对 4 = 0 成 立 . 由 类 似 的 证 明知 它 对 任意 ? 也 成 立 . 对 一 维 
布朗 运动 ， (16) 还 可 加 强 ， 即 其 中 的 各 可 理解 为 单 点 集 {8} 的 首 中 时 .实际 上 ， 设 a < bb， 
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任 取 cc>6. 则 由 (16), 白 a 出 发 ， 首 中 c 的 任 - -不 含 上 的 邻 域 的 概率 为 1; 由 轨道 的 连续 性 
及 ae<D<e， 中 间 经 过 娟 之 概率 也 为 工 . 
d. 二 维 布 明 运 动 轨道 处 处 稠密 ， 令 


Di 二 (ww : {zs(w),s 之 实在 R? 中 稠密 ). 
则 对 任意 a, PP,(Di) = 1, (t > 0). 


实际 上 ， 以 hm 表 圆 (xz :|z -站 <7) 的 首 中 时 ， 则 由 (16) 


PDo)=P. (NN < %))=1, 
b rr 
其 中 之 人 交 对 -- 切 二 维 有 理 点 5 及 有 理 数 + > 0 进行 ， 其 次 
P,(D:) 一 P.,(0: D0) 一 EPzr(1)( D0) 三 1. 
e. 由 于 对 任意 t> 0, P(D) =1; 故 
Ps( lim lz 二 00) 二 1; 


P,( lim lz = 0) = 1 (17) 


f 当 n 2 时， 任意 单 点 集 {a} 是 极 集 ， 为 此 ， 只 要 在 (14) 中 先 令 r 一 0 再 令 已 一 co， 
即 得 P(eo < co) =0, 一 切 a 关 0, 其 中 eo 为 {0} 的 首 中 时 其次， 由 PB(zi = 0) =0,(t>0), 
得 Prtn (eo < 00) 一 0,(Py-a.e.), 故 

P(reo < oo) 一 EoP,(r) (eo < o0) = 0. 
令 t1 0, 即 得 轧 (eo < oo) = 0. 于 是 得 证 


Paleo < 00)= 0， 一 切 %， (18) 


亦 即 得 证 {0} 是 极 集 . 类 似 可 证 任意 单 点 集 为 极 集 . 
然而 由 c 中 末 所 述 ，n = 1 时 ， 单 点 集 都 常 返 ， 故 一 维 布朗 运动 无 非 空 极 集 . 
g. ne 之 3 维 布朗 运动 是 暂 留 的 ， 即 


Pa lim |zt| = oo) = 1 (19) 
内 而 它 不 常 返 . 注意 ， 此 式 加 强 了 (17). 为 证 此 ， 令 
Tn = inf(t > 0,|zi & m), um = inf(t > 0, |z1| > m’). 
由 83 定理 1,Ps(wm < eo) = 也 一 切 o 一 切 正 整数 m. 从 而 PB(0wwn < co) = 1, (t > 0). 故 重 
新 得 证 
. P,( Hn lal = oo) =1. (20) 
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由 强 马 氏 性 及 (15)， 
忆 (0 (T,) < co) 二 PaPi(u, ) (Tm < 00) = E, (至 ) |] _ 2 


故 对 一 切 a, 有 


》 (|z(t 十 um)| <m 对 某 ) 


m=1 


一 3 P,(0u,. (Tn) < co) = >》 m2(27") < oo. 
7 一 1 7m 一 1 
根据 Borel-Cantelli 引 理 ， 上 式 首 项 中 的 事件 以 忆 - 概率 1 只 出 现 有 限 多 个 ; 此 与 (20) 结 
合 即 得 证 (19). 


811.5 Dirichlet 问题 


(一 ) 问题 的 提出 与 解决 设 4 为 开 集 ，4c RE,m >2. 在 4 的 边界 94 上 已 给 连续 函 
数 f, 需要 求 出 在 4 连续 . 在 4 中 调和 的 函数 妃 而 且 满足 边 值 条 件 


h(z) = f(z) (z € 04), (1) 


简称 它 为 D- 问题 ， 是 Gauss 于 1840 年 提出 的 . Gauss 以 为 他 已 用 “Dirichelet 原理 ”解决 
了 它 ， 但 后 来 发 现 推 理 有 错 . 1909 年 Zaremba 及 1913 年 Lebesgue 都 给 出 了 甚至 当 4 有 
界 时 也 无 解 之 例 . 1924 年 Wiener 提出 了 广义 的 D- 问题 ， 后 者 恒 有 解 . 但 他 未 发 现 与 布 
朗 运 动 的 联系 ; 这 种 联系 是 Kakutani 于 1944 、 Doob 于 1954 年 发 现 的 . 

D- 问题 是 否 有 解 ， 依 赖 于 边界 94 上 的 点 是 否 对 4° 规则 ， 粗 略 地 说 ， 4 在 边界 点 
的 邻近 不 能 太 小 ， 以 使 布朗 粒子 从 边界 点 出 发 能 立即 击 中 Ah°, 问题 才 有 解 . 

如 4 有 界 且 有 解 ， 则 解 必 唯 一 :对 无 界 的 4, 则 解 可 不 唯一 而 有 无 穷 多 个 . 

D- 问题 在 微分 方程 理论 中 已 有 很 深入 的 研究 , 我 们 这 里 不 追求 问题 的 更 广泛 的 提 法 ， 
而 把 重点 放 在 概率 方法 上 ， 人 们 正 是 通过 D- 问题 最 初 发 现 布 朗 运 动 与 位 势 间 的 关系 的 . 

定理 1 设 4 为 有 界 开 集 ，A4 CC R",n >2, 则 DD- 问题 有 解 的 充 要 条 件 是 84 的 每 一 点 
都 是 4° 的 规则 点 ; 此 时 解 h(z) 唯一 ， 而 且 可 表 为 


h(z) = Esf(ze) {(z € A), (2) 


e 为 4 的 首 出 时 . 
证 1° 唯一 : 设 h,hs 都 是 解 ， 则 加 一 ha 在 4 中 调和 ， 在 84 上 为 0. 由 34 极 大 原 
理 ， 得 
hi(z) = h2(z), (zx € A) 
2” 充分 : 因 4 有 界 ， 由 $3 系 1,Ps(e < co) = 1， 由 于 84 的 每 点 5 对 4° 规则 ， 故 
P(e =0)=1. 办 此， 由 (2) 定义 的 h(z) 满足 边 值 条 件 : 


h(b) = Esf (xz0) = f(b), (be 04). 
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因 4 有 经 ， /人 04 连续 ，、 夏 有 界 ， 由 (2) 定义 的 有 rz) 有 界 可 测 ， 故 局 部 可 积 ， 
以 了 表 球 面 Sr ) 的 首 中 时 ， 7 € A,B(z)C A. 让 归并 性 (2) 中 访 满 足 


hz) = Ef rere) = FE flrie)) = Eh(r(T)). 


吉 玉 在 4 中 有 有 球 本 平均 性 ( 参 丰 54,(7)). 这 连 回 局 部 可 积 性 即 知 hz) 在 4 中 调和 和 . 
剩 下 此 证 (2) 中 的 h(x) 在 wed4 连续 ， 亦 好 要 证 


im Ecflre) = f(a) (x € A). 


为 此 ， 先 证 对 任 <>0 丰 
lim Pllre ~ al > 2)=0. 
而 利用 |z。 一 al < 17。 本 x| 二 | 光一 QQ:, 可 见 为 证 (5), 又 只 虎 证 


lim P,(lze — zx| > e)=0; 
这 是 由 于 


, ， E E 

(Iz. 一 oj > e) C (le。 一 Z| 之 ;) U (Iz 一 Qa| > 5 )， 
2 2 

lm Piflz. ~ al 2 6) < ln P. (Iz. -Z|> 7) 


下 证 (6). 我 们 有 


Pi(lze ~ 7z|>e)= P(re—Zz|> ee2t)+ P(re -re,e <t) 
< Ple2it)+P( sup lrs— 7X|>e) 
0O<s<t 


< P(ezt)+Pt( sup |rs| > €) 


DS<s&t 


= P(ezt)+ Pl(T &), 


(7) 


其 中 家 为 开 球 Be (0) =.(z : |z| < 6) 的 首 出 时 ， 内 0 是 Be(0) 的 内 点 ， 故 是 R"\ B。 (0) 的 


非 规 则 点 ， 从 而 
lim PlTe <t)= (T=0)= 


故 对 e1 > 0, 存在 t0 >0, 当 tg to 时， 
R(T <t) < 3. 
辕 定 如 此 的 += to. 由 $3 定理 3, P(e > 1) 对 x 上 连续 ; 又 a 对 A° 规则 ， 故 . 
lim P(e 2 to0) < lim P (e> 2) <h(e>3) = 0. 
故 存在 5>0, 当 zeBstaina4 时， 


P(e2t0) < 过 
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(9) 





综合 (7) (9) 知 ， 对 任何 E> 0,el > 0， 当 TE Bs(a) nA 时 ， 
已 (jze 一 2| > 5) < 51， 


于 是 (6) 以 及 (5) 得 证 . 
由 (5) 及 f 的 连续 性 ， 对 e2 > 0,ss > 0, 存在 r+>0, 当 ze Bla)n 4A 时， 有 


Pr(|f (ze) — fla)| > sz) < sa3. 
令 B=(w:|f(7e) — f(a)| > ea), 得 


[Eef (ze) ~ Flo) & Erlf (re) — fla)) 
= Es(|f (ze) — f(a)l; B)+ Es(lf (xe) ~ fla)l, B) « 2lflles + 82, 


其 中 省 = sup |f(7), 此 得 证 (4). 

3° 必要 : 即 要 证 : 如 D- 问题 对 一 切 连续 边 值 函数 f 有 解 ， 则 每 ae 94 对 h° 规则 . 
取 了 > 0 为 定义 在 684 上 的 连续 消 数 ， 而 且 只 在 一 点 a 上 ， f(a) = 0. 由 假设 ， 存 在 连续 于 
4, 调和 于 4 中 的 函数 h(x), 它 在 94 上 等 于 f. 由 $4(5) 


h(z) = Erlh(ze)] = Ezf(xe) (z € A), 


故 
Eaf(ze) = hla) = f(a) =0. 


由 此 及 fz 0, 得 PP(f(ze)=0)=1; 但 f 只 在 a 点 为 0, 故 Ps(z。 = a)=1. 由 于 单 点 集 {a} 
为 极 集 ( 见 $4, 了 f), 则 必 有 P(e =0)=1, 中 a€e(4°)". 口 

注 1 Wiener 提出 的 广义 D- 问题 是 : 设 已 给 开 集 4, 在 84 上 已 给 连续 函数 f, 需要 
求 出 函数 天 它 在 4 中 调和 ， 而 且 对 任意 be 64 (4°)", 有 





alim, h(xz) = f(b). (10) 


当 4 有 界 时 ， 仔 细 看 上 定理 的 证 明 2°, 可 见 (2) 中 的 h(z) 仍 是 此 广义 D- 问题 的 解 . 但 那 
里 的 唯一 性 证 明 1° 不 能 通过 ， 因 为 此 时 极 大 原理 不 能 用 . 不 过 可 以 证 明 解 仍 是 唯一 的 ( 见 
文献 [18] 第 5 章 85). 
注 2 今 考 虑 任意 开 集 (未 必 有 界 )}4 及 定义 在 64 上 的 有 界 连 续 函 数 f, 如 84 C (4c)”， 
则 D- 问题 有 解 为 
h(xz) = Ez[f (ze),e < ool + cP,(e = oo)， (11) 


c 为 任意 常数 . 实际 上 ， 仿 定理 1 中 的 证 明 2°, 可 见 [f(ze),e < oo] 仍 是 D- 问题 之 一 解 . 
特别 ， 取 f=1, 则 P(e < co) 是 边 值 为 1 之 D- 问题 之 解 ; P(e = oo) 是 边 值 为 0 之 D- 问 
题 之 解 ， 因 此 ， 对 任意 常数 (11) 是 原 D- 问题 之 解 . 进一步 还 可 证 明 : D- 问题 的 任 一 解 
必 呈 (11) 形 { 见 [15; 17]). 

注 3 在 Zaremba 的 反例 中 ， 4 =Bi \{0} 是 去 掉 原点 的 单位 开 球 ， 边 值 函 数 f 是 : 
(0) = 1,/(z) = 0,z e Si (单位 球面 ) {0} 是 极 集 ， 广 义 D- 问题 有 解 为 h(z) = Esf(z。) =0， 
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zeE4. (注意 有 (0) 冯 1). 但 DD- 问题 无 解 . 关于 Lebesgue 的 反例 及 其 物理 解释 ， 见 文献 [12] 
87.12. 

(2) 式 开 倒 了 用 概 浆 方法 解数 学 分 析 癌 题 的 先例 ， 关 于 一 般 的 查 圆 型 方程 等 的 概 滨 解 
法 可 见 [8] 第 13 章 及 [9. 以 某 些 方程 的 概率 天 未 为 理论 基础 的 Monte-Calro 方法 ， 给 出 了 了 
这 些 方程 的 数值 解 . 

定理 1 可 如 下 推广 : 设 4 为 有 界 开 集 ，64c (4)", 为 84 上 的 连续 也 数 ，c 为 4 
的 首 出 时 ， 则 


Br)= Fre f(r) (A>0) (12) 
在 4 中 一 次 连续 可 微 ， 而 且 是 微分 方程 
Mgx(z)- Aga(r)=0 (ZE A) (13) 


在 边 值 条 件 
aAlim,, Plz) = fla) (ae 04) 


下 的 唯一 解 (证 见 文献 [5] 卷 2, 第 4 章 84). 

如 入 =0, 则 得 定理 1 如 f= 1, 则 得 e 的 分 布 的 拉 氏 变换 . 

(二 ) 锥 判别 法 ”由 定理 1 可 见 点 的 规则 性 起 着 重要 作用 . 至 于 判断 边界 点 是 徊 规则 ， 
有 下 列 简单 的 、 Poincare 的 锥 判别 法 . 

称 R* 中 集 K 为 顶点 在 be R" 的 锥 ， 如 存在 单位 向 量 we R"* 及 常数 a > 0, 使 
KK=(z:zeR",|(z ~-b):vl > alr 0)). 设 B,(b) 为 以 5 为 心 ， 以 a > 0 为 半径 的 球 称 
KN Bo 为 一 锥 硕 . : 

定理 2 设 BeB",ze68B. 如 存在 以 z 为 项 点 的 锥 顶 KNB(zx)cB, 则 ze€ Br". 

证 以 ha 表 球 面 Se(z) 的 首 中 时 ， 由 83 定理 2 


9ou(z) 





Ps(z(ha) € BNS,(z)) = Us(BN Sa(z)) > Us(K N Salz)). 
注意 Us(Kn Ss(zx)) =B6>0 与 a>0 无关， 由 于 


(xz(ha) € B)C (hp < h,), 
hs 为 召 的 首 中 时 ， 故 
Ps(hp < hs) > P(r(ho) € B)> P(rz(ha)e BNS(z)) >8>0. 


由 83 定理 16), P(lim ha = 0)=1. 在 上 式 中 令 e 一 0. 得 已 (hp=0>8>0. 根据 01 
律 ， P(php=0)=1. 故 zeBr. 
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锥 法 虽 只 给 出 充分 条 件 ， 但 简单 好 用 .至 于 充 要 条 件 则 有 Wiener 判别 法 : 
设 BeB",(n>3). Bn = (y:ye BA < |y-z| < A™m), 其 中 常数 0<A<10 又 z€ RR" 


为 定点 ， 则 ze B" 的 充 要 条 件 是 六 "2 中 C(Bm) = co, CLBin) 表 Bu 的 容 度 ， ( 见 文献 


[12] 及 [17]).n 二 2 时 也 有 类 似 结果 . , 
(三 ) 球 的 D- 问题 设 n>3,4 为 开 球 Br,r > 0. 一 方面 ， 由 微分 方程 知 : D- 问题 的 
解 由 下 列 Poisson 公式 给 出 : 
h(x) = 人 1 f(a), (dz) |z| < 7. (14) 
今 考虑 外 D- 问题 : : 求 h(z), 它 在 Bt = (z :|z| >7) 中 调和 ， 在 S- 上 ，h(z) = f(z)，, 
了 连续， 而 且 满 足 ， 
lim A(z)=0. (15) 


| 了 | 一 oo 
则 在 微分 方程 中 也 证 明了 : 此 时 外 D- 问题 有 唯一 解 h(z), 它 仍然 由 (14) 给 出 ， 但 其 中 
Iz|>7. 


现在 转 到 概率 方面 以 e 表 5; 的 首 中 时 ， 由 定理 1 知 ， 此 D- 问题 的 解 为 
h(z) = Ef(ze) = Ei(f(xe),e < oo)，(|z| < 7). (16) 


现在 证 明 ， 外 D- 问题 的 解 h(z) 也 由 (16) 给 出 , 但 |z| > r. 实际 上 ， 由 注 2 已 知 (16) 中 
h(z), (|z| > >) 是 一 解 ; 其 次 ， 由 方程 论 知 在 附加 条 件 (15) 下 ， 外 D- 问题 的 解 唯一 . 因此 ， 
只 需 验证 (16) 中 h(z), (lz| > 7) 满足 (15). 为 此 ， 先 注意 由 $4(15) 


lim P(e = o00)=1. 


|z| 一 ce 


故 


lim |A(z)| < lim Es(|f (ze)l, e < %) < if lim P(e < %)=0. 


|z|—o0 
综合 上 述 两 方面 ， 得 
2|r” — |z)| 一 
Bs f(x.) = 人 rn ov (dz), (zeS,). (17) 


lz — zl" 
由 此 推 知 ， 球 面 5; 的 首 中 点 有 分 布 为 
Re 


一 zj 


U, (dz), (zES,). (18) 


其 中 4c 5; 为 可 测 集 ， 特别 取 z = 0, 此 式 化 为 83,(18). 

注 4 我 们 已 看 到 ， (17) 右 方 所 定义 的 z 的 函数 在 B, 中 调和 ， 将 此 式 再 推进 一 步 . 
就 得 出 B; 中 一 切 调 和 函数 的 Poisson 积分 表示 ， 这 就 是 : 五 (z) 为 非 负 、 在 B, 中 调和 的 
函数 的 充 要 条 件 是 : 存在 5, 上 测度 /使 


rm-2 r2 一 | 六 2 o 





1 参看 文献 [6] 着 2, 第 4 章 ，82.2 及 [20] 第 4 章 §2, 84. 
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其 中 测度 上 有 穷 而 且 被 唯一 决定 ( 见 文献 [17] 第 4 章 ， 54). 至 于 在 一 般 开 集中 调和 、 
非 负 盟 数 ， 也 有 积分 表示 ; 为 此 ， 需 引进 所 谓 Martin 边界 ， 它 起 着 类 似 十 (19) 中 S" 的 作 
用 . 


611.6 ”禁止 概率 与 常 返 集 


(一 ) 三 个 重要 函数 设 BeB",B 的 首 中 时 为 hp. 首 中 点 为 xz(hs). 如 83 所 述 有 首次 
通过 公式 
P(r E 4) 一 人 [a Eds,r(hBp) €E dz)P(rt s EE A)}= Pi(hp > 1,71 € A). (1) 
0 B 


作为 4 的 测度 ， 左 方 有 密度 为 


,人 一 已 (Pa € ds,x(hp) € dz). 
Plt, zr,Yy) 人 (hp Edsz(AB) € dz) 

p(t — 8, 2,Y) = gp(t.z,y). (2) 
简写 左 方 的 二 重 积分 为 Bg). 取 yn 一 y, 由 Fatou 引 理 ， 


各 byn) > By). 
故 B(y) 下 连续 ， 从 而 由 (2) 定义 的 qs(t,z,y) 对 y 上 连续 .既然 (1) 之 右 方 非 负 ，gp(t, zx,y) 
关于 勒 贝 格 测度 几乎 处 处 非 负 ; 由 上 连续 性 ， 它 对 一 切 y 非 负 ， 由 (1) 知 ， 作 为 4 的 测度 
已 (pe > zt€ 4) 有 和 密度， 可 取 它 为 9B(t,z, 了 ). 由 于 Pe(hs >t,zte 4) 是 自 z 出 发 ， 在 首 
中 B( 或 首 出 B°) 以 前 ， 于 t 时 到 达 4 之 概率 ， 故 可 称 gp(t,zx,y) 为 禁止 密度 . 
今 引入 三 个 重要 消 数 ， 它 们 分 别 是 三 个 密度 的 拉 氏 变换 对 入 20, 定义 





gx(z) = / eXp(t, 2) dt, (3) 
OU 
入 ~ 一 入 
ge, 信 = / egptt, zy) dt, (4) 
0 
maleds)= e MP (hp € dt,zx(hp) € dz). (5) 
0 


如 入 =0, 简 记 gn(z) 为 g(x) 等 等 ， 它们 有 人 性质: 
TD (0) = fF es do0, (n>1) 
(2xt)™/2 
9*(z) 在 z 关 0 连续， 而且 lim g*(z)=0. 
2) g*(y 一 z) > gh (x,y). 
此 因 p(t,y 一 Z) > ga(t,z,Y). 
3) 测度 五 3(z,dz) 集中 在 B 上 ， 而 且 


Ese "ra f(z(hp)) = El ef(z)Ps(hp € dt, x(hp) € dz) 
= fileas) f(z). (6) 


+ 360 . 





) Es fo” fz)e Nat = f gd(z,y)f(y) dy. (7) 
灾 际 上 PA 


E, / f(r)e Msndt = / / PR E dy) f(y) dt 
0 


=// Ngp(t, x,y)f(y) dydt. 


5) g*(z) = g*(—z). (8) 
6) gh(z,Y) = gh (y, 2). (9) 

这 是 由 于 
ga(t, x,Yy) = gp(t,y, x). (10) 


后 者 的 证 明 见 文献 [17] 第 二 章 定理 4.3 或 [8] 引 理 14.1. 
7) 如 zeB" 或 ye B", 则 
gh(z,y) =0. (11) 


实际 上 , 如 ze B", 则 (hp = 0.z(phps)=z)=1; 故 由 (2) 得 os 人 bz 人 =0, 从 而 gf(z,y) = 0， 
(z € B"). 由 对 称 性 (9) 即 得 98(z, 人 )=0 (ye B"). 
今 取 首次 通过 公式 的 拉 氏 变换 形式 ， 以 便于 应 用 . 以 e 沁 乘 (2) 两 边 ,对 上 上 积分， 得 


入 二 -Xt L Ss,T Z 
wa=// [7 Plhg edeizlhaj € dz) 
p(t — s,y — z)]dt + gh(z,Y). 
利用 拉 氏 变换 的 卷 积 公式 ， 得 
g*(y—z) =- 上 本 edaovg- z) + gh(zx,y). (12) 
B 
由 首尾 二 项 关于 z,y 的 对 称 性 ， 得 
[Bea y= | Hw as) -a). 3) 
B B 
在 (12) 中 令 和 一 0, 利 用 (6) 及 单调 收敛 定理 ， 得 势 的 基本 公式 : 
g(y 一) = | Hale, ds)gly —2z)+gB(z,y), (BE B",n > 3). (14) 


此 式 有 概率 意义 : 自 z 出发， 在 gy 点 附近 的 平均 停留 时 间 ， 等 于 首 中 B 以 前 在 y 附近 的 
平均 停留 时 间 ， 加 上 首 中 B 以 后 在 y 附近 的 平均 停留 时 间 . 后 者 由 (14) 中 积分 项 给 出 . 

(二 ) 常 返 集 

定理 1 设 f(z),z € R" 为 有 界 可 测 函 数 ， 满 足 f = 工 f( 对 某 t> 0), 则 了 恒 等 于 一 常 
数 . 

证 先 证 一 事实 : 关于 任 一 紧 集 中 的 xz,y, 均匀 地 有 


Mim (Hf(z) — Tf (WN) = 0. 
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实际 上 ， 
-TH /er 本 -emayG 
< /pz 一 paald 
= Af lt) -p02+ (2 /VD a 


由 十 p(1,z) 连续 、 可 积 ， 故 当 上 -co 时 ， 右 方 关 于 紧 集 中 的 z,y 均匀 地 趋 于 0. 
由 所 f= ,利用 {ZH} 的 半 群 性 得 Tf = 了 对 一 切 正 整数 mm 成立 . 于 是 由 上 述 事 实 ， 
对 任意 z,y， 
f(a) = f(y) = lm (Taf (2) ~ Ti f(y)) =0. 0 


定理 2 设 BeB",(n>1), 只 有 两 种 可 能 : 
人 站 或 者 已 (AhB < o00)=1; 
(ii) 或 者 对 一 切 z, 当 t 一 oo 时 ， 


已 (9(PB < oo)) = P(rzs € B 对 某 s >t) — 0. 


证 令 yp(z)= 忆 (hp < o0), Tep 对 + 不 增 (参看 (18)), 故 


p(T) > Tiplz) 4 r(xz), (t — 00). (15) 
在 了 Tsp(z) = Tiop(z) 中 ， 令 s 一 o0, 由 控制 收敛 定理 及 定理 1 
Tir(e) =r(z) = e> 0，(c 为 常数 ) 0) 
在 
Palt < hp < co)= [sat zp0) dy > cPa(hBp > 1) 
中 ， 令 上 一 co, 得 


0 一 C 己 (有 一 00). (17) 
于 是 或 者 P.(hp = co) 三 0, 此 即 (i); 或 者 c= 0, 此 时 在 


Tip(7¥) 一 Ezp(zt) 一 五 < 已 (PRB < 00) 
= P,(9(hg < 00)) = P.(z, € B, 对 某 s > 4 (18) 


中 ， 令 1 一 oo, 并 利用 (15) (16) 即 得 (ii). 口 

在 情况 iD, 称 BB 为 常 返 集 ;在 (这 为 暂 留 集 ( 勿 与 $4 中 过 程 的 常 返 性 等 混淆 ). 由 $4(15)， 
当 n > 3, 一切 球 , 从 而 一 切 有 界 可 测 集 , 是 暂 留 集 . 由 (18) 知 (i) 等 价 于 Ps(01(hp < co)) = 1 
t>0. 又 了 ip1ToPt1 0. 

对 一 ， 二 维 布朗 运动 ， 定 理 2 可 加 强 (比较 84( 三 )c). 

系 1 对 BeB"(n=1,2), 只 有 两 种 可 能 : 

(人 或 者 Pi(hp < co) 三 1 
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(i 或 者 Pi(ha < oo) 三 0. 


的 f(z), 有 ， , 
/rroe= f(/ pss my) ds )fW) dy — oo (1 2 00). (19) 


令 gp(z)== 忆 (hp <00), 由 Tp<ypgs1, 对 h>0 有 


t t t+h 
0 / Ts(p — Thp)ds = / Tp ds 一 Tp ds < 2h. 
0 0 h 


对 照 (19), 可 见 p = Thp(L-a.e.z); 于 是 Tip = (Trp). 再 令 t 0, 即 得 p= Thyp 对 一 切 z 成 
立 ， 从 而 得 知 p(x) 等 于 (15) 中 的 7(z); 由 (16), w = (> 0) 为 常数 ， 并 且 (17) 成 立 . 当 c=0 
时 即 是 情况 (让 . 口 

系 1 也 可 改 述 为 : 当 n=1 或 2 时 ， 除 极 集 外 ， 一 切 非 空 可 测 集 都 是 常 返 集 ， 

然而 ， 当 n= 1 时， 在 $4( 三 ) 中 已 证 明 非 空 极 集 不 存在 ， 故 此 时 只 有 一 种 可 能 (i), 即 
一 切 非 空 可 测 集 皆 常 返 . 

至 于 判断 一 个 集 是 否 常 返 ， 也 有 锥 判别 法 .直观 地 想 ， 如 n> 3, 集 必须 充分 大 才能 常 
返 . 

定理 3 设 BeB8",n>3, 如 存在 锥 及 r>0, 使 (z :zeK,|z|>7)cB, 则 B 常 


证 由 平移 不 变性 ， 不 妨 设 K 的 顶点 在 0, 于 是 天 = (z :|z .ul > alzl), 为 某 单 位 向 
久 ， a > 0. 显然 ， 对 任意 常数 > 0,VEK = K. 由 尺度 不 变性 


Po(z(t) €E K)= nm(2) E K) = Po(z(ct) E K), 


故 1.ff) EK) =d> 0,d 为 常数 .由 Jim Pollx(t)| >7)=1, 得 
dim Plbi(hp < co)) > lim Po(z(t) € B) 
> lim Po(z(t) € K,|z(t)| 27)=d>0. 
由 定理 2 知 B 常 返 ， 口 


注 1 设 BeEgB",n>3A>14, 令 Bh%=(z:rzE€B,A™m < |]z|< A"m+1), 则 B 为 常 返 的 充 
要 条 件 是 


DEVOC(Bn) = oo 


m=1 
C(Bm) 表 Bi 的 容 度 . 证 见 [17]. 
(三 ) 收敛 引 理 下 二 引 理 很 有 用 ， 特别 ， 引 理 2 可 用 来 研究 无 界 开 集 . 
引 理 1 设 B 及 Bm 丝 为 闭 集 ， 又 Bm 表 Bn 的 内 点 集 ， 


Bi DBiD B 3B2> .2 B= /Bn = B,, 
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则 对 xz E BUB", 和 有 
Pi(hp, ThB)=1. (mm-» 20). 


证 显然 has， 不 降 ， 0 < hp T 过 Ap 如 六 = cc 则 下 理 成 立 ， 如 x € B"， 则 

Pin = 0) = 1, 引 理 也 成 立 ， 节 只 要 考虑 hh < oo0, xz € B" 的 情形 ， 由 于 B 及 B, 财 ， 轨 道 
Bn 3 zhp,.) — zx(h) ef Bn=B. 

赦 如 >0, 则 必 1h2zha. 但 当 zeB' 时 ，PB(h>0)=1, 皮 P.(h= hp)=1. 口 

注 2 如 zeBeUB", 即 如 ze€ BNM(B"), 则 Pi(hp,, = 0)= LP(lhp > 0) = 1 故 
Pc(hB,, 1 hs) 一 0, 而 引 理 1 结论 不 成 并 . 

引 理 2 设 G 为 非 空 开 集 ， 则 存在 一 列 上 升 开 集 G,,, 其 紧 闭 包含 于 G, 使 

1l. GICGICG2 CG CC ，UGn = Gi 


2. 8G 的 每 一 点 对 G5 规则; 

3. P(hgo, Tt hac) =1, zeG 

证 取 一 列 紧 集 Km 使 Ki C K2 C…, UKm = G. 用 有 限 多 个 开 球 遮 盖 Ki, 并 使 这 
些 开 球 之 和 D 满足 万 c G. 有 必要 时 改变 某 些 球 的 半径 . 用 锥 判别 法 85 定理 2) 知 ，8D 
的 每 一 点 对 De 规则 . 取 G1 = D, 于 是 G1 CG 而且 8G 的 点 对 GY 规则 ， 同 样 手 续 施 之 于 
G1U Kz 可 得 G2,…. {Gm] 满足 1 与 2, 故 








Go (G9 2 6353..., (|G% = 6°. 


Tn 


由 引 理 Pi(hes The)=1(z EG) 但 Pi(hge = ho)= 1(rz€G);P(hog, = hes)= 1{rE€ 
Gn) 故 由 上 式 得 P,(hec,. 了 hac) 一 1(z € G). 口 


811.7 测度 的 势 与 Balayage 问题 
(一 ) 唯一 性 n > 3 维 布朗 运动 的 势 核 9(z,y) = gly - 7) 取 为 
gy —£) = enlz — yr, ec, = r(5 - 1) /2r02 (1) 
对 B” 可 测 着 数 f, 如 下 列 积分 存在 ， 定 义 了 的 牛顿 势 为 Gf: 
G9) = oy fy) oy (©) 
对 B" 上 的 测度 ,定义 上 的 牛顿 势 为 Gy， 


Gp(zx) = fs — zu(dy), (3) 





1 但 如 =0, 由 zhYyEB 未必 有 之 hp = inf(t > 0,zr € B), 注意 此 中 t+t>0, 而 非 t+ 之 0, 例如， 设 xo 二 zx 对 
已 非 规 册 ，z€ B, 则 Ph=0)=1, 人 HP(hp >0)=1. 
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其 中 = /如 了 >0 可 视 (2) 为 (3) 的 特殊 情形 ， 故 主要 考虑 (3), 它 把 测度 py 变 为 函数 
CH(Z). 

由 381 引 理 3, 如 AR") < co, 则 GHz) < eo,， (L-a.e.). 

引 理 如 Gy(z) < co, 则 


Gu(z) — TGnu(z) = / Tsp(z) ds. (4) 


niGu(s) = {f 9 = uay)ple zo) ee 


=-/// © pls,y ~ z)dsp(dy)p(t,z — z)dz 
- /| oetuy-sdsnldy) = | 1/ © p(s,y — z)ds pldy); 


[ Tsu(2) ds = 上 js — zu(dy)ds. 
所 以 
TiGu(a) + { Tnls)as= {| psy -sas nlay) 
= je — Zz)u(dy) = CHU(z) 口 


定理 1 设 上 为 有 限 测度 ， 则 Gh 唯一 决定 jg. 
证 1? 设 有 二 测度 4 与 v 使 


Gh=Grv<o0, (Lae.). 
如 在 点 z 上 此 式 成 立 ， 则 由 引 理 1 
[ Tp(z) ds =/ Tv(z) ds. (5) 


2° 取 任 意 非 负 、 连 续 于 R" 且 有 紧 支 集 的 函数 f, 利用 p(s,z,y) 对 z,y 的 对 称 性 ， 有 


/ € [ fd) dp = / (: [ / poset) ft)dyds ) (ds) 
= [1/ ‘Tay)dsf(y) dy = fi/ ‘Tv(y)dsf ty) dy = / G 1/ Tds) a 
由 纺 引 理 3, 对 z < Rr" 均匀 地 有 ff(s 一 0), 利用 < -5 方法 及 测度 有 限 ， 易 见 
fdn= 有 fdv. 由 下 的 任意 和 性， =v# 
(二 ) 极 大 值 原理 
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定理 2 设 产 为 有 限 测 度 ， 其 支 集 为 下, 又 NCB.HnN)=0. 如 Gn(x)< M<o0, 一 切 
rEN°NMB, 则 
sup Gu(z) < M. (6) 
ER 
证 “1° 用 和 8$6(14) 
gy 0 = | Haleds)yy 3) + g(r,y). (7) 
B 


对 任意 >0, 令 A4=(z:Gp(?) <MM+e). 以 A 代入 (7) 中 的 BB, 双方 对 pldy) 积 分 内 
有 文集 B, 得 


Gutz) = 上 Halz,dz)Gnu(z) + 上 gal(z, udy) 
= [Haldens)+ foaledy) (8) 
A BNN: 


2° 下 证 gaA(z, 由 =0, 一 切 yeE BNN', 从 而 最 后 一 积分 为 0. 由 于 BNNe Cc A, 由 36,7)， 
具 时 证 4 中 点 丝 对 4 规则 ， 从 而 ga(z,y) 二 0, (ye 4). 用 反 证 法 ， 设 ae Ah,aeEAh", 则 


lim fal € A)< lim Fa(ha t= P(ha=0)=0. (9) 


中 1 理 1 
Gu(a) > TiGu(a) > / plt,y ~ a)Gp(y) dy > (M + e)P,(riEA). 
A 


令 t1 >0, 由 (9) 得 Gp(a) > M+e. 此 与 ae 4 逆 盾 . 
3° 十 起 由 (8) 及 2° 


Gu(x) = | -Hale ds)Gnl) (ZE R"). {10) 
A 
如 能 证 在 4 上 ， Gp(z) < M+e, 则 由 上 式 立 得 (6)， 下 面 会 证 明 Gu(z) 下 连续 ， 故 (z 
Gp(z) < M +e) 闭 ， 既 然 它 包 含 4, 故 也 包含 4. 
4° 今 证 Gu(z) 下 连续 ， 由 Fatou 引 理 
lim GH(z) = = lm 人 (t,x, ydtp(dy) > ff lim p(t, 2, vy)dt p(dy) 
ri a,y)dtn(dy) = Gp(a). OO 
注 1 极 大 值 原 理 可 以 如 下 直观 解释 . 由 于 之 支 集 为 B, 故 
Gram = [gly play), (se Er"). 1) 
B 


Gnu(z) 可 视 为 自 z 出 发 ， 在 B 中 的 关于 加 权 平 均 的 停留 时 间 . 今 如 自 z e Be 出 发 ， 此 
时 间 日 应 从 进入 吾 时 开始 算 起 ， 设 由 点 be B 进入 B, 则 


GHzZ) SCGH(D)， 
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回忆 g*(z) 的 定义 (86,(3)), 令 


GHz) = fr — rz)u(dy). (12) 
定理 2” 设 4 为 有 限 测 度 ， 其 支 集 为 B. 则 
Gp(z) & sup G*p(y), (rz € R"). (13) 
yeEB 


证 明 与 定理 2 之 证 明 类 似 ， 只 要 以 ex 代替 那里 的 工 . 
(三 ) Balayage 问题 (简称 B- 问题 ) 以 M 表 所 有 使 势 Gpn(z) 为 局 部 可 积 的 有 限 测 度 
之 集 . 所 谓 B- 问题 是 : 设 已 给 集 Be Br 及 jp€ M. 试 求 x/E M, 其 支 集 含 于 B", 并 且 使 


Gu (rz) = Gp(7z), (x € B") (14) 
Gu (zx) & Gu(z), (zr € R",n > 3). (15) 

下 面试 解决 此 问题 ， 以 Ha(zx, 4) = 已 (z(hsp)€ 4) 表 B 的 首 中 点 分 布 ， 定 义 测度 jy 
H(A4) = pH8(4) = | Hols, ular). (16) 


定理 3 设 B 为 紧 集 ， 则 jy 是 B- 问题 的 唯一 解 . 
证 Hsp(z,:) 集中 在 B=B 上 , 但 BN(B")* 为 极 集 ( 见 811 定理 3), 故 Hsp(z,.), 因而 
w 集中 在 B" 上 . 在 $6(13) 中 令 和 10, 得 


/ Ha(z,dz)g(y — 2) = / Ha(y, dz)g(z — 2). (17) 
Br 国 Br 


G(s) = GpHa(s)= / ole- opHalas)= /gle -a) f Healy dz) nlay) 
Br Br" 
= |/ se- autwas an ® {fst -onalean)| nk) 
= 人 Hae(z, dz)Gu(z) = HpGu(z) < Gp(z). (18) 


最 后 不 等 式 是 由 于 $6(14). 由 (18) 知 jy/€E At 而 且 满 足 (15). 如 ze B", 则 Hp(x,-) 集中 在 
点 {z} 上 ， 故 由 (18) 的 中 间 推 演 ， 有 


GuHa(z) = 上 Ha(z, dz)Gp(z) = Gp(z), 


此 得 证 (14)， 最 后 证 解 的 唯一 性 . 设 v 也 是 解 ， 则 v 之 支 集 含 于 B"， 由 $6(14), 并 注意 
9g6(Z,y) =0,yE€ B"( 参 看 §6,7)), 得 


Gus)= fHale, ds)gly — sv(dy) 
=/ Hp(z, dz)Gv(z) 3] Hp(z, dz)Gn(z) 
Br Br" 


18 
= HpGnu(z) <) GpHg(z), (ze Rn) 
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由 唯一 性 ， 好 得 Vv 二 uHp. 口 
近年 来 提出 了 反 B- 问题 : 设 B 为 紧 集 ， 已 给 96 上 之 概率 测度 wv, 试 求 概 妆 测 度 凡 


使 

LHp: 二 六 (19) 
其 中 jyHpe()= P(x(eB) € 小 让 为 首 出 B( 或 首 中 B*) 的 时 间 ， 满足 (19) 的 一切 概 
康 测 度 记 为 好 (四 在 上 4 中 证 明了 : HAE 3 邓 () 等 价 于 下 列 三 条 件 中 的 任何 -… 个 


1° Gu 2 Gur; 而 有 CH(z) = Gzv(zj ze 也 
2。 fhdp = fhdv 对 --- 切 调和 十 B 连续 于 B 的 函数 成 立 . 
3° [fdp > fav 对 -- 切 上 调和 于 B( 定 义 见 $13) 连续 于 B 的 函数 f 成 立 . 


811.8 ”平衡 测度 


sup [Fn(A)— F(A) = 0,，(m — 00), 
AEB" 
则 说 , 强 收 化 到 FF. 内 而 强 收敛 关于 4 是 均匀 的 . 


设 n>23,B 为 相对 紧 集 ， 取 ” > 0 充分 大 ， 使 BCB,. 又 8 为 球面 (z : |z| = 7). 对 球 
外 的 点 z, |z| > 7, 由 强 马 氏 性 有 


po 0= 人 Hs,(z,dt) HBp(t, 4), (1) 


其 中 Hp(z,-) 为 自 z 出 发 ， 集 D 的 首 中 点 分 布 ， 由 (1) 


H SS. (zx, dE) 
{al = © rate A). (2) 


引 理 1 在 强 收敛 下 ， 有 


Hs,(z,dt) rm 
liin 一 
1zi 一 cc 9g(z) Cn 


其 中 U 为 9 上 均匀 分 布 ， 常 数 6, 由 $2(9) 定义 


证 由 85(18) 
Hs, (x, dé) rm 
/ /= rr 


| 了 |2 -2 
< im wp /一 | 中- -jz 
lzl->o00 A A Cn 
wd Ed 


ié— zl" 
这 里 可 在 积分 号 下 取 极 了 眼 ， 内 为 当 |z| 一 co 时 被 积 函 数 有 界 ， 口 








lim sup 
zl 一 2 A 








|# ~— zh lv (8) 


< lim 
lz| 一 oo S， Cn 








Huta) =0. 
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由 (1) 及 引 理 1, 对 任意 4e 8B", 有 
lm 24 - / Tv (de) Ha(e, 4) (4) 
这 样 便 证 明了 
定理 1 设 B 为 相对 紧 集 ， 则 测度 


. Hp(z,dy) 
dy) = lim <8 
ta(dy) = nm, g(r) 


在 强 收 敛 下 存在 ， 而 且 对 任 一 球面 5,, B,2 ,有 
rn-2 
paldy) = Ura Hal dy) (6) 


称 ne 为 B 的 平衡 测度 由 (6) 及 轨道 的 连续 性 , 知 ws5 集中 在 B 的 外 边界 上 . 此 外 ， 
AhB 在 任何 极 集 NN 上 无 质量 ， 此 因 


HBpl(x, N) < P.(hn < oo) 三 0， 


故 As(V) = 0. 

称 jp 的 全 质量 pp(B) 为 B 的 容 度 ， 记 为 C(B). 

平衡 测度 有 下 列 概率 意义 ， 由 (5) 得 
im P, P(xz(hp) € A,hp < oo) 
CB) = na(B) = im 人 | 


赦 对 Ae€ B" 有 





La(A) 
J P(xz(ha) € Alhp < oo) = CGB) (7) 
因此 ， 规 范 化 后 的 平衡 测度 ， 可 理解 为 自 无 穷 远 出 发 ， B 的 首 中 点 的 条 件 分 布 ， 
平衡 测度 As 的 势 Gyp 称 为 平衡 势 . 
(二 ) 平衡 势 的 概率 意义 
定理 2 设 B 为 相对 紧 集 ， 则 


GuB(x)= Pi(hp < %), zr ER". (8) 


注 1 如 ze B", 则 上 式 右 方 、 因 而 左 方 等 于 1, 可见 Gp 相当 于 物理 中 的 平衡 势 ( 参 
看 $1,( 二 )). 这 也 许 就 是 为 何 称 up 为 B 的 平衡 测度 的 原因 . 
定理 2 之 证 1° 由 $6(14) 


一 -- | Ha( (Zz, dz)g 9gB(2Z， 幼 
a g(y) 





(9) 
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当 一 0 时， gly 一 z)/g(y) 在 紧 集 上 均匀 趋 于 1, 故 





1= P.(hp < oo) 十 mn 
即 在 紧 集 上 均匀 地 有 
im 280) phs = o0). (10) 
ym% g(y) 
利用 对 称 性 | 
Jim ey = P,(hsp = 00). (11) 


设 f 为 任意 非 负 有 界 可 测 函 数 ， 有 紧 支 集 C, 则 由 81 引 理 2 
Gf(z) = 人 gly — 2)f(y) dy 
是 有 办 函数 ， 由 (11) 














2° 由 (5) 
raat) = lim EE - dm // Heplz, ee z)f(y) dy 
4/ SE ew) Bf- Bt = te 
= [Pilna < oo) flay (13) 
但 另 方面 ， 


[rsa = 1/ [se- zua(dz) fway = [Guaty) (vay. 


= 不 综合 此 二 方面 
/ Gua(y) f(y)dy = / P(hs < oo)f(y) dy. 


由 f 的 任意 性 
GuB(y) = Py(hp < co).( 工 -ae.) (14) 


3 下 证 (14) 对 一 切 ye R" 成 立 ， 将 (14) 双方 乘 以 P(t,z,y) 后 对 ye R" 积分 得 
TiGuBp (7) 一 TiP.(hp < oo). 


由 $7 引 理 1, 左 方 等 于 
t 
GuB (7x) -/ TauB(r)ds T GuB(z), (t 4 0,— 切 x). 
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右 方 为 


TiP.(hgp < coco) 王政 已 (对 某 s > 0,z。e 万 ) 
一 P.( 对 某 S > 了 Ts E B) 1 Pr(hp < oo)， (t l 0, 一 切 z). 


因此 
GuB(z) = Ps(hp < oo)，(ze R"). 口 


系 1 相对 紧 集 B 为 极 集 的 充 要 条 件 是 C(B) = 0. 

证 如 容 度 C(B) = jp(B) =0, 由 (8) 知已 (he < o0)=0, 故 BB 为 极 集 反之, 若 B 为 
极 集 ， 由 (8), Guna(z) = 0 据 47 唯一 性 定理 ，C(B)= 0. 口 

例 1 考虑 球面 5., 由 (5) (3),5; 的 平衡 测度 为 


一 2 


rn 





Ws.(dy) = —— Ur(dy) = 2r" /2 2U, (dy)/T (3 一 1), 


Cn 


= n/2, .nC—2 a 二 n—2 
OC(S,) = 2r"/2r /T(3 1) IS"|, (n> 3). 


故 C(S.) 比 面积 |S-| 低 一 维 . 又 由 (8) 及 $4(15)， 
1， 如 |z| < ~; 
(r/lz)””， 如 jz| > > 


,lim Pu(z(hs.) e Alhs. < co) = UV-(4), (参看 (7)). 


例 2 考虑 球 B 及 球 层 Bo = (z :a < |z| < "7). 由 于 它们 的 外 边界 为 S-, 或 者 由 于 


Gus. (+) = Pz(hs, < co) = | 


P.(hp. < oo) 一 P(hp,. < oo) 二 P,(hs. < 00), 


由 (5) 知 B., Bor 与 5+ 有 相同 的 平衡 测度 、 容 度 及 平衡 势 ， 
(三 ) 平衡 测度 的 另 一 刻画 对 Be B8", 以 M(B) 表 如 下 测度 之 集 : 


M(B) = (4 :有 穷 、 非 0 、 有 紧 支 集 含 于 B, Gp < 1). (15) 
定理 3 设 B 为 紧 集 ， 则 


P(hp<o0)= sup Gp(z). (16) 
LEM(B) 


证 1° 取 一 列 紧 集 {B,,}, 使 
B CB Bi B15 B, DB2D 0 (NB 二 站 也 ,= B. 
由 86 引 理 1, 对 ze BeUB", 有 Pl(hp. 1hs)=1. 试 证 
P.(hp,, < oo) 1 已 (hp < oo) (L 一 a.e.). (17) 
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实际 上 ， 取 为 有 紧 支 集 的 连续 也 数 ， 对 xzE BUB". 有 


,inn HB f(z) = im 上 局 (Cd 人 = lim Fflzlhp,,)) 
= in klf le(he,)), i < hp < eol 十 im Erlf(z(hB,), ha, < %, he = ol. 
由 于 轨道 及 /的 连续 性 ， 布 方 第 -极限 等 于 
in Belflrthp)) hn < oo] = Blf(z(hs). hp < oo] = Bf 
因为 fco) = lim f(z) = 0, 故 第 二 极限 等 于 
Erlf (xz(hB)), hp = |=0. 


故 得 
im Hp f(x) = Hgf(7). (18) 


特别 ， 取 厂 连续 ， 有 紧 支 集 ， 在 Bl 上 等 于 1, 即 得 (17) 对 - - 切 z€ Bu 成立 ， 再 由 有 
定理 4, (17) 对 L-a.e. + 成立. 
2° 取 Awe M(B). 由 86(14) 


Gul) = | Hale dope) + | ga (r,s)ldy) (19) 


gone )n(dy) : (f+ 人 jos (zx, yu(dy). (20) 


因 B ccB, 有 中 的 点 对 Bm 规则 故 gp,(z,y) = 0, (y€ B). 又 因 之 支 集 为 B, 故 (20) 
右 方 二 积分 毕 为 0. 由 (19) 


后 一 积分 


cr = 人 五 6 { rcnas 上 HB, (x, dz) 
一 Hsp, (z, 已， n) 一 P. (hp,. < no) 
由 此 及 (17) 
GH(Z) & Pi(hp < oc)， (L — a.e. 7), (21) 
TIGK(z) < TiPi(hp < oo). 
令 +140, 即 知 (21) 对 … 切 ze R" 成 立 ， 由 此 及 定理 2 即 得 证 (16). 口 
注 2 在 势 论 中 已 知 ( 见 文献 [25]): 如 B 是 紧 集 ， 则 存在 唯一 测度 ys, 其 支 集 为 B, 而 


且 


GyYs= sup Gh (22) 
HEM(B) 


通常 称 y, 为 容量 测度 ， 由 定理 2, 3, 立 得 


GHB = GYsg. (23) 
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再 由 好 叭 -性 定理 ， 有 j8 = 3Y5: 内 此 ， 对 紧 集 B. 平衡 测度 即 是 容量 测度 . 
系 2 设 B 紧 ， 则 对 任意 jE M(B), 有 


UP) < C(B). (24) 


证 申 (16)(8) 





g(y 一 了) gl(y 一 了 ) 
| 9 (dy) < 上 “pa 人 dh 


由 于 在 紧 集 上 ， 均 匀 地 有 him 多 人 六 = 1 故 在 上 式 中 令 le| 一 oo, 即 得 


yg 








系 3 对 开 集 B,(16) 式 也 成 立 ， 
证 取 一 列 紧 集 {Km}, 使 


Km B, Kic Kac., [JKm=B. 


由 于 zi € B 等 价 于 对 一 切 充分 大 的 m, zi € Km, 故 


Po(hr,, ! hp) 一 1, (zx < R"™), (25) 
X(hk,. < oo) T x(hp < 00), (Pz 一 ae 小 


x 表 4 的 示 性 函数 .将 此 式 双 方 对 已 (duw) 积分 ， 由 单调 收敛 定理 得 
Pr(hk,, < oo)T 已 (hp < oo). (26) 
由 定理 2, Gyw, (7) 1 PB(hB < 00). 既然 pk, Ee M(B), 故 


Plhp <o)& sup Gh(z). (27) 
LEM(B) 


另 方面 ， 如 AE M(B), p 有 紧 支 集 K, 由 (16)( 用 于 p(K)) 及 (8) 得 
GHU(z) & Gur (x) = Pr(hk < 00) & Pr(hg < %). (28) 
由 (27)(28) 即 得 (16) 对 开 集 B 成 立 ， 口 
311.9， 容 度 
(一 ) 性 质 在 $8 中 ,已 对 相对 紧 集 B 定义 了 容 度 C(B) = pa(B), 故 C(B) 是 全 体 相对 


紧 集 类 上 的 集合 函数 . 由 88 (5) (6) 


cC(B) = lim 宇 we<eco) - 人 DP:(hg < oo)U, (de), (1) 


jz| 一 co g(x) 
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其 中 D > 0 为 某 常 数 ， 5, 为 B.3 B 之 球面 ， 此 式 把 C(B) 与 已 (hp < oo) 联系 起 来 ， 故 
可 道 过 已 (ha < co) 来 研究 C(B). 
首先 注意 ， 如 NCM, 则 hw > hm, 又 


hanB >haVvhp; hauB = ha 和 hs. (2) 


简 记 (ha < co) 为 Ha. 
中 如 4cB, 则 C(4)sg C(B). 此 因 PB(H4) < Pi(HB). 
(i) C(AU B) < C(A)+C(B)— C(4ANB). 

实际 上 ， 利 用 (2) 及 Ha U Hs = Haus, 得 


Pe(Hang) < Pe(HaHB)= Pe(Ha)+ Pi(HB)— Pe(HauB). 
(i) 设 点 a€E R", 令 A+a= (z+a:zeA), 则 
C(A+a) = C(A). 
此 因 P.(H4)= Pera(Hata), 又 g(z) 一 cnjzl-", 故 


= lm Ptsto) lim P(E) 
ClA+0)= 本 g(z+a ci 9(z) C4). 
(iv) C(-4) = C(4). 


此 因 P.(H4) = P_s(H-_a), 由 g(z) = g(-z) 
P,.(Ha) 。 P_i:(H-4) 


”zw g(z) = g(—2) -C4 


(Vv) 设 a > 0 为 常数 ， 则 C(ah) = ao"-2C(4)， 
实际 上 ， 由 尺度 不 变性 ， 对 a > 0 有 


C(A) 





p, (< € B) = Pa(7r(t) € B), 











™ Ps: (EY eB) = P.(zlt) eB), 
故 
Ps(H, )= Pa 人 存在 s > 0, 2 eB) = 已 o( 存在 > 0 ze 胃 eB) 
= P( 存在 t>0,z(t)€ B)= P.(Hp). 
于 是 
004- 罗 ， 人 -有 
-on-? lim CA) _ an “C(4)， 





lzl 一 oo 9(Z) 
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(vi) 如 B 为 相对 紧 开 集 ， 则 
.C(B)= sup{C(K):K CB,K 紧 }. (3) 
实际 上 ， 令 Kn C B, Km 紧 ， KICK2C:...,lJKm=B. 则 由 88(26) 
P.(Hx,,) 了 P.(HB). 


由 此 即 可 推 知 C(Km) 1 C(B), 从 而 (3) 成 立 ， 为 证 此 ， 令 D 为 相对 紧 开 集 ，D 2 B. 显然 
P.(Hp) 一 1,x€ Km. 由 于 jk, 的 支 集 含 于 Km, 故 


C(Km) = 人 已 (HpJpnk (dz) = 上 人 Gpp(zjpnxks(dz)= 人 上 gG -zunp(dnnrs(dz) 
- 上 Gig (Wupldy) = 上 已 (Eup(dn1 三 Greynpl = c(B) 
D ， D D 


(vi) 如 B 紧 ， 则 
C(B) = inf (C(UV) :UD B, U 开 , 吕 紧 ). (4) 
实际 上 ， 取 Un 为 相对 紧 开 集 ， 


Ui DU I Us DL.; (Un = 0" = 8. 


取 7 充分 大 ， 使 B.3 可 , 则 对 & € 5,, 有 
Pe(Hu,) | Pe(HB), 
(参看 88 (17)). 由 (1) 得 
C(Um) = [ DP(Hus YU(dé) 1 / DPe(Ha)U(d) = 0(B) 
9:- S. 

(二 ) 至 此 我 们 只 对 相对 紧 集 定义 了 容 度 ， 现 在 希望 把 它 的 定义 域 扩大 到 一 切 Borel 
集 上 去 ， 为 此 ， 需 利用 Choquet 容 度 理论 . : 

设 巨 为 局 部 紧 的 可 分 距离 空间 ，K 是 EE 中 一 切 紧 子 集 的 类 ， 定义 在 上 的 实 值 集 
函数 p 称 为 Choquet 容 度 ， 如 果 


(a) 若 AeK,BeK,AcB, 则 yp(A) & p(B); 
(b) 对 一 切 Ae kK,Be K, 有 


(AUB}+ (ANB) « p(A)+ ¢(B); 
(c) 设 A € K, 则 对 任意 > 0, 存在 开 集 U 2 4, 使 对 任意 Be K,ACBcCU, 有 
2(B) 一 9p(4) <e. 
利用 已 给 的 p(4), Ae 天 ,可 以 对 五 的 任意 子 集 4 定义 内 容 度 w.(4) 及 外 容 度 w*(4): 
Pr(4) = sup{p(B): Be k,BcC A}, (5) 


2*(4) = inf{fe,(B):U 为 开 集 ,4c UY. (6) 
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如 对 某 4<c 已 ,有 

Pr( 4 三 六 4) . (7) 
则 称 4 为 可 容 的 ， 并 以 此 公共 值 作为 4 的 Choquet 容 度 ， 记 为 C(4)(= pg*(4)). 由 (cj, 紧 
集 有 是 可 容 的 ， 而 且 C(B) = C(B). 

Choquet 容 度 扩张 定理 每 … Borel 集 可 容 . 

此 定理 之 证 可 见 文献 [1;24j. 所 谓 Borel 集 类 是 指 含 一 切 开 集 的 最 小 c 代数 ， 其 实 不仅 
Borel 集 ， 更 “ 般 的 解析 集 也 是 可 穿 的 ， 利 用 此 定理 可 证 明 对 相当 广泛 的 过 程 ， 解 析 集 的 
首 中 时 是 蕊 起 时间， 还 可 证 明 : 如 4 4 可 容 ，4u1T4, 则 CC4JTG(C4)， 

现在 加 到 $8( 一 ) 中 所 定义 的 容 度 C(B), B 为 相对 紧 集 ， 当 限制 在 上 考虑 C(B) 时 ， 
由 (D6)(vi)(viD) 知 它 是 一 Choquet 容 度 . 根据 扩张 定理 ， 可 把 它 的 定义 域 扩 大 到 一 切 Borel 
集 上 而 得 C(B). 

今 证 如 B 为 相对 紧 集 ， 则 C(B) = C(B); 因而 新 定义 与 康定 义 在 相对 紧 集 上 一 敏 ，-- 
方面 

C(B)= sup{C(A): AeE K,ACB} < OCB) 
另 方面 ， 如 U 为 相对 紧 开 集 ， 则 由 (vi) 及 (5),C(V) = C(U), 故 对 相对 紧 集 B， 


C(B) = inf{C(U):U 为 相对 紧 开 集 ,U > B} 
二 inf{C(U):U 为 相对 紧 开 集 ,U 2 B} > C(B)， 
从 而 C(B) = C(B). 
注 1 对 其 体 的 B, 要 求 出 它 的 容 度 并 非 容 易 ， 因 为 由 (1), 这 相当 于 要 求 出 Pe(Hp). 
有 时 可 以 利用 逼近 定理 : 如 Be B",B。 7? B,B 有 界 ， 则 C(B) 1 C(B); 或 者 B,, 紧 ， 
Ba 如 则 C(B) 4C(B). 对 有 些 集 ， 可 以 找到 容 度 的 估 值 ， 例 如 ( 见 [17), 设 


Cr=(r:0<z1<L, 5 <1), L>0. 
i=2 
它 是 底 为 4 一 1 维 单位 球 高 为 工 的 圆柱 ， 则 对 Lo > 0, 存在 常数 M 及 N, 使 


ML & C(CL) & NL, (L > Tom > 3):; 
ML/log L < C(C1) & NL/log L, (L > Lo, n= 3). 


811.10. 暂 留 集 的 平衡 测度 
(一 ) 在 $8 中 , 对 相对 紧 集 定义 了 平衡 测度 , 并 证 明了 两 个 重要 的 结果 , 即 (8) 与 (16). 
本 节 将 推广 这 些 结果 到 某 些 无 界 集 上 ， 即 86 中 所 定义 的 暂 留 集 上 ， 它 们 依赖 于 布朗 运动 
本 身 ， 相 对 紧 集 都 是 暂 留 集 (n > 3 时 ). 回忆 暂 留 集 B(e 8") 的 定义 是 : 对 一 切 z, 有 
lm P(x € B. 对 某 s > t=0. (1) 


称 B" 上 的 任 一 测度 为 Radon 测度 ， 如 对 任 一 紧 集 天 , 有 Hp(K) < ox. 
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设 p(n >D1) 及 人/ 器 为 Radon 测度 ， 称 j, 淡 收 敛 于 AU(converges vaguely), 如 对 任 一 有 
紧 支 集 的 连续 画 数 p, 有 | 
im f wap = fear (2) 


淡 收 敛 记 为 pw 二 (= fa) 
设 jn(n 之 1) 为 一 列 Radon 测度 ， 如 对 每 紧 集 K, 有 sup pn(K) < co, 则 必 存 在 一 列 严 


格 上 升 的 整数 {nj} 及 Radon 测度 j, 使 jw 一 人 
定理 1 设 B 为 暂 留 集 ， 则 
i 存在 唯一 Radon 测度 jp., 其 支 集 含 于 8B, 使 


GuB(r) = Pr(hp < %); (3) 
ii) 如 Bm(m > 1) 是 任 一 列 相 对 紧 集 ， 满 足 


Pi C B2 Ci (JB, = 3, 
me 


GuB, 1 GhB; KBm — KB- 
证 1 设 {Bm} 满足 定理 条 件 ， 则 
(hp, < 00) = (hp < co)i 
Pi(hg, < 00) 1 Ps(hg < 00). 
由 38(9)， 


( 设 ) 


GuB. (2) = 已 (hp < co) 和 已 (hp < co) oOB(zZ). (4 


设 天 为 任 一 紧 集 ， 因 nf gly 一 x) = c(x) > 0, 由 上 式 得 
Plhg < oo) > 人 gG ~ z)ppn (dy) > c(z)upn (K). 


故 sup HB, (K) < oo， 根据 上 述 ， 存 在 子 列 jp 一 2 ja. 其 中 jz8 为 某 Radon 测度 . 
2° 设 上 >0 连 续 ， 有 紧 支 集 . 由 31 引 理 4,Gf 有 界 连续 ， 以 B, 表 半 径 为 7+, 中心 为 0 


(8) i im 2 
4 a lim | im 上 Gyejuenlag 
= im 人 Gf(z)nB(dz) 


= f ere)untar) = { Gulf (5) 





再 由 GkB Tepp 得 


8 本 f Gros dn) = sim, Jewel= /ee 00) 
利用 最 后 将 证 明 的 一 个 结果 : 对 任意 = > 0, 存在 m > 0. 使 当 > > ro 时 ， 有 
sup 1 NB, (drJGA(z) < =; (7) 
容易 看 出 ， 当 了 充分 大 时 ， 4 与 B 之 值 丝 在 
im G(s)u, (dr) + 
之 间 ， 从 而 4 = B, 于 是 (5),(6) 之 右 方 值 也 相等 而 有 
f Gus(e)f() a = f vat)f(a) a 


由 下 的 任意 性 得 
GHB(z) = pB(r), (a.e.) 
利用 88 定理 2 中 的 同样 证 法 ， 即 知 上 式 对 一 切 z 成 立 ， 此 得 证 (3) 及 说 中 第 一 结论 . 
3° 车 {jB} 为 {18} 的 另 一 淡 收 伍 于 菜 测 度 pp 的 另 一 子 列 , 则 同样 推理 可 得 Gunp{z) = 
op(z) = Gup(z)， 由 唯一 性 定理 ($7. 定理 1) 即 得 /2 = ja, 因而 jp。 一 > pjB. 唯一 性 定 
理 还 表 妆 yp 是 唯一 的 有 势 为 ps -的 测度 ， 下 证 支 集 supp ys C 8B， 取 球 列 {Bm}. 令 
Cn 二 BNBm, 则 CiCc C2C.…,UCm = B. 于 是 jc 一 > jiB. 但 supphc, C 9Cm, 而 且 吾 


之 每 一 内 点 必 为 Cm (m 充分 大 ) 的 内 点 ， 故 supp jp C 98B. 
4° 剩 下 要 证 (7). 若 ze Be, 则 Hpc(zx,dy) 集中 在 点 z 上 ， 故 


/ un(aajGf(n) = hr (do) Hs GHz) < / ps (do) Has G(s) (8) 
在 86(13) 中 令 和 一 0, 得 
| Has (ed)gly 一 2) = | Ha ds)ale 一 2). 
由 此 及 (4) 得 
ua, las) HosGf(e) = | f pa Car) Bases da)aly ~ a0) oy 
= f/f ua dx)f(y) dyHp:(y, dz)g(7z — z) 
= | HasGua, WW ay < { HowalW)f ty) dy 


/ Gf(z)ug, (dz) < / Hag:pa(y) f(y) dy | (9) 
Be 





与 hap: 为 上 . 注意 ps 1; 对 t>0, 有 


Hp:¥B(y) = Eylpa(z(h))] = Eylpp(z(h)),h & H+ Elpa(z(h)),h > 
< Plh <t)+Tpa(y). (10) 


因 B 为 暂 留 集 ， 故 
Tipsf(y) = Pu(z(s) € B, 对 某 s > #) 4 0, (# = oo). 


又 因 互 (limh= 00)=1, 故 lim Py(h<)=0, 于 是 由 (10)， lim HBpspBp(ly) = 0. 既然 上 有 
紧 支 集 ， 由 控制 收敛 定理 ， 当 7 充分 大 时 ， (9) 式 右 方 积分 小 于 任意 给 定 的 es > 0; 于 是 左 
方 对 一 切 m 也 如 此 ， 此 得 证 (7). 口 

我 们 称 定理 1 中 的 jp 为 B 的 平衡 测度 ， 其 势 称 为 平衡 势 . 

(二 ) 在 89 中 ， 对 任 一 Borel 集 B, 定义 了 容 度 C(B), 它 是 由 相对 紧 集 的 容 度 经 扩张 后 
而 来 的 . 自然 要 问 : 当 B 为 暂 留 集 时 ， 其 平衡 测度 的 全 部 质量 yp(R") 是 否 等 于 CG(B)? 为 
此 ， 需 要 下 列 引 理 . 

引 理 1 设 B 为 暂 留 集 ， 又 4cCB, 则 


pa(R") < up(R"). GD 
证 以 {Dm} 表 一 列 上 升 的 相对 紧 集 ， 其 和 为 R*. 由 定理 1 得 - 
f natas)Gpos lo) = {non lan)Gnals) = { son (dr) Pe(ha < oo) 
< f toldn)Ps(ha < 00) = {pon(ar)Gna(s) = f nalds)Gnp, (a) 


由 于 
Gup.,(7) = P(hp,, < 00)11, 

故 由 单调 收敛 定理 得 证 (11). 口 

定理 2 设 B 为 暂 留 集 ， 

i) 如 {Bm} 为 相对 紧 集 列 ， Bi c Bs Cc …, UB = B, 则 C(Bm)1C(B); 

ii) C(B) = we(Rn)， 

证 1° 由 C(Bm) = pp,,(R") 及 (11), 得 

C(B1) & C(B2) 和 & pp(R"). (12) 


以 f(r > 1) 表 有 紧 支 集 的 连续 函数 . 0 < fi < 1, f,11,(r 一 o00), 有 
ClBm) > { f(suan las) 


既然 jp， 一 1p, 得 im C(Bmn) > fi(z)4B(drx). 再 令 7 一 oo, 有 im OC(Bm) > ypB(R™). 
结合 (12) 得 | 


C(Bi) 1 pp(R") | 013) 
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2° 下 面 分 两 种 情况 ， 先 设 ps(R") = oo, 对 任意 下 >0, 必 有 w 使 C(Bm) >2N. 由 于 
C(Bm) = sup{C(K): KC BRK 紧 }， (14) 
故 必 有 紧 集 KC Bm Cc B 使 C(K)>N; 从 而 
C(B)= sup{C(K): KC BK lk} = % = 18(R"). 


次 设 4B(R") < oo. 对 >0, 存 在 m 使 C(Bm) > pa(R") -se 由 (14), 有 和 紧 集 K Cc B,C 8B， 
使 
C(K) > C(Bn) —e > 1B(R")— 2e. 
故 C(B) > ppB(R"). 联合 (13) 即 得 C(B) = pp(R"). 
(三 ) 现在 来 推广 88(16), 它 是 概率 论 与 势 论 间 的 一 重要 联系 . 
定理 3 设 B 为 闭 集 ， 则 














P(hp <o00)= Sup GH(7z). (15) 
nHEM(B) 


GuB, (x)= Pr(hB, < oo) 1 Prlhp < co) 一 00)- (16) 
另 方面 ， 设 上 E M(B), 其 紧 支 集 含 于 B。. 由 $8(22),(23) 
Gnu(z) & GuB, (x) = Pa(hBp, < co) & Pi(hp < oo)， 
由 此 及 (16) 即 得 (15). 口 
系 1 闭 集 B 为 暂 留 集 的 充 旨 条件 是 : 存在 Radon 测度 js, 其 支 集 含 于 9B, 使 
GHs(z) = sup{ Gu(z) :NE M(B)}. (17) 
证 必要 : 由 定理 1 与 3 得 
GuB(7) = Pr(hg < %)= sup{Gp(7): p € M(B)}. 
充分 : 由 (17) 及 定理 3 
GuB(z) = suptGHU(z):AE M(B)} = P,(hp < oo). 
TiGuB(z) = 了 已 (hp < oo) = Ps(zs € B, 对 某 s > tt). 


令 + 一 co, 仿 88 定理 2 之 证 ， 知 左 方 趋 于 0. 故 B 暂 留 . 口 


对 暂 留 集 B 称 定理 1 中 的 js 为 B 的 平衡 测度 , 已 证 明 supp js C 8B, pa(R") = C(B)， 
故 它 与 容 度 的 扩张 理论 是 相 容 的 . 
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811.11 极 集 


(一 ) 入 势 ” 本 节 讨 论 集 为 极 集 的 条 件 ， 回 忆 集 B es 8" 称 为 极 集 ， 如 已 (ps < o0)==0. 
以 下 会 看 到 ， 这 些 条 件 可 以 道 过 容 度 、 规 则 点 或 势 来 表达 ， 对 和 >0, 令 
HA(z, 4) = 广 espP, (hp Edt,zr(hs) € 4)， (1) 


(4) = f H(z, A ar (2) 


下 引 理 表明 : 已 e sa 是 j8 的 入 势 ， 即 
引 理 1 对 任意 Be 8", 有 


Bese = / oy -znd(dy) (= GMB(z)). (3) 


证 将 86(12) 双方 对 ze R"? 积分 ， 并 利用 


fs dz = 三 et f rt ara = [ eat=1/A (4) 


1= 上 us(dz)g (yz)+A / gz dz. (5) 


由 98 的 对 称 性 及 86(7) 


得 


hp 
_ 1 一 
f se,y) dz = f se) dz = 5,/ edt = X[ — Eye Ms]. (6) 


代入 (5) 并 利用 g* 的 对 称 性 即 得 (3). 
系 1 设 n>z2, 可 列 点 集 为 极 集 . 
证 利用 Pz (ha, < 00) Pi(ha,, < co) 知 可 列 多 个 极 集 的 和 为 极 集 ， 故 只 要 证 


单 点 集 为 极 集 ， 在 (3) 中 取 B = {Qj}, 得 





口 


Bre = g(a — z)pA(a), (a = {0)), 《7) 
令 z 一 o 左 方 界 于 0 与 1 之 间 ， 而 由 m > 2， lim g*(a 一 2) = g*(0) = oo, 故 必 pA(a) = 0. 于 
是 Eee- 三 0, 从 而 Bi(ho < cc) 三 0. 口 
注意 /i 集中 在 互 上 ， 又 9"(z) 当 z 在 紧 集 上 变动 时 ， 下 界 大 于 0. 故 由 (3) 知 ， 如 
BB 紧 ， 则 p(B) < co. 令 
C*(B) = 8(B). (8) 
引 理 2 设 B 与 Bm 皆 紧 又 


Bi 5B13 B2 DB2D .…, MN Bn= NB. =B. 
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则 有 
lim C*(Bm) = C*(B). (9) 


证 将 (3) 双方 对 ze RR? 积分， 利用 (4) 
ee ff Fy sarnd(dy) = $f hey) = sus(B) = 3C*(B) 
故 得 
C0*(B) = 上/ Ee adr, C*(B,) = sf Bee onda, (10) 
故 由 86 引 理 1 及 83 定理 4 
Bre ram | Bre na (L — a.e.7). 


由 此 及 (10) 即 得 (9). 口 
(二 ) 充 要 条 件 . 
定理 1 设 K 为 紧 集 ， 又 sup Eze rx 一 有 < 1 则 K 为 极 集 . 


证 取 一 列 紧 集 Km 了 K, 使 


Ki DORID Kz DKS..., (EK, = Km= K. 


由 yEK CKmC K5,, 得 


Eye Mrm -= 1. (11) 
一 方面 
{fF san (ar) = | Bee i, (ds) < BC (Km), 

Km, 

另 方面 ， 由 (11) 
/ / p(y — zp dy), (dz) = | (Be Mxn )pX(dy) = C*(K). 
K 

由 此 及 引 理 2 


C*(K) & BC*(Km) | BC*(K). 


故 C*(K)=0. 由 (3), Bye-*** 三 0; P,(hk < oo) 三 0. 口 

在 83 中 ， 我 们 称 可 测 集 B 为 疏 集 ， 如 B" = $( 空 集 ). 直观 地 说 ， 疏 集 是 自任 一 点 都 不 
能 立刻 命中 的 集 . 下 定理 表示 : 如 一 紧 集 自任 一 点 都 不 能 立刻 击 中 ， 那 么 它 自任 一 点 都 永 
远 不 能 击 中 . 

定理 2 设 4 紧 ， 则 4 为 极 集 的 充 要 条 件 是 它 为 疏 集 . 

证 必要 : 由 PP(h4 二 0) < P.(ha < oo) 知 极 集 必 疏 . 
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充分 : 1° 先 证 Be™*4 对 z 下 连续 .由 83 定理 3,P.(h4a < 下 连续 ， 由 Fatou 引 理 
及 分 部 积分 ， 得 
lim Bue sha 一 ww 广 ctdP。 (ha &t) > lim 人 Pr(ha & te tat 


T+a I a 


> 六 lim 已 (Pa & tje *dt > 三 P,(ha < te Madt= Boe 4. 
0 za 0 ， 


2" 令 4n= (z:Beerxe sl 去)n4c4 由 1° 知 4m 紧 ， 根据 引 理 1, 对 ze4n, 有 


| GA (x) = Ee ham < Ee acg1l— 二. 
由 87 极 大 原理 (定理 2), 上 式 对 一 切 z e Rn 成 立 . 由 定理 1 知 4。 为 极 集 . 因 47 = $4, 故 
4= 岂 4 也 是 极 集 . 口 


定理 3 如 B 紧 ， 则 Bn(B"): 为 极 集 . 
证 注意 如 N DM, zeEN", 则 显然 zEM". 对 正 整数 m, 令 


B。 =Bnlz: Bese <1- 二 ) = BnD。 


任 取 ze R". 或 者 zxEB", 由 上 述 事实 知 zEB". 或 者 re Br, 因 之 Php =0)=1 而 zED. 
上 既 然 已 es 对 z 下 连续 ， Dn 闭 ， 故 zED5. 再 利用 上 事实 ， rzEB7. 于 是 得 知 Br = 办 
由 定理 2,B, 为 极 集 ， 从 而 

BN(B"):=(])B,. 


也 是 极 集 ， 口 

定理 4 设 BeB", (n>3), 则 B 为 极 集 的 充 要 条 件 是 下 二 者 之 一 : 

(i) B 的 任 一 紧 子 集 为 极 集 ; 

(i) 容 度 6(B) = 0. 

证 () 必要 性 显然 ， 反之， 设 紧 子 集 KK c B 为 极 集 ， ,由 名 标 hCU) =0. 于 是 对 
的 任意 相对 紧 子 集 4, 有 


C(A) = C(4) = sup{C(K):KcAK 紧 }=0. 
再 由 $8 系 1, 4 为 极 集 . 特别 ，Bn Bn 为 极 集 ， 其 中 Bm = (z :|z| < m). 由 B=U(BNB,) 


知 B 为 极 集 . 
() 若 B 为 极 集 ， 则 其 紧 子 集 为 极 集 ， 由 $8 系 1 


C(B) = sup{C(K): K Cc B,K 紧 } =0. 


反之 ， 如 G(B) = 0, 则 对 其 任意 紧 子 集 K, 有 C(K) = 0, 故 K 为 极 集 ， 由 (i) 即 知 B 为 极 
集 ， 口 
回忆 88( 三 ) 中 M(B) 的 定义 ， 
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定理 5 设 BeB",(n>3), 则 B 为 极 集 的 充 监 条 件 是 M(B) = 5; 或 等 价 地 ， 对 任意 
测度 ,其 支 集 K Cc B,0 < p(B) < oo 有 supGH(z) = cc 
证 只 顷 证 后 一 结论 ， 设 有 如 上 之 p, 使 supGp(7)< M<o0, 则 大 EM(K) Cc M(B). 


显然 ， 由 8$8(16)， 
Pr(hp < 00) > Pi(hk < 00) > Gp(r)/M. 


因 j 非 0, 由 57 唯一 性 定理 ,至少 有 -x, 使 Gp{z)>0. 对 此 zx,Pi(hgp < o0)>0, 故 B 非 极 
集 . 

有 反之 ， 如 B 非 极 集 ， 由 定理 4Q),B 必 有 某 紧 子 集 KK, 它 非 极 集 ， 即 已 (hx < o0)>0 对 
某 z 成 立 . 考虑 天 的 平衡 测度 jk, 由 88 定理 2 


0O<P(hx <o%)= Gyrk(z) 1. 
故 jk 使 sup GHK(z) = 2 不 成 立 ， 口 
811.12 未 遇 分 布 
(一 ) 末 遇 时 与 末 遇 点 对 已 <B8">3, 定 义 已 的 末 遇 时 为 


EE te 如 右 集 非 空 ， 


0， 否则 . . 
并 称 (55) 为 B 的 末 遇 点 ， 由 于 
(lp >t)= (hp < %), (2) 
故 15 是 一 随机 变量 , 
本 节 中 ， 设 也 为 暂 留 集 ，ws 表 810 定理 1 中 的 Radon 测度 ， 当 B 为 相对 紧 集 时 ， 


LB 即 B 的 平衡 测度 . 
定理 1 自 ze R" 出 发 ，is 的 分 布 在 (0,o) 绝对 连续 ， 而 且 有 密度 为 


f ps, ualas), (t > 0). 
证 由 () 及 80 定理 1 


Pllp >1)= PP(0hp < oo) = Es Pt) (hp < oo) 


= J por rs < o0) dy = f rtm ers) oy 
= Ja gly snldsay 二 fo ff ns,y ssnslds)ay 
= /fossas)ds = 广 fot ratas)|as 口 


J | 
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系 1 


Esle *?,lp >0)= f fewualay), (Az0). (3) 
证 左 方 等 于 
有 e APIB € dt) = 人 et anal dt = J ?oats) 口 
以 Lp(z, A) = P,(z(lp) ec A,lp > 0) 表 末 过 点 分 布 ， 则 有 下 列 定理 ， 它 由 Chung 中 得 
到 . . 
定理 2 


La(zx, A) = | gle wuatay), (ze Rn,4C Br"). | (4) 


证 取 f>0 为 R* 上 连续 函数 有 紧 支 集 , 且 在 z 之 某 邻 域 为 0. 因为 在 (ls > +) 上 ， 
有 1p=t+b1p, 故 对 入 之 0 有 


/eue-Dhe>od= 忆 | 人 ede - a 
-| |/ ” eNet) =E, | [ “ flat) 
=/ Ble fot)ta > tat= Belf(a()) Br le esla > Old 
={ fs8e Ys > Oplb n,n dd 
= /eaya| /ea 由) 
= 9500) /eznanej ee 
= [| /fp aida az patay) at 
两 边 取 反 拉 氏 变换 可 知 ， 对 Lae. te (0,co), 有 
Elf(e(la ta >4= ff pfl)gle, a)dz pa(dy). (5) 


注意 /(")g(z,-) 连续 而 且 有 紧 支 集 ， 由 于 (5) 中 二 方 皆 对 + 连续 ， 故 (5) 对 一 切 +>0 成 立 . 
在 (5) 中 令 1 一 0, 得 


Elf (zx(lp));lp > 0] = f fate, yualay) 


故 
Pl(llp > 0,7(lp)€ A)= | sleptay) (6) 


对 4cCR"\ {rz} 成立 因 


Plls >0) = Plhs < 00)— / gz ya (dy), 
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故 (6) 对 一 切 4C R" 成 立 ， 口 
系 2 


Pllp > t,r(lp)€ A) -人 


| /eaa| HB(dz). (7) 
证 左 式 等 于 
P(0i(lBp > 0, xz (Llp) E 4)) 一 Ez Prt) (lB > 0, z(ip) E A) 


= [A > 0,z(lp) € A)dy 


= fo [st srotare = 人 CC 口 
系 3 对 相对 紧 集 B, 有 


LBa(zx,dy) = g(7, y) am, Te (8) 
其 中 Hp(z, 4) = PP(z(hp) e 4) 为 首 中 点 分 布 . 
证 由 (6) 及 88(5) 
Lgl(z,dy) 
g(7,y) 
再 注意 lim %4 池 = 1 即 得 (8).O 
因 之 未 遇 点 分 布 可 通过 首 中 点 分 布 来 表达 ， 
(一 ) 球 的 情形 自 z 出 发 ，lz| < "7, 则 B, 与 9. 之 末 遇 时 则 分 布 ， 末 遇 点 也 同 分 布 . 
以 下 的 定理 3-7 皆 首 见于 文献 [21,22], 定理 3 也 在 文献 [10] 中 得 到 . 


定理 3 自 0 出 发 球面 5. 之 末 过 时 ls, 的 分 布 Plls, sg 对 上 > 0 绝对 连续 ， 有 密 
度 为 


Haelz, dy) 
g(z2) 





= jpB(dy) = lim 


rn~—2 


te /2 (ft>0). (9) 
rr 


/= 

证 由 定理 1 及 8 例 1 
r™2 2 

10= fpr ss ld) = To { me 0) 


人 于 一 2 


一 BS rt) 人 el/2tL, 1(dy). (10) 


将 81(12) 对 7 微分， 得 
27m71? nl 

/ f(y) En i(dy) = 2 rn f(r) 

” 人 





特别 


~ 
[ed 


r™ -ler /2t. (11) 


2 


/ el /2tL, 1(dy) 2 
sr r 
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以 此 代入 (10), 并 注意 ， ， 
“sl =T(3 -1)"™ /Ta) 
即 得 证 (9). 口 


至 于 球面 5; 的 末 遇 点 分 布 ， 则 有 


rr-2 n 
Ls. (z, dy) = par), (z € R"). (12) 


实际 上 ， 由 (4) 


Cn rn-2 r™-2 
= na oe Ur(dy) = smaUr(dy). 
ly—z| cn ly 一 z| 





Ls. (z, dy) 一 g(x, Ys. (dy) 
特别 ， 由 (12) 及 83 定理 2, 知 
Polz(hr) € A)= Ur(A)= Pol(z(ls,) € A). 


即 自 0 出 发 ， 5; 之 首 中 点 与 末 遇 点 同 分 布 ， 即 球面 上 之 均匀 分 布 . 
定理 4 对 n(> 3) 维 布 朗 运动 ， 当 且 只 当 m < 于 -1 时 ， 忆 (ls.)m < oo, 而且 


Eolls,)™ = rm /(n— 4)(n- 6)...(n -2m—-2), (n> 4). (13) 


证 由 (9) 
2"/2-1T (时 一 1) 0 


2m 


oo 
= / wd-m-20-u gu. 
2"T (#1) 


后 一 积分 当 且 只 当 续 > m+1 时 收敛 ,其 值 为 T( -m1). 利用 等 式 F( -1) =T(3 一 
m 一 1) J (3 一 i 一 1), 即 得 (13). 口 


i 二 1 
于 是 此 矩 有 成 双 性 质 : n= 3,4 时 ， Eo(ls,) = o0; n=5,6 了 时， Eol(ls,) < 00; n=7,8 
时 ， Eo(ls,)? < oo 等 等 . . 
关于 和 矩 还 有 一 有 趣 性 质 : 由 $3 注 2 、83 定理 1 以 及 本 节 (13), 以 1, hm 及 TI 分 
别 表 ” 维 空间 中 布朗 运动 对 Sr" 的 未 遇 时 、 首 中 时 及 在 B. 中 的 停留 时 间 


T(n) = [ XB, (xt) at, 
0 


Eolls,)™ 


(xs 表 4 的 示 性 函数 ), 则 有 
Eolh(™)] = Eo[T("+2)] = Eoll(™+)] = 一， (n > 1). (14) 


在 83 注 2 中 已 知 hr 与 下 "9 关于 只 同 分 布 : 上 式 可 视 为 此 事实 在 矩 的 方面 的 延 拓 ， 
(14) 式 还 反映 布朗 粒子 逃逸 速度 随 维 数 n 增高 而 加 大 . 





以 下 国定 n> 3, 简 写作 为 六 (二 1) At 为 ,并 定义 


fr = a zl), or = min(|ze = M,, t & 4;). (15) 
M, 是 n 维 布 朗 运 动 粒 子 在 末 遇 球面 5. 前 所 走 的 极 大 游程 ， 即 与 原点 的 最 大 距离 ， 而 a; 
为 首 达 极 大 的 时 刻 . 

定理 5 对 zx,|z| 7, 有 


0， 如 ae 和 > | 
Pr(M: < a) = 1 cy 如 > (16) 
证 先 设 ca > r， 
P,(M, > a) = Ps(l, > ho) = Pet a) € db) Pll, > 0). 


当 be 5 时 ，|6|=a>"7. 由 84(15), 得 
TN\n—2 
Pll: >0)= PB(h,. < oo) = (=) . 


P,(M, > a) = 人 P,(z(h,) e a) (7)™ = (站 


a 


r 


n—2 
P(M, > 0) =limP(M, >a+e) (=) . 


次 设 a <r. 由 Mi; 之 定义 ， 显 然 有 -P(M+ < a) = 0. 最 后 设 a=7. 由 已 证 明 的 一 结果 
得 


P,(M, =7)= lim petr —e<M,.<r+i+e) 
= limlPe(M- < 7 +e)— Pe(M, <r—e) 


Tr n—2 
= lim 1 ( ) | =0, 
eli0 人 十 二 


P(M., 所 7) 一 lm Pe(M. re)t+P(M.=7)=0.0 
EE 





由 (16) 知 PB.(M; < a) 不 依赖 于 z, |z| < 7. 它 有 密度 
_ jo, 如 a < 7 
"(0) = | (n—2)r" ?2/a"!, 如 a >7. (17) 
其 m 级 和 矩 为 


oo， 如 mm 之 n 一 2 


B.(M™) = (n ~ 2)r™? [ee nn 2 (el < (8) 


r"m， 如 mm < 一 2 
nm—2 





由 此 知 : n=3 时 ， EE,(M,) = o0;n=4 时 ， (MM) < oo 但 一 级 矩 不 存在 ; n = 5 时 ， 
Bs(M2?) < oo, 但 三 级 矩 不 存在 ; 等 等 . 
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今 引 入 二 特征 数 C 及 Cm: 


OO = max( 整 数 rn > 0，Eo(1"*) < oo)， 
CM == max (整数 m > 0, Eo(M™) < oo)， 


由 (13) 及 (18) 知 它们 依赖 于 空间 维 数 n, 但 不 依赖 于 球 的 半径 ~ > 0; 而 且 还 有 下 表 




















这 说 明 2k -1 与 2k 维 布朗 运动 ， 员 有 相同 的 Ci = 一 2, 却 有 不 同 的 Cm, 分 别 为 2k 一 4 
与 2k 一 3. 用 C 可 以 把 各 维 布朗 运动 按 维 数 一 对 一 对 地 区 别 开 来 ， 而 用 Cx 则 可 一 一 地 分 
开 . 在 此 意义 上 ， Cw 比 Ci 更 精确 些 . 

现在 讨论 M, 的 修正 变量 N， 





Mr 这 > (19) 
NN 依赖 于 n, 又 DD 表 方 差 . 由 (18), 当 |z| 7 时 
nO—2 有 一 之 
Es(M.) = ja"™ D,.(M.) = mm a (20) 


定理 6 当 |z|<r 时 


lim 已 (N < a)= 


nHO0 


1 如 a < 0， (21) 


1-e *， 如 a < 0. 








M, - 
za- > 


ar nO—2 
=P(M, > a3Vaa+") 
由 定理 5, 当 #3 对 3 +r 和 r 时， 亦 即 当 a < 0 时 ， 有 P(N > a)=1 由 此 得 (21) 中 第 一 
结论 ， 当 a > 0 时 ， 仍 由 定理 5, 


ar n—2 m2 
PN > or/ (AV + 
a na2]"™ 3 a n—2 
二 1 1 eo 
/tray (oo 


今 以 qni 表 Bessel 函数 (z)(v = 一 1) 的 正 零点 ， 又 

















Eni = gu; /2 Tv + 1) Tni(gni). 
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定理 7 

(人 Ploy > 4#) = (no 2)r™ ?2 Dé . /> eit/207 qa. 

(i) Eoar = Sr, (n> 4). 

证 a 是 首 中 随机 球面 Sm, 的 时 间 ， 亦 即 or = hm. 由 此 及 (17) 得 : 








Palor >) = Palhw. >0 = | Po(hs > t)P(M, € da) 


oo n—2 
= / Plhs > HY go 


Q7m 一 1 


以 8$3(10) 代入 上 式 即 得 证 (i). 其 次 


oo oo ce 一 9 ni—2 
Foor= | mc>ou= 人 |/ Palha > Da a 
0 7 0 


但 由 (14) 。 


[ PP > t)dt = Eo(ha) = 
0 nN 


故 








一 n-2 co 一 
Ea, = 2)r / da nn—--2 2 口 


n 


于 是 对 同一 mw 同一 半径 7, 由 上 式 及 (14) 得 











811.13 格林 (Green) 函数 


(一 ) 上 调和 (superharmonic) 函数 ” 设 Gc Rr" 为 一 开 集 ， 取 值 于 (-oo,oo] 、 但 在 G 的 


任 一 连通 成 分 中 都 不 恒 等 于 oo 的 函数 f(z), (z € G) 称 为 在 G 内 上 调和 ， 如 果 


1° f- 下 连续 于 G; 
2° 对 每 ze G, 存在 6 > 0, 使 当 球 Bs(zx) C G 时 ， 对 每 0<r<56, 有 


/ f(WU, (dy) < f(z) 
Sr(z) 


U, 表 S-(z) 上 的 均匀 分 布 ， 


1 可 以 证 明 : 当 > <a 声 b 时 ， 有 
Polha > tMr 2 0)= Polho >t). Po(Mr > 0b). 
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利用 布朗 运动 ， 条 件 (1) 可 改写 为 
Erf (ze) & f(z) (2) 


e 为 B. (z) 的 首 出 时 ， 亦 即 5,(z) 的 首 中 时 ， 
称 函 数 /在 G 内 下 调和 (subhamonic), 如 一 f 在 G 内 上 调和 . 
显然 ， 常 数 在 R" 内 上 (下 ) 调和 ; 在 G 内 调和 的 函数 在 G 内 上 (下 ) 调和 . 
以 下 和 缘 设 n>3. 
由 84 例 1 g(y Wl zl”"? 作为 y 的 函数 ,在 R"\ {z} 调和 ,在 R" 为 上 调和 . 
容易 证 明 ， 势 Gu(z) = /gl(y - z)y(dy) 如 不 恒 等 于 oo, 则 它 在 任 一 开 集 D 内 为 上 调 
.实际 上 ， 在 $7 定时 2 之 局 中 已 证 明 Gu(z) 下 连续 .其 次 ， 利 用 g(y - z) 的 上 调和 


有 
人 (2) GAY Ur(dy) = / 9(z — Wdu(z)Ur(dy) 
= /| U.(dy)dp(z) < fs ~ z)du(z) = Gu(z). (3) 


由 于 上 调和 函数 的 非 负 线性 组 合 也 上 调和 ， 故 如 h(z) 为 开 集 D 中 调和 函数 ， 则 
f(z) = Gpu(r) + h(z) (z € D) (4): 


也 在 D 中 为 上 调和 . 
有 趣 的 是 反面 的 结果 也 成 立 : 设 f(z) 在 开 集 D 内 上 调和 ， 则 f 可 表 为 


f(z) = Gpu(z) + h(z), (5) 
其 中 h(z) 在 D 内 调和 ， 而 且 是 在 D 内 不 超过 f 的 最 大 调和 函数 ，Gpu(z) 为 格林 势 ， 即 
Gpp(z) = / g» (x, Wp(dy), (6) 


其 中 gb(z,y) 是 下 面 即将 定义 的 D 的 格林 函数 ， 而 4 为 支 集 含 于 DD 的 Radon 测度 ， 而 且 
上 被 了 唯 一 决定 . 

(5) 式 称 为 f 的 Riesz 分 解 ， 它 与 以 下 诸 结 论 之 证 可 见 文献 [17]. 

调和 函数 有 很 好 的 解析 性 质 ， 而 上 调和 函数 则 不 然 ， 甚 至 连续 性 也 不 能 保证 . 但 它 却 
可 被 很 好 的 函数 列 所 逼近 : 设 f(z) 在 开 集 DD 内 为 上 调和 ，Dm 为 相对 紧 开 集 列 ，DnT D， 
则 存在 有 界 、 无 穷 次 可 微 、 在 Dm 为 上 调和 的 函数 f%, 使 在 Dm 内 ， 广 > f(r > m), 而 且 
在 D 内 有 ,lim fm=f; 如 f>0, 则 也 可 取 fm >0. 

上 调和 函数 与 极 集 有 下 列 关系 : 设 f 在 开 集 DD 内 上 调和 ， 则 (z € D : f(z) = co) 的 每 
一 紧 子 集 是 极 集 ; 反之 , 设 D 开 ，B cD, B 为 极 集 ， 又 ze D\B, 则 存在 于 DD 内 为 上 调 
和 的 函数 f, 使 在 B8 上 f= co, 又 f(z) < oo.( 因 使 f(z) = oo 之 点 z 通常 称 为 的 极点 ， 这 
也 许 是 极 集 命名 的 原因 ). 
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称 定义 在 开 集 D 内 的 非 负 函数 为 在 D 内 过 份 ， 如 果 它 在 刀 之 任 一 连通 成 分 内 不 
恒 等 于 oo, 而 且 
EB,(f(ri),t < ep) < f(z)，( 任 意 t > 0); 
lim E(f zi),t <ep)= f(z) (ep 为 D 的 首 出 时 ). 


可 以 证 明 : 设 >>0,D 为 开 集 ， 则 上 调和 于 DD 的 充 要 条 件 是 它 在 D 内 过 份 . 


此 结果 把 上 调和 也 数 与 布朗 运动 联系 起 来 . 
(二 ) 函数 ga(z,y) 的 性 质 对 BeB", (n>3), 在 $6 中 定义 J 


ga(z,9) = [ bd (7) 


其 中 gn(t,zx, 胃 为 禁止 转移 密度 ， 直 观 上 ， ge(z,9g)dy 可 理解 为 自 z 出 发 在 到 达 B 之 前 在 
(y,y 十 dy) 中 的 平均 停留 时 间 ， 由 86(14) 


gy ~ z) = 上 Ha(z,dz2)g(y ~ 2) + gp(z,y) 


= Ezg(y — x(hp)) + ga(z,y). (8) 
上 面 已 叙 及 gly -x) 有 关 调 和 的 性 质 ， 故 为 研究 ga(z 功 , 只 需 先 研究 
Fp(sy) = 上 HB(z,dz)g(y — 2) = Esg(y ~ z(ha)). (9) 
B 


以 F(z,.) 表 F(z,y) 中 ，z 国定 ，y 流动 . 
引 理 1 Fp(z,-) 在 局 为 上 调和 ， 在 (B)* 调和 
证 ”由 Fatou 引 理 
lm Foz.w) = lim | Hals,dz)o(y -> | Hale,dz) im gly -3) 
B B 


YU Ya ya 


> Halsds)o(a -+) = Fale,0). (10) 
5B 


故 Fs(z，) 下 连续 ， 次 对 a Ee R" 及 球 B.(a), 有 


人 Fap(z,z)Ur(dz) = | hoo ~ v)U, (dz) 


= [Hateadn) fs Wolds) < | Hots, do)glo JU) = Fpl(z,a). (11) 
此 得 证 第 一 结论 . 下 证 在 (8B) 之 调和 性 . 

先 证 在 aeB, Fsp(z,*) 有 球面 平均 性 . 取 S-(a) C (8B)“, 推理 如 (11), 但 (11) 中 不 等 号 应 
为 等 号 ， 此 因 9(. -在 R"\{v} 为 调和 和， 而 ve B, 故 它 在 (B)* 调和 . 再 证 Fp(z,-) 的 局 部 
可 积 性 . 由 于 B 闭 ,， 当 zeB 而 y 属 于 紧 集 Kc(B): 时 ，g(y--z) 对 z 有 界 ; 由 (9)Fp(z,y) 
对 ye 天 也 有 界 ， 从 而 它 在 ( 互 ) 局 部 可 积 ， 于 是 由 $4 定理 2, F(x,.) 在 (B)* 调和 . 口 
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引 理 2 设 Gm 及 G 和 皆 开 ， 又 


GICGICG CG Cc..., (Gn=G. (12) 


则 对 ze G,ye G, 有 
im Fes, (2,9) = Fe (7,Y). (13) 


证 当 mm 充分 大 时 ， I € Gm, 2 E Gm 
Fos (7,Yy) = Erg(y ~ T(hae)) = Ezg(y — x(hac,,)) 
= Elg(y — zx(hac,));haa < col + Erlg(y — 2(hoc,.); hac = o0l. (14) 

注意 rz(hec) es G5; 当 ye Gm 固定 时 ，g(y 一 z) 对 zeE Gs 有 界 连 续 ; 又 在 hao < oo 上 ， 
由 $6 引 理 2, 对 x € G, 忆 几乎 处 处 有 zx(hec,,) 一 Zz(haG). 由 于 这 些 原因 ，(14) 中 最 右 方 的 
第 一 项 趋 于 | 

Elg(y — z(haec)); kac < col = Eslg(y ~ zx(he-)); hee < cool = Fo.(z,¥). (15) 
在 haec 一 Oo 上 ， 已 (z € G) 几乎 处 处 有 hoc。 了 Co， 


lim |z(heG,)| = oo; 
+7n— OO 


再 注意 二 9 2) = 0, 并 利用 控制 收敛 定理 ， 知 右 方 第 二 项 趋 于 0. 口 
关于 gs(z,y) 的 性 质 ， 在 $6 中 已 有 叙述 ， 今 再 补充 如 下 : 


(i) gp(z,9) < oo (x #9); 9B(z,z) = oo rEB. 


事实 上 ， 由 ga(t,z,9) < p(t,z,y) 得 
gB(z,Yy) < g(2,y) < 00 (x #Y). 


次 如 zeEB, 由 (8) 
ga(z,7) = g(0) - 上 HB(z,dz)g(z — 2), 
B 


9(0) = oo; 又 当 zEB 时 ，g(z 一 z) 对 zeE 8B 有 界 连续 , 故 上 式 中 积分 有 穷 , 于 是 gaB(z,z) = oo. 
由 (8) 及 引 理 1, 立 得 
(ii) gp(z,:) 上 连续 ， 在 R*\ {z]】 为 下 调和 . 
(让 ) gp(z,y) 对 ye (B):\ {z} 调和 . 
(iv) ga(z,y) 一 g(y 一 2) 对 ye (B): 调和 . 
(v) 如 ae 五 "， lim gB(z, y) = gp(z,a) = 10， 
事实 上 ， 由 (ii) 及 86,7) 


0g lim gp(z,Y) & gp(z,0) = 0. 


(三 ) 格林 函数 设 G 为 非 空 开 集 ， 定 义 在 G xG 上 的 非 负 函数 gz(z,y) 称 为 G 的 格 
林 洱 数 ， 如 果 
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1) ge(z,y) 一 gy 一 2) 对 y 在 G 内 调和 ; 
2) 若 男 一 u(x,Y) > 0(z E G,y€G) 也 使 u(x,y) 一 gly 一 x) 对 yy 在 G 内 调和 ， 则 


u(x,Yy) > ge(r, Y). (16) 


下 定理 是 布朗 运动 与 势 论 间 的 一 重要 联系 . 
定理 1 开 集 G 的 格林 函数 9 等 于 ga 在 GxG 上 的 限制 ， 即 


ge(7, y) 一 gGe(z， y) (x € G,Yy E G). (17) 


证 1? 由 性 质 (iv) 立 得 证 gce(z,y) 满足 1). 
2° 任 取 一 个 满足 2) 中 条 件 的 w(z,y), 往 证 


u(x, y) 之 gGe (z,y) (z € G, YE G). (18) 


先 设 G 有 界 而 且 6G c (Ge 由 (v), 对 a€68G 


3 一 


lim [u(x,y) - ge(7,y)] = lim u(x,y) > 0. 
a ya 


由 (iv), 既然 
u(z2,y) — gcc(z,y) = [u(x,y) ~— gy — 7)] — lgGe(z,y) — g(y — 7)] 


对 yeG 调和 ， 故 由 4 极 大 原理 ， 即 得 (18). 
3° 设 G 为 任意 开 集 ， 由 $6 引 理 2, 存在 有 界 开 集 列 {Gm), 使 


GmCG, GICG CG CG Cc..., (JGn=6, 


而 且 9Gm C (G5.)". 由 于 Gm 有 界 ， 由 2° 有 
u(T,Y) > ges (TY) (ze Gmy € Gm). (19) 
因此 ， 如 能 证 gee (z,y) 一 ge-(7z,), (zeGyeG), 则 (18) 成 立 而 定理 证 完 . 
为 此 ， 先 设 z = ye G. 对 充分 大 的 m,xz=yeGm. 由 人 
co = gas, (2, 7) 1 gee(¥, 1) = oo. 
次 设 zeGyeGz 关 4 对 充分 大 的 m, y € Gm. 由 (8) 
gas, (T,Y) 一 g(y 一 7) 一 Fos (2,Y), 
gG:(2,Yy) = g(y ~ x) — Fe (zx,Y). 
由 此 及 引 理 2 即 得 所 欲 证 .， 口 
作为 用 概率 方法 求 格林 函数 之 例 ， 考 虑 开 球 G =B,, 试 证 它 的 格林 函数 为 


ge(z 引 三 9 一 z) 一 ( ) gt — x), (n > 3), (20) 


Bl 
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其 中 zeG,0x#ycEG, 又 久 由 /经 Kelvin 变换 (相对 于 圆周 S, 的 反 演 ) 而 来 ， 即 


y="ry/ly (y #0). 
实际 上 ， 由 定理 1 及 (8) 
ge(2,y) = gy ~- 7) ~ Erg(y — z(hee)). 
设 z=z(hac)& 9 利用 关系 式 : ze 5., 有 
lz— vl/lz— y="7/lyl, (vy #0), 
得 
g(y 一 z) = A = (5B) st —2z). 


由 于 g(y* -7) 对 ze R"*-{y*} 调和， 由 84(5) 


Beg(y ~ z(hc-)) = (EH) Be ~ z(he:)) = (BE) sw -z). 


由 此 及 (22) 即 得 (20). 
同 理 可 证 G = (B.)* 的 格林 函数 也 由 (20) 给 出 . 


(21) 


(22) 
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第 十 二 章 二 维 布 明 运动 与 对 数位 势 
812.1 ”对 数位 势 的 基本 公式 


(一 ) 对 于 一 、 二 维 布 朗 运动 ，9g(z,y) = oo( 见 511.2,(8)), 赦 希 考虑 男 一 势 核 上 (zx,y); 结 
果 发 现 ，k(zx,y) 是 对 数 消 数 ， 由 它 而 建立 对 数位 势 ， 对 数 势 与 牛顿 势 的 理论 在 许多 问题 上 
是 平行 的 ， 

本 章 中 无 特别 声明 时 ， 恒 设 n=2. 仍 令 


OO 
1 
g*(z) =/ eMp(t, zr)dt, p(t,z) = —e lel /2 

0 27t 


任意 国定 一 点 we R?2, 使 |w|=1.( 例 如 ， 可 取 4= (1,0)). 对 任意 ze R?,y eR?, 定义 
kN (7) = 9 (wu) — g(x); kN(z,Y) = ky ~ 7). (1) 


显 见 (2,y) = k*(y,7), 又 


k*(z) = 有 estfplta) — p(t, 2)] dt = 去 [ee 一 0 时 (2) 
由 此 知 
=0， 如 lz| = 1 
k* (zx) | >0， 如 |z| >1, 此 时 六 (zx) 随 入 10 而 上 升 ; (3) 
<0， 如 |z| <1, 此 时 xk*(z) 随和 40 而 下 降 . 
于 是 存在 极限 
lim (z) = k(x). (4) 
这 收敛 性 具有 下 列 性 质 : 


1) 单调 性 : 当 入 10 时 
k(x) T KE(z)， 如 lz| > 1 
—k*(z)T —k(r),， 如 |z| < 1. 


2) KAA(z) 及 k(z) 在 z 关 0 连续 (这 由 下 面 k(z) 的 表达 式 可 见 ), 故 在 不 含 0 的 紧 集 上 ， 
收敛 是 均匀 的 . 
现在 来 求 k(z). 交换 积分 次 序 ， 得 


1 9 2 at 1 2,.dt 
天 一 一 17/2t _ ,|z! /2t 一 -tt ,|zlt 一 
= 示人 寺 | (5 
1 fr pee Na 1 />/ fr dt\ 
一 2 于 大 (/ e oj) 一 7 0 (/ xia 于 ds 
1 /™ ”dtl _, 
一 了 0 I ?| ds, (5) 
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1 
k(x) = 地 log |z|, (zx € R2), (6) 
A 1 2 
一 一 一 ] 一 BR”). 7 
k(x,y) limk (zx,Yy) 二 oglz — yl, (rz,y € BR’) (7) 


称 (x,y)(= k(y 一 2) 二 k(x 一 功 ) 为 对 数 势 的 核 ， 
对 BeB?, 由 $11.6, (6) 


Ese *"s = HA(z, B), (8) 
= {Hdds) (+ Wl Bee ol (9) 
B 
又 首次 通过 公式 的 拉 氏 变换 为 
-0)= | He dP +(e) (10) 
B 
自 (10) 减 去 (9) 得 
(yo) = | Had) (yo) ge) + LY), (eye 有 (11) 
其 中 
LA(z) = gx(OIL- Ese- te]. (12) 


显然 ， ZL3(z) > 0, 而 且 当 ze B" 时 ，ZL%(z)=0. 本 节 的 主要 目的 是 证 明 : 如 B 非 极 集 ， 
则 可 在 (11) 中 令 和 10 而 得 下 列 (13) 式 ， 称 它 为 对 数 势 的 基本 公式 . 

定理 1 设 B 为 非 极 集 则 

i) gs {7,9) < co (rz #9); 

ii) 存在 极限 li L(x)) = La(2) < co (z € PRR); 

澡 对 = 如 有 

k(y 一 Z) = 三 aaeeatg 一 z) 一 gp(z,y) 十 元 B(z)， (13) 
B 


为 了 证 明 ， 须 先 证 若干 引 理 . 我 们 先 作 一 些 说 明 . 要 在 积分 号 下 取 极限 ， 可 以 用 单调 
收敛 定理 或 被 积 函 数列 在 紧 集 上 的 均匀 收敛 性 ， 因 此 ， 我 们 先 对 相对 紧 集 证 明定 理 1 然 
后 沽 虑 一 般 的 B, 对 4e Br 令 
sh)= Heay, O20 (14) 
A 


引 理 1 设 BeB" (n>1) 为 非 极 集 ， 又 4 为 相对 紧 集 ， 则 


hp 
g(x, A) Tgs (x, A) = 5, / Xa Tt) dt, (和 40); (15) 
0 
hp 
sup a. / Xalri) dt < oo. (16) 
rER" 0 : 
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证 由 单调 收敛 定理 及 
gs A(z, A) -人 /= Mg, (t,x,y) Jatay = | eXMp, (hg > t,x € A)d, 
0 
即 得 (15) 中 前 式 ， 又 
oo hs 
ga (x, A) =/ P(hp > t,x €E A)dt= sf Xa (zi) dt. 
0 0 


设 n>z3, 取 球 B, 2 4. 由 §11.1 引 理 2, 知 


gs (Xx, A) < [ P(riE€ A)dt < / / p(t, x,y)dydt = / 一 全 dy < A,, 
0 0 JB. B. lz 一 引 


其 中 cu A 为 常数 ， 故 此 时 (16) 成 立 ， 
今 设 ng<2. 任 取 ae R?, 必 存在 to>1 使 


P(r。€ B, 对 某 s € (1,t0)) = Jay —a)P(hp <to~-l)dy>0 (17) 
其 中 = fz 否则 ， 如 说 上 式 对 一 切 to > 1 都 为 0, 则 
已 (ip < oo)= jas _ a)P,(hs < oo0) dy 


= dim f Poa,y —a)P(hp <t—1)dy=0. 


故 由 811.6 系 1 知 Plhp <oco)=0. 此 与 已 非 极 集 矛 盾 . 
由 (17), 存在 紧 集 已 有 正 勒 只 格 测度 ， 使 
P(hp to—1)>d, (y E 工 )， (18) 


因 p(1,z) 连续 而 且 严格 大 于 0, 故 p(1,y 一 +) 对 yeFze4 的 下 确 界 大 于 0. 于 是 由 (18)， 


inf P,(hp & to) > inf / p(l,y— zr)P,(hp <to—-1)dy=6>0, (19) 
ZE4 I€AJF 


其 中 6 为 某 正 数 . 令 
C=(t:r€ A,hp >t), = to,() + 1)tol. 
定义 下 标 集 D= (万 nC 非 空 ). 故 如 六 <， 则 性 丰 在 #e Bt (7 十 Dtol,t< pa, 使 ze 4. 
把 已 排 为 六 <7 思 < …… 定义 时 刻 五 < 歼 <: 
全 =inftt:teC), 如 右 方 集 非 空 ， 否则 令 1 = 


T+ 二 inf(t :tE€ C;t > jnto), 如 有 方 集 非 空 否则 令 Ti = oo. 
由 定义 知 ， 如 Ts#i < co; 则 人 是 [jnto,hp] 中 首 中 4 的 时 刻 . 以 N(< co) 表 万 中 元 的 个 
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数 ， 则 
Pn<N<gn+2)= PT, < o%0,T42 = 00) > P(Th, < 0,hp & T+ to) 
-|/ P,(T, < 00, X(Tn) € dz)P(hp & to) > 6P(Th < 00) = 6P(N > n); 
A 


P(N >n+2) (1-6P(N > n); 


ee 2 
EAN= P(N>n)= P(N>2) + PN>2n+D<3<oo 


n=0 n=0 n=1 
以 IC| 表 C 的 勒 贝 格 测度 ， 得 
Us 


hp 
ap 人 X.(zi)dt = sup Ez|C| < sup Ex 
了 0 = jeD 








= suptoBsN < oo， 口 

注 1 由 $11.6( 二 ), 当 mn=1 时 ， 引 理 1 对 任意 非 空 的 Be B! 正确， 

引 理 2 设 二 可 测 集 C c 也 , 则 

gc(z,g) > 9s(72,Y), (rz,y € R?). 
证 hc > hs, 故 对 任意 4e 8B2, 有 
P(hec > tr € A)=P(hp > tr € A). 
因而 
ge lt, 7,Y) > qslt, 7,Yy), (a.e. Yy), 


/ g(t esr,z)plery — 2)dz > / g(t — ez,2)p(ey — 2) dz. 


令 。 0, 即 得 知 (21) 对 一 切 y 成 立 ， 将 (21) 两 边 对 上 自 0 至 co 积分 即 得 (20). 口 
引 理 3 设 BeB?, 则 


Wm Bde) 一 2) 一 [Haste dz)ely — z). 


(20) 


(21) 


(22) 


证 若 B 为 极 集 ， 则 H(z,4) = Hp(z,4) = 0(4 e B?) 而 不 须 证 ， 设 B 为 非 极 集 ， 令 


D=(z: ly—z|g1), 则 


| ma) — Zz) 
5 


= Ese ak(y — (hp))xp:(r(hp)) 一 Ese- 久 s [—k*(y — z(hp))xp (z(hp)) 


= (DD) 一 (1D, ( 设 ) 


当 和 140 时 ， 由 上 述 单调 收敛 性 ， (D,(I) 分 别 收敛 于 对 应 于 入 = 0 的 类 似 式 (Fo(y) = k(y))， 


故 得 证 (22). 口 
注 2 如 B 为 相对 紧 集 ， 则 


一 co < 用 meatg 一 z) < oo. 


(23) 





(以 下 简 记 [He(zx,dz)k(y -二 为 万 ). 

实际 上 , 因 k(y~z) 对 z€ 本 六 有 界 , 故 应 吕 有 限 ; 其 次 , 当 和 10 时 ，(IDT - /Bap < oo， 
而 (ID)> -co, 故 -oo < /Bwp < %. 于 是 -% < 厨 < ;又 由 下 面 引 理 4 之 证 ，“~oo ”可 
改 为 “-oo <”. 

引 理 4 设 B 为 相对 紧 集 ， 非 极 集 ， 则 定理 1 成 并 

证 取 紧 集 4, 使 4nB=v# 而 且 在 正 勒 贝 格 测 度 14j. 将 (11) 二 方 对 ye 4 积分， 得 


[AILS(z )= 2 一- Dw- HA(z, dz )/ kN(y 一 z)dz + g2 (zx, 4A). (24) 


令 入 40 而 分 别 考虑 各 项 ， 由 引 理 1， 


gg (x, A) 1 gs (x, A) < oo. (25) 
由 1 f/f™ dt 
入 (7 x 一 e-Xt, e—1/2t ely—z) /2t 人 
/ee@-am= 直 这 | 大 )ar| (29) 
及 对 fk(y 一 z) dy 之 类 似 展 式 ， 可 见 
lim , k*(y— 7)dy = 人 k{(y — z)dy. (27) 


在 紧 集 上 均匀 成 立 ， 因 B 紧 ， 有 . 

Bade) Pea = f Hates) f rly -say (28) 
由 (25),(27),(28) 知 (24) 右 方 有 有 限 极 限 ， 故 存在 有 限 极 限 

lim LS(z) = Le(z). (29) 

再 由 (11), 对 xz 关 y, 知 存 在 有 限 极 限 

四 | -en + 从 ea -5 =ky a Lele) (30) 
今 0< gM(z,y) 1 gslz,9) < co, 而 由 ($2),(23) 

一 Do < 媒人 Gd) 一 2) 三 Hol ds)ely ~ 2) < oo. 


故 对 z 夭 y 必 有 
ga (X,Y) < 00; mad )k(y ~ 了] > 一 oo 


以 及 (13) 成 立 ， 口 
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定理 1 之 证 . 因 B 非 极 集 ， 必 有 相对 紧 子 集 4c B 而 且 4 也 非 极 集 ， 由 引 理 2 及 引 


理 4， 


ga (X,Yy) & ga (rz,Yy) < 0 (zr#Y). 


LS(z) = 9 (wl1 ~ Ese a] < gw — Bee 4] = La), 


0< lm La(z) < La(z) < co. 
由 (11), 对 zy 存在 有 限 极 限 


X10 
由 此 及 (32),(22), 必 存 在 有 限 极 限 
Wm Fda 一 Z)= hote, dly — Zz). 


因而 也 必 存 在 有 限 极 限 
lim LB(z) = Lg(zx), (z € R?), 


并 且 (13) 成 立 ， 口 
注 3 若 包 hsp < oo, (xz € R2), 则 有 


Lp(z) 三 0. 


实际 上 





De) = WB. (Le) 


当 入 > 0 充分 小 时 ， 括 号 中 函数 被 hp 所 控制 ， 故 当 入 10 时 





_ po 一 入 办理 
B.(: ~ ) 一 Echp < oo; Ag*(u) 一 0. 


lim | [dad -a+ rs)| = ky 2) + gs(z,y). 


(31) 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


故 Lp(z) = 0. 特别 ， 如 B* 为 相对 紧 集 ， 则 由 $11.3 系 1, 有 Eshp < oo (ze 局) 其 次 由 


(36) 知 
LS(z) =0, Lp(z) = 0, (如 z € B"). 


第 三 ， 如 B 紧 ， 又 zeB, 则 由 (36) 知 L%(z) = L3p(z), 故此 时 


Lp{(x) 一 Les (z). 


注 4 如 BeB? 为 极 集 ， 因而 已 (ha = oo)=1. 由 (36), 令 入 10, 自然 应 定义 Za(z) = oo. 


(37) 
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$12.2 ”平面 Green 函数 


(一 ) 利用 3812.1 定理 1, 容易 讨论 ge(z,y) 的 一 些 性 质 ， 其 中 B e B? 为 非 极 集 ， 由 
§12.1(13) 


gow) = | Hole ds)ely 2) ~ kly ~ 2) + La(s), (1) 

k(x,y) = =log lz — yl. (2) 
由 吧 例 1 kz,g) 对 y 在 到 -{z} 中 调和 ， 在 尼 内 下 调和 ， 令 

本 ee 避 = 人 本 aakg ~ 2) = Bskly ~ x(ha)) (3) 


引 理 1 函数 Fa(x,-) 在 R? 为 下 调和 各， 在 (5)* 调和 . 

此 引 理 的 证 全 同 于 811.13 引 理 1 之 证 ， 因 为 k(y - z) 具有 那里 对 g(y - z) 所 需 的 相应 
性 质 . 

定理 1 设 Be 8B? 非 极 集 ， 则 

(i) 0 < gs (2,9) < 00, (z #9). 

(i) gs (x,y) 对 ye R?-{z} 上 连续 、 下 调和 . 

(十) gs (x,y) 对 ye (B)* - {z} 调和 . 

(iv) gs (x,y) + k(y —z) 对 ye(B) 调和 . 

(v) lim gs (2,9) = ga(z,0)=0, 如 ae B". 

证 由 $12.1 定理 1 得 .对 ye R?{z},k(z,y) 调和 ， 而 Fp(zx,y) 下 调和 ， 故 由 (1) 
得 (i). 同样 证 明 ( 道 )(iv). (v) 之 证 同 811.13(v) 之 证 ， 口 

(二 ) 称 开 集 G 为 Green 集 ， 如 存在 G x G 上 之 函数 h(z,g) 使 h(z,y) 十 k(y 一 x) 对 
y EG 调和， 此 时 说 蚂 数 h(z,y) 具有 性 质 吾 (G). 如 G 为 Green 集 ， 具有 性 质 有 H(G) 的 最 小 
函数 称 为 G 的 Green 函数 . 

在 $11.13 中 已 知 当 n > 3 时 ， 任 一 开 集 有 Green 函数 ; 而 且 限 制 在 G x G 上 的 gc- 是 
它 的 Green 函数 . 下 定理 表示 ， 对 n= 2, 只 当 Ge 相当 “大 "(或 G 相当 “小 ") 时 ，G 才 是 
Green 集 . 

定理 2 开 集 G 为 Green 集 的 充 要 条 件 是 Ge 为 非 极 集 ， 这 时 限制 在 G x G 上 的 函数 
gc< 是 G 的 Green 函数 ， 

证 充分 性 : 由 定理 1(iv), ge-(z,y)+k(y 一 z) 对 ye Gs 调和， 故 只 要 证 ge. 是 具有 性 
质 HH(G) 的 最 小 函数 . 

先 考虑 G 有 界 、 并 且 每 点 re 9G 对 Ge 规则 的 情形 . 设 户 为 任 一 具 瑟 (G) 的 函数 ， 
由 定理 1(v) | 
lim [h(x,y) — ge:(z,y)) = lim g(z,y) 2 0, a € 8G c (G°)", 


y+a 


故 由 811.4 极 小 原理 ， h(xz,y) > gee(z,y) >0,yeG. 
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今 考虑 任意 开 集 G. 由 811.6 引 理 2, 存在 有 界 开 集 列 {Gn}, 使 
GICG CG Cc.., (JG,.=6G; 
又 OGn 之 点 对 GS 规则 ， 而 且 P.(haG, 1 hac) = |， (z 忆 G). 
由 $1 引 理 2, 存在 极限 g* (zx,9): 
gos (Ty) 1 9° (2,Y) & go (7, Y), (4) 
因 Ge 非 极 集 ， g*(zx,y) < ge(z,Y) < co, (75 办 .下 证 
9 (2,2) = gac(z,2) (5) 
任 取 可 测 函 数 f > 0. 对 ze G, 已 (hecs = hac,) = 1, Ps(hG: = hsc) = 1, (n 充分 大 ), 故 
Pz(hGs 1 he) = 1 而 有 
hoe hee 
Eq t 了 t dt = cL, d. ， 
Bf Hedat Bf fava= f ,ger(e fy) 
另 方面 ， 由 单调 收敛 定理 
hos 
Bf{ Feda= ,gcse nr) yt {oC Wl) (6) 


比较 此 二 式 即 知 (5) 对 a.e. y 成 立 ， 下 证 (5) 对 一 切 y 也 成 立 . 

根据 定理 l(iv),gcs (z,y) ++k(y 一 7z) 对 yeG 调和; 叉 goGs (zx,y) Tg*(z,y), g*(z,y) < oo， 
(z 关中 . 故 由 Harnack 定理 ， g*(z,y) 十 k(y 一 2) 对 yeG 调 和 ， 因 而 连续 ， 另 方面 ， 定 理 
1(iv) 表明 gGe(z,y) 十 k(y -zz) 对 yeG 也 调和 、 连 续 ， 故 由 (5) 式 几 乎 处 处 成 立即 得 其 对 
一 切 (z,y) € G x G 成 立 ， 下面 利 用 此 结果 以 证 gc: 的 最 小 性 . 

任 取 具有 性 质 HH(G) 的 函数 h(z,y),(z,y) E G x G. 因 在 G,s 上 ，h 所 有 性 质 有 H(G.), 故 
由 上 面 对 有 和 界 开 集 之 证 明 ， 知 


gas (2, y) < h(z, y), (z, y) < Gn X Gn 
由 (5), 对 (z,y)€E GxG, 有 
gG(7,9) = 9 (7,9) = lim ges lz,Y) < h(z,y). 


必要 性 : 即 要 证 如 Ge 为 极 集 ， 则 G 非 Green 集 ， 否则 ， 如 说 G 为 Green 集 ， 则 如 上 


9 (7,y) < hlz, Y) <%, TAFY. (7) 


任 取 不 恒 为 0 、 非 负 的 连续 函数 f(z). 因 G* 为 极 集 ， 由 二 维 布朗 运动 的 常 返 性 可 见 


has hee oo 
Bf fe)dtt B, {feda=B [eva= ~, 
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由 此 与 (6) 得 
人 g(x, Wf Wdy = oo. 


既然 f(z) 任意 ，g*(z,y) = oo ae. y. 此 与 (7) 矛盾. 














812.3 对 数 势 
(一 ) 设 4 为 有 界 测度 ， 有 紧 支 集 为 C. 函数 
Kup(z) = -人 ke 一 wd = :| 1 re) (1) 


称 为 4 的 势 . 

由 811.4 例 1 知 一 k(y 一 z) 作为 了 的 函数 ， 在 到 -{zl 调和 ， 在 R? 为 上 调和 ， 故 仿 
照 $11.13 引 理 1 之 证 ， 知 六 Ap(z) 在 改 : 为 上 调和 ， 在 C* 为 调和 . 

设 B 为 任 一 相对 紧 集 ， 但 非 极 集 ， 自 z 出 发 ， 其 首 中 点 分 布 记 为 


Hp(z,dy) = P.(z(hp) € dy). (2) 


令 B= 二 (z:|z| 7), 5; 二 (z :|z|=7),7>0. 取 7 充分 大 ， 使 月. 了 3 B. 以 UU 表 5, 上 的 均匀 
分 布 ， 定 义 测度 jp: 
pa(dy) = 人 Halz,dy)U,(dz). (3) 


由 轨道 的 连续 性 及 (3) 可 知 ， 如 BB 紧 ， 则 jp = jeB. 
定理 1 设 B 为 相对 紧 集 ， 非 极 集 ， 则 


img (x,y) 一 Lp(z), (4) 

Ji ga (2,Yy) = LB(Y), (5) 
又 在 强 收敛 意义 下 ， 有 

lim Hap(zx,dy) = pp(dy). (6) 


|zj 一 oo 


证 在 任意 紧 集 上 ， 对 = 均匀 地 有 
kg 一 可 一 Kg = lo8 | | = 0, (加 一 oo) (7) 
由 8 定理 1, 对 z 关 y 有 
tly—z)— [Hale de)ly -可 = -go(z,y) + La(e). (8) 


左 方 对 任意 紧 集中 的 z, 均匀 地 有 


[k(y — x) — k(y)) 一 上 Ha(z,dz)[k(y ~ 2) — k(W)] — 0, (ly| 一 oo). 





故 左边 同样 地 也 趋 于 0 而 得 证 (4). 由 对 称 性 gs(z,y) = 9s(y,7) 得 (5). 
由 811.5(18)， 


Ea 


Hs, (7,dy) = Ms (dy) (zES,). (9) 
仿 811.8 引 理 1 之 证 ， 知 在 测度 的 强 收敛 下 有 
im Hs (x,dy) = Us(dy), (10) 


由 强 马 氏 性 及 (3), 对 zEB,, 有 
Ha A) = po(A) = | [ Hs, (x,dy)Hp(y, A) - [ U,(dy) Holy, A) 
< 人 IFs (ad = U,(dy)|. (11) 


对 一 切 4e B? 成 立 ， 故 由 (10) 知 (6) 在 强 收敛 意义 下 正确 口 

直观 地 ，(10) 式 可 理解 为 自 oo 出 发 ， 首 中 5.( 或 B.) 的 点 的 分 布 为 均匀 分 布 ， 这 与 自 
0 出 发 ， 5.( 或 Be) 的 首 中 点 的 分 布 相同 .而 (6) 则 表示 : 自 oo 出 发 ，B 的 首 中 点 的 分 布 
为 ya( 比 较 311.8(7) 又 (4) 可 理解 为 : 自 z 出 发 在 首 中 B 以 前 ,在 “oo 远 的 单位 面积 的 
邻 域 " 中 的 平均 停留 时 间 约 为 Lg(z), 对 (5) 也 可 作 类 似 的 解释 : 自 oo 出 发 ， 在 首 中 B 以 
前 ,在 y 的 单位 面积 的 邻 域 中 的 平均 停留 时 间 约 为 Lp(W). 

以 后 还 会 看 到 ， 在 位 势 论 中 ， 应 把 jp 看 成 B 的 平衡 分 布 . 

定理 2 设 B 为 相对 紧 集 ， 则 存在 有 限 极 限 


lim [La(z) - k(z)] = R(B), (12) 
而 且 ja 的 势 Ks 满足 
Kna(z) = R(B) ~ La(z). (13) 
证 由 81 定理 1 
kly — 2) — k(z) — [Hale da)ely —z)+gs(z,y) = La(z) — K(z). (14) 


右 方 与 y 无 关 ， 如 B 紧 ，yeB, 则 k(y 一 z) 对 zeB 有 和 界 ， 故 由 定理 1 
lim fa (zx,dz)k(y — z) = [naarly -5) = Ra 


|z| 一 co 


令 lz| 一 co, 由 此 式 及 (5), 得 知 (14) 左 方 趋 于 Kjpp(y)+ Ls(y). 因此 ，(14) 右 方 也 有 有 限 极 
限 ， 记 为 R(B5), 即 得 (12). 并 且 


Kup(y) + Le(y) = R(B), (yeB). 


这 得 证 (13) 对 zeB 成 立 ， 下 证 它 对 zeB 也 成 立 . 
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取 yeB. 由 (14) 及 (12) 


lim | Ha (zx, dz)k = Lg(y) — R(B). (15) 


| 一 se 


另 方面 ， 取 7 充分 大 ， 使 开 圆 B.D 5B. 当 |z| > + 时 ， 由 强 马 氏 性 有 
has -= 人 Hs.(,de) {Hal ds)kly — 2). 
如 能 证 明 劾 Hp(é,dz)k(y-z) 对 |&| >r 有 界 ， 则 由 定理 1(6) 及 上 式 立 得 


lim F Holeade)ely 一 z) 三 人 Ulde) {Hale dz)tly ~ z) 


|z| 一 co 


= [ralaz)ey —z)= —KpB(y). (16) 


(15)(16) 的 右 方 应 相等 , 故 得 证 (13) 对 z eB 也 成 立 . 剩 下 要 证 当 y€ B 时, 万 Hs(&,dz)k(y- 
z) 对 >” 有 界 . 为 此 ， 改 写 (14) 为 


[ms (€dz)k(y 2) = go (Ey) + ky €) — Lalé). Ca 


因 ,dim 人 = 1 故 由 (12)) 对 ye 玉 , 当 |é| > rr 充分 大 后 ，ky- 旨 -Za(6) 有 界 ， 又 


由 82 定理 lii),gs(e 2) 对 ye 互 ,1 上 >7 有 界 . 故 (17) 的 右 方 对 上 > > 有 界 ， 因 之 其 左 方 
也 如 此 . 口 

对 非 极 集 的 相对 紧 集 B, 称 测度 jp 为 B 的 平衡 测度 ， 其 势 Kus 称 为 B 的 平衡 势 ， 
称 常数 R(B) 为 B 的 Robin 常数 ， 

如 B 为 相对 紧 的 极 集 ， 则 定义 R(B) = oo. 以 后 会 看 到 ， 这 样 的 定义 是 合理 的 ， 

当 B 为 紧 集 时 ， 由 于 jp = pop; Ze(z) = Lasp(z), (zEB)( 见 $1(38)), 自 (13) 立 得 


R(B) = R(9B). (18) 


例 1 考虑 圆 B. 及 圆周 5.. 由 (10) 及 上 所 述 得 二 者 的 平衡 测度 都 是 5, 上 的 均匀 分 
布 U 


HB. = ks. = Ur. (19) 
还 可 证 明 
0， 如 |z| 和 7 
LB.(z) = (20) 
-log (时 ), 如 lz| > 7. 


实际 上 , 如 |z| 和” 由 31(37) 得 Ls,(z) = 0. 今 设 |z| > r, 在 对 数 势 的 基本 公式 (81(13)) 中 ， 
取 y=0 得 


Lp,(z) = k(-z) + 98,(z,0) — 人 He, (z,dz)k(-2). (21) 
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由 82 定理 1(v),gs,(zx,0) =0. 当 |zl > 时 
三 加 GodakCa= 太 GaaRa 
有 5r 
一 人 Hs, (zrd2) ~ log r= -log 7 
于 是 由 (21) 得 
Ls,(z) = Llog (四 ) = Ls.(z), (lel >7). 
由 (12)(20) 及 (18), 得 Robin 常数 为 
R(B,) = 7 log (=) = R(S,). 
由 (13),(24),(20), 得 平衡 势 为 
1 1 
KuB, (x) = Ks. (7) = (=) log (sv7) 
其 中 avb = max(a,b). 
$12.4 ”平面 上 的 容 度 


(一 ) 试 研究 Robin 常数 的 一 些 性 质 . 
引 理 1 设 4,B 为 相对 紧 集 ， 则 


R(AUB)+ R(ANB) > R(A)+ R(B). 


又 车 4 cB, 则 
R(A) > R(B). 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(GD 


(2) 


证 设 4c8. 如 互 为 极 集 则 4 必 为 极 集 于 是 R(4) = R(B) = oo. 如 B 非 极 集 ， 
4 为 极 集 ， 则 (2) 显然 成 立 ， 如 二 者 沸 非 极 集 ， 由 LS(z) 的 定义 (81,(12)) 以 及 ha > hs, 得 


LB(z) & LA(z); La(z) < La(z). 


于 是 由 83(12) 得 证 (2). 


今 证 (1). 只 需 对 4,B 和 缘 非 极 集 证 明 ， 由 于 hauBp = 二 ha 人 ^ 人 hp, 有 1! 


Pi(haup &t) < Plha &t) Uhp gt)), 


Pi(ha thp t=P(hagtt+P(ha <t)—P((ha tuU (hp &1)) 


< Pr(ha < 从 十 Pi(hp < t) 机 P,(hauB < t). 





lhanB 之 haYVhsB. 


(3) 
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由 $1(12) 得 

Lanp(r) > - [2 A(T) 十 LB(7) 一 Laup(z ). (6) 
令 和 40, 得 

LanB(x) 2 La(r) + Lp(x) -~ LauB (2). (7) 





由 8$3(12) 即 得 (10). 口 
定理 1 i 设 8 为 紧 集 ， 则 


R(B)=sup(R(U): U 开 ，U D2 B,D 紧 ). (8) 
i) 设 0 为 相对 紧 开 集 ， 则 
R(U) = inf(R(4) :4 紧 ,AcU). (9) 
证 让 设 B 紧 . 取 一 列 相对 紧 开 集 {B,,)， 
Bi 2 B22 B2 2.: 站 = -B=B 
由 811.6 引 理 上 
Pilhp, Tt ha)=1, -re BU Br". | (10) 


先 对 号 为 极 集 的 情况 证 明 (8). 此 时 R(B) = co， 只 要 证 (8) 之 右 方 也 等 于 oo. 任 取 
了 > 0; 有 紧 支 集 为 D, DnB 一 又 了 在 民 上 之 积分 为 1. 令 


Af(2) = / ky 5) f(y)ay = 了 ky — 2)f(y) dy. 


= ji 如 83 开头 时 所 述 ，A4f(z) 对 ze D*D Bi 连续 ， 匣 在 Bl 上 有 界 ， 从 而 





kh Hp, (x,dz)Af(z)| & sup |Af(z)j= M < oo. (11) 
zEB! 

由 83(13), 并 注意 有 f(z)dz = 
/ KpB,(z)f (2) dz + / Lg, (x)f(z)dz = R(B,). (12) 


今 欲 令 m 一 co, 如 能 证 右 方 第 一 积分 有 界 ， 第 二 积分 上 升 到 oo, 则 R(B) 一 co (n 一 00) 而 
(8) 得 证 .为 此 ， 先 有 


Jose dz 








/ Af(z)ug, (dz) 





- | 上 Htcjuasaa] 





<M<oo (3) 


< 


其 次 ， 为 证 第 二 积分 1 co, 只 要 证 La,(z)1?o0 
利用 $1(13) 及 (11), 有 


eg- 了 ed 
iAf(r)|+M < oo. (14) 
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但 当 z€B° 时 ， 由 (10) 


hBn hs 
f oem = E / f(z0)dt 1 E, [ flzn)dt. (15) 
因 B 为 极 集 ， Pi(hgp = co) 三 1; 利用 二 维 布 朗 运 动 的 常 返 性 ， 得 
hp oo 
a./ f(xi)dt = E, [ f(ri)dt = co. (16) 


在 (14) 中 令 n 一 o0, 由 (15),(16) 可 见 Lp,(z) 1 oo 
次 对 非 极 集 B 证 明 (8). 此 时 (12) 仍 成 立 ， 又 


/ Kpg(z)f(z)dz + / Lglz)f(z)ds = R(B). 


故 为 证 R(B,)  R(B), 只 要 证 (12) 左 方 二 积分 分 别 趋 于 上 式 左 方 二 积分 .此 时 由 于 R(B,) < 
R(Bnn1), 故 必 R(B,) T R(B). 
对 ze BUBr", 仿 (15),(16), 有 
/ ga (zf (Wdy / gs (z, 9)f (dy. (17) 


因 P(z(ha,)€ Bi)=1,Af(z) 在 Bi 中 连续 ， 故 由 (11) 右 方 及 控制 收敛 定理 ， 得 


lim | Hsp,(z,dz)Af(z)= lim EAf(z(hp,)) 
B, 和 一 CC 
= EsAf(e(ha) = 人 leida41( (18) 
B 
由 $1(13) 及 (17)(18) 得 
im LB, (7) = lim [4 f(x) — 上 Ha, (x,dz)Af(z) + / ga. (ef) 
= 41(®)— Halesds) 4s) + /eof 和 = La (19) 
B 
而 且 由 54 2 Ls (如 4c 五 ) 知 ， La,(z)1 Lp(x). 又 因 BN(B"): 的 Lebesgue 测度 为 0, 得 
fs, (x)f(z)dz = / Le, (x)f(r)dz 
BUB"™ 
1 人 Paejyad = f Lele)f(a)dr. (20) 
剩 下 要 考虑 (12) 中 第 一 积分 ， 取 圆 D, > 互 . 由 $3(3) 及 控制 收敛 定理 
ji EK rz)f(r)dr = lim 
Bm, | Kuss (olor = img, { pa. (a0) Af (9) 
= sm, [ |/ Hn. dan)0 a0)| 4rG 
= 和 人 | sf(oe, Ca 0 = lim, BeAf(a(hs, Dos(de) 
= /BeArle(ha)v(ae) = Knola)f le). 
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i) 县 宕 若 虑 也 为 非 极 集 情 形 ， 仿 811.6, 可 找到 紧 集 4 CUA1C hz CUAn=U, 
而 再 Pa 4 hu) = 上 取 紧 集 站 使 PnE = 6， 又 取 连 续 卫 数 六 > 0, 有 紧 支 集 D, 又 
用 f(z)dr 一 1 然后 仿 上 述 汪 中 对 非 极 集 情 况 之 证 ， 以 4 代 Bi, 以 U5 代 B, 以 4 代 7, 即 可 
律 让 (9). 口 

组 在 定理 工 的 证 明 (或 稍 加 修改 ), 我 们 实际 上 已 证 明了 : 

系 1 站 如 B, 紧 ， B14 D 则 对 zeBruB Lp,(r)1 Le(r); R(B,) 1 R(B). 

5) 如 P， 紧 ， BT?B,B 为 相对 紧 ， 则 对 一切 xz, 有 LB (zx) 4 La(z); 义 R(B,) | R(B). 

(二 ) 以 C 表 六 中 全 体 紧 集 之 集 ， 定义 


R'(c) = ~R(e), cEC. (21) 


由 (1)(2) 及 定理 1, 知 R*() 是 C 上 的 Choquet 容 度 (参看 $11.9). 由 容 度 的 扩张 定理 ， 可 把 
R* 的 定义 域 扩大 到 B82? 上 (甚至 全 体 解 析 集 上 ). 使 对 任意 Be 82, 有 





R*(B) = sup(R*(c) : cC B,c 紧 ) = inf(R*(0): 05 B, 0 开 ). (22) 
并 且 对 任意 Borel 集 4, B, 有 
R'(AUB)+R'(ANB) < ReC4)+Re(B) (23) 
又 若 4 CB, 则 
R*(A) < R*(B). (24) 


它们 是 (1)(2) 的 延 拓 . 

在 83 中 我 们 已 对 相对 紧 集 4 定义 了 Robin 常数 R(A). 今 证 明 -R(4) 与 扩张 而 得 的 
R*(4) 相等 . 实际 上 , 对 任意 紧 集 cc 4, 任意 相对 紧 开 集 0 2 4, 有 一 R(c) < -RR(4) < -RCO0)， 
政 

Rd) 和 —R(A) « RF’(A), 


即 R*(4) = 一 R(4) 对 相对 紧 集 4 成 立 . 
利用 Rr 的 扩张 自然 得 到 Robin 常数 的 扩张 : 对 任意 Be B82, 定义 


R(B) = _R*(B). (25) 


于 是 关于 R*(B), (Be€ 8B?) 的 结果 ， 可 以 通过 R(B), (RE B?) 来 表达 ， 特 别 ， 如 (22) 可 改写 
为 : 
对 任意 Be B?, 有 


inf{R(c) :cc B,c 紧 ) = R(B) = sup{R(0):05 B,0 开 } (26) 
今 对 任意 Be 82, 定义 B 的 容 度 C(B) 为 
C(B) = exp{—R(B)}. (27) 
例如 ， 由 83(24), 贺 B, 及 圆周 5, 的 容 度 为 


C(B)= C(S,)=ri/", (r > 0). (28) 
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容 度 有 下列 性 质 : 

a) 如 AcB, 则 C(4) <& C(B). 

b) 如 4 紧 ， 则 C(4) = C(94). 

c) 如 B, 紧 ， B14B, 则 C(B,) 4C(B). 

d) 如 Bi 紧 ， BT 了 B,B 相对 紧 ， 则 C(B,)1?C(B). 

实际 上 ， 由 (24) 得 a). 由 §1(12), 对 zeh, 有 LA(z) = L534(z), 故 上 4(z) = Laa(zx). 于 是 
由 83(12) 得 b). 而 c),d) 则 由 系 1 推出 . 

显然 ，C(B) =0 等 价 于 R(B) = cx. 

(三 ) 定理 2 设 Be 8B?. 则 B 为 极 集 的 充 要 条 件 是 C(B) = 0; 换言之 ， 已 (hp < oo) 三 1 
或 =0, 视 C(B)>0 或 =0 而 定 . 

证 如 8 为 相对 紧 集 ， 由 RR(B) 的 定义 及 83 定理 2, 知 R(B) = co 与 B 为 极 集 等 价 . 
以 下 设 B 为 非 相 对 紧 集 ， 设 R(B) = co. 由 (26) 知 ， R(e) = co 对 紧 集 cc B 成 立 ; 再 由 
(26), R(D) = co 对 相对 紧 集 DC B 也 成 立 于 是 由 上 所 证 知 D 为 极 集 ， 由 于 B 可 表 为 可 
列 多 个 相对 紧 集 之 和 ， 故 B 为 极 集 反之 ， 设 B 为 极 集 ， 则 B 的 每 个 紧 子 集 c 为 极 集 ， 
由 上 所 证 R(c) = ceo. 再 由 (26) 得 R(B) = co. 口 

与 811.11 定理 5 相应 ， 有 

定理 3 设 B 为 相对 紧 集 ， 则 B 为 极 集 的 充 要 条 件 是 


sup 天 HZ) = oo， (29) 
其 中 心 为 任意 非 0 有限 测度 ， 支 集 含 于 B. 
证 任 取 相对 紧 开 集 4>B. 对 N > 0, 定义 


. me 如 kz) > 
~ 一 N， 如 k(z) < 


_N; 
-NN 


则 有 
~ =/ ular) /ve — rz)ua(dy) = -an f kvly — walas), 


令 NN1oo, 由 单调 收敛 定理 
上 renale) = salar Kuta), (30) 
B 


A 
由 $1(12), 如 zeB, 则 LS(z)=Lsp(z) = 0. 因 万 c 4, 由 $3(13), 左 方 等 于 
| Rulas) - rasalas) = RA)AB) 
B B 


据 此 式 及 (30), 得 
R(4)n( 互 ) < sup Kp(z) .pa(A) = sup Kp(z). 


由 (26) 
R(B)u(B) < sup Kp(z). 
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今 如 B 为 极 集 ， 则 R(B) = oo0, 故 sup KA7) = > 
反之 ， 设 sup Kjp(zx) = oo 对 满足 定理 条 件 的 … 切 六 成立， 则 B 必 为 极 集 ， 否则 ， 如 说 
B 非 极 集 ， 即 R(B) < eco; 取 B 的 平衡 测度 ja, 它 满足 定理 条 件 . 但 由 83(13) 


Knup(r) & R(B) < mw，~… 切 z. 


此 与 假设 也 盾 . 





口 


812.5 补 充 


(一 ) M. Brelot 认为 : 势 论 中 有 三 大 问题 : Dirichlet 问题 、 Balayage 问题 与 平衡 问 
题 ， 在 牛顿 势 与 对 数 势 的 情况 ， 我 们 对 这 些 问 题 作 了 简要 论述 ， 阐明 了 它们 与 布朗 运动 的 
关系 以 及 其 概率 解法 . 但 势 论 中 还 有 许多 问题 ， 如 可 加 泛 函 、 能 、Martin 边界 等 ， 则 未 涉 
及 . 


(二 ) 牛顿 势 的 一 般 化 是 格林 (green) 势 . 设 DD 为 R*(n > 3) 中 的 开 集 ， 其 格林 洱 数 为 
Gb(z,y), (rz,y ED). 如 D= RR", Gb(z,2) 等 于 牛顿 势 核 9(y - zx). 在 一 般 情 况 ， 可 以 仿照 牛 
顿 势 而 在 D 上 建立 格林 势 : 


Gpp(z) = / Gy (zu(dy), (suppu c D). 


它 所 对 应 的 过 程 是 首 出 D 以 前 的 布朗 运动 {zi(w),t < ep}, ep 为 DD 的 首 出 时 . 于 是 也 可 以 
研究 格林 势 的 平衡 问题 等 等 . 

(三 ) 受 布朗 运动 的 启发 ，Hunt 等 发 展 了 一 般 马 氏 过 程 (主要 是 所 谓 Hunt 过 程 ) 与 势 
论 的 联系 .为 此 ， 必 须 给 出 “ 势 论 ”的 一 般 定义 ; 讨论 那些 可 以 用 马 氏 过 程 的 术语 来 表达 
的 势 论 对 象 和 运算 ， 例 如 ， 联 系 于 每 一 马 氏 过 程 有 它 的 “调和 函数 "“ 过 份 函数 ", 当 此 过 程 
为 布朗 运动 时 ， 它 们 就 分 别 化 为 本 书 中 的 调和 郑 数 与 非 负 上 调和 函数 ， 

主要 参考 文章 为 [15,16]; 关于 上 述 发 展 可 见 文献 [11,1,8,17,18] 以 及 新 近 的 有 关 文献 . 
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第 十 三 草 马尔 科 夫 链 的 解析 理论 
$13.1 可 测 转移 矩阵 的 一 般 性 质 


(一 ) 设 pj (和 (57 E 玉 >0) 是 齐 次 转移 晒 数 ， 如 上 章 所 述 ， 它 是 满足 下 列 条 件 的 实 
全 只 数 : 


p> 

(B) 2 pitt) 

(C) pij(s +t) = Poul )prs(); 
(D) ? pij(0 ) = 6 


为 了 研究 转移 孙 数 的 解析 性 质 ， 需 贤 对 它 遂 步 地 补 加 条 件 ， 以 下 简 记 (pij( 有 )) 为 (pi 
或 P(#). 

称 转移 矩阵 (pi;) 为 可 测 的 , 如 果 它 的 每 一 元 pij(t) 是 t € (0,o00) 的 Lebesgue 可 测 轴 
数 ， 

条 件 导 致 深远 的 后 果 . 下 定理 表示 ， 可 测 性 等 价 于 每 pij(t) 在 (0, oo) 上 的 连续 

性 ， 也 等 价 于 每 pij() 在 0 点 存在 极限 ,可 pi 人 

定理 1 对 任意 转移 矩阵 (pij), 下 列 五 条 件 等 价 : 

1? (py) 可 测 ; 

2° 对 任意 国定 的 a > 0， 


dim, 2 [pi(t+h) ~ py(t)| =0 Q) 


3° 对 任意 阁 定 的 a > 0, 每 个 pij(t) 对 te (a,o00) 一 臻 连续, 而 且 这 一 致 性 对 7 也 成 立 ; 
精确 地 说 ， 对 任 给 。 > 0, 存在 6(= 6(a)) > 0, 当 | 败 <5 时 有 


[pij(t 十 h) — pij(t)| <E (一 切 t 之 6,7 € E) 
4° 每 pij(t) 在 (0,0%) 连续 ; 
5° 对 任意 i,7 EB, 存在 极限 


im Pi(t) = wis 


击 旦 极限 甜 阵 U= (wij) 具有 下 列 性 质 
OH) UI ST (Tu <1); 
(c) U = U? (us 一 于 wewu)， 
其 中 0 表示 元 皆 为 0 的 矩阵 ， 而 工 表单 位 直行 矢量 (其 元 皆 为 1). 
1 如 只 讨论 P(b) 车 (0, oo) 上 的 性质 ， 则 条 件 (D) 可 不 考虑 . 
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证 1 一 2": 由 (C) 及 (B), 对 0 和 s< 忆 有 
en 


< loals th)- | 2 prilt™) 
va (s+ h)— pix(s)| (2) 
大 


这 说 明 级 数 的 和 并 |ps(t+ 有 -pi()| 是 上 的 不 增 函 数 ， 由 可 测 性 ， 如 + > a, 可 将 (2) 双方 
对 。 自 0 积分 到 a 而 得 

Dos tt) -pO < DE lon(s+h) -plo)lds 

5 2 


既然 右 方 与 上 无 关 ， 故 
sap Dlpslt+h) -ps() < DH lenls+h) palo)las (3) 
AQ k 


如 0 <h<a, 则 (3) 的 右 方 级 数 被 收敛 级 数 £5 Jo pi(s) ds 所 控制 ， 故 可 在 求 和 号 下 对 所 
取 极 限 ， 因 此 ， 如 能 证 明 


lip, | lnls +h) Pin(s)lds =0 (9) 


则 在 (3) 中 令 h 一 0+ 后 即 得 证 (1). 
由 实 变 函 数论 中 JIyszm 定理 ， 对 任意 s > 0, 存在 有 界 连续 函数 gik(s), 满足 


L(A) < 3 A=(s: 0<s<2a, gir(s) # pir(s)) 
其 中 工 表 Lebesgue 测度 对 0shsga, 令 
B=(s: 0&<s<a, gir(s+h) pixr(s + h)) 


如 se B 就 有 s+he4, 所 以 L(B) < L(A4), 故 
lest) -pus)as < f loanls +h) gao)lds 
0 (0,a)AB 
+ /als th p(s)last [lpia(s + A) -pals)les 

由 gx(s) 的 有 界 连 续 性 ， 当 充分 小 时 ， 右 方 第 一 积分 小 于 多; 第 二 积分 不 大 于 27(4) < 各 
第 三 积分 不 大 于 2L(B) < 2L(4) < 5 这 得 证 (4). 

2° 一 3° 一 4°; 显然 . 

4° 一 55: 设 

U=, lim, Pltn), V =, lim, Pen) 
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是 任 二 极限 和 矩阵， 上 二 式 中 的 收 各 表 逐 元 收敛 改写 (C) 为 矩阵 的 形式 
Pl(s+t) = P(s)P(#) (5) 


在 (5) 中 令 t 沿 一 0+, 利用 4 及 控制 收敛 定理 ， 再 改写 s 为 1 后 得 


此 式 中 第 i 横行 之 和 为 
1 = pix(t) = Dpij(t) : Ds (7) 
有 i Kk 
由 (B) 显然 2 < 1， 可 对 某 7 jk < 1 则 由 (7) 对 此 7 有 pij(t) = 0(t > 0), 从 而 
wij 三 Vij 三 0. 在 (6) 中 令 t 沿 sn ->0+, 利用 Fatou 引 理 得 


Vik 之 vit (8) 
了 


对 大 求 和 ， 并 注意 刚才 所 证 的 结果 : 如 2 < 1 Mw;= 0, 可 见 (8) 式 双 方 对 有 求 和 后 前 
等 于 vik, 因此 (8) 中 必 取 等 式 ， 亦 即 有 

V=VU (9) 
另 方面 ， 在 (5) 中 令 s 沿 s 一 0+, 由 Fatou 引 理 得 

P(t) > VP (10) 

于 (10) 中 令 t 沿 二 一 0+, 我 们 有 

U>VU (11) 
比较 (9),(11) 得 U > V; 由 对 称 性 V >U. 于 是 U=V 而 得 证 极限 的 存在 .由 此 及 (9) 得 证 
(9 0 站 分 员 由 (A),(B) 而 显然 . 


,Piz(t + h) = im， 2 PDprslh) = 2 Pan(Dus (12) 


知 pi(t) 在 每 上 上 有 右 极限 ， 由 前 数论 知 ， 这 种 函数 的 不 连续 点 集 至 多 可 数 ,因而 pi(t) 
可 测 。 口 
1 实际 上 ， 对 任意 有 理 数 7, 令 


Dr =(t: lim pijy(t +h)>r> lim pi(t+h)) 
h—0 大 一 OO 十 





Er=(t: limpzl+h<r< lim pz 人 tt 十 用 ) 
h—0 六 一 0 十 


显 见 如 se Dr, 则 s 是 D， 的 右 孤 立 点 ， 故 Dr 至 多 可 数 ， 从 而 | Dr 也 至 多 可 数 ， 同 理 ，|j 已 也 罕 多 可 数 ， 于 是 
pij(t) 的 不 连 绪 点 集 也 全 多 可 数 . | 
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注 1 可 测 性 上 只 能 导入 每 pij(t) 在 (0,co) 连续 ， 而 不 能 保证 在 0 点 的 连续 性 ， 即 不 能 
保证 Uii 二 0ij-. 实际 上 ， Yi; = 6ij 将 作为 一 更 强 的 条 件 一 一 而 引进 ， 见 82. 

(二 ) 现在 来 研究 pi(t) 在 0 点 的 极限 ,lim pi(). 为 此 ， 由 定理 1 中 5°, 只 要 讨论 具有 
性 质 (a),(b),(c) 的 一 般 和 矩阵 上,( 不 必 一 定 是 din PO). 定理 2 给 出 了 这 种 矩阵 的 表达 式 ， 
或 者 ， 从 解 方程 的 观点 看 ， 它 给 出 了 方程 (a),(b),(c) 的 全 部 解 . 

定理 2 设 U= (wj) 为 任意 满足 (a),(b),(c) 的 矩阵 ， 则 参数 集 EB = (i) 可 分 解 为 互 不 
相交 的 子 集 F, 了 JJ.…, 使 

(a) vi; = 0, 如 7 了 EFF; 

(8) 存在 实数 wj(j eE -下 ), 具有 性 质 


wi >0, w=1 (13) 
jE€EJ 

使 

wij = 6ijujs 如 i EI,j EJ (14) 
(7) 存在 非 负 数 pii,piy,…, (iE F), 具有 性 质 ! 
》 pi <1 (15) 
J 

使 

Ui = Piy Uj, 如 i€E FjeEJ (16) 


反之 ， 设 已 给 五 的 任 一 分 割 ， 它 将 EE 分 解 为 不 相交 的 子 集 互 了 有 …, 并 且 已 给 满足 
(13) 的 实数 屿 Je 五 -站 及 满足 (15) 的 非 负 数 piz,piy,… (Ge 下 ), 则 由 (a), (14) 及 (16) 所 
定义 的 = (wij) 满足 (a),(b),(c). 

证 令 忆 =supiai, 由 (a),(c) 


Wij < PUipty + Li (Wj — Wy) 
此 
故 由 (b) 
wij(l + wi ~ jj) 科 (Dir) < uj 
k 


两 边 对 i 取 上 确 界 
Wi(l + uy — Ui) & 由 
如 wj; > 0, 由 上 式 知 wj 一 wj; < 0, 故 由 的 定义 得 
Wj = Uj (17) 
如 = 0, (17) 显然 成 立 ， 由 (17) 及 (c),(b) 得 


Wy & Dp + Wii — 7) < sj + siij — i) 
k 





1 集 类 (7 了) 记 为 C ,= 7 . 


J JEC 
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因而 
Wij = wj， 如 wj; > 0 (18) 

今 定义 下 = 0 :wi =0). 如 je 对 任意 i 有 0< wi < wi =; =0, 故 (a) 成 立 . 

在 马 ~ 玉 中 引进 … 关 系 “~”: 记 i~ 如 >0. 由 (17) 知 此 关系 是 反射 的 ( 即 j 了 ~ 办; 
申 (18) 知 它 对 称 ( 即 如 ~ 蕊 则 了 ~ 和 ;由 (ce),(a) 得 w > uikue, 故 它 还 是 推移 的 ( 即 如 
i~ 上 kk 心 j 则 i~ 让. 从 而 此 关系 将 巨 ~ 玉 分 为 不 相交 子 集 T, 了 … 使 当 且 只 当 ww > 0 时 ， 
ij 属于 同 - 子 集 . 

今 证 (14): 由 分 类 法 ， 如 ie 了 je 小 当 了 天 了 时 有 =0 当 T= 了 时 有 wz>0, 由 
(18) wij = ww 合并 这 两 种 情形 即 得 (14)， 

今 证 (13): 其 中 第 一 式 显然 ， 任 取 jEF, 有 


0 < Ujj 一 DY wjpugj < (Dr) (19) 
天 k 
以 wj = wj; 除 两 边 ， 并 注意 (b) 及 (14), 得 


1= DE = 》 wu, (iEF) (20) 


JEJ 
今 定义 
piJ = Dig (21) 
kEJ 
如 7e€ J 则 
Wi) 二 》 auakauky 一 (Dr) = Pig uj 
RE 了 kEJ 


此 得 证 (16), 由 (b) 得 (15). 
反面 的 结论 是 平凡 的 ， 只 需 直 接 验证 由 (a),(14) 及 (16) 定义 的 上 满足 (a),(b),(c). 口 
(三 ) 现在 回 到 可 测 转 移 和 矩阵 (p;;) 在 0 点 的 极限 和 矩阵 UV = (Wij ), Wi; = im, Piz(t), 利用 
它 可 以 将 P(t) 的 元 通过 较 简 单 的 函数 表达 出 来 ， 对 此 U, 应 用 定理 2 而 得 wis CC 
定理 3 设 (pz) 为 任意 可 测 转 移 和 矩阵 ， 由 上 式 定 义 ， 又 玉 按 定理 2 的 方式 对 UU 分 
解 为 
E=FUIUJU... (22) 


则 PQ), (t > 0) 可 如 下 表达 : 
(0 pi = 0, 如 je Fr, (t > 0); (23) 


dm Ilyy(t) = 61) (24) 

使 对 上 > 0, 有 
pi(t) = H(tju, 如 iel,jeJ (25) 

其 中 wy = wji 
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(十) 可 以 找到 在 (0, oo) 上 的 连续 函数 Hi ie 五 JeC, 满 足 
t) > 0 Ii(t) = 
J 


(26) 
》， Hix(s)Iy(t) = IHiy(s +t) 
Kk 


使 
pij(t) 一 Jr 的 2 如 ziEFjeJ (27) 
反之 , 设 任 给 忆 的 一 分 割 , 它 将 分 解 为 不 相交 的 子 集 互 1.…, 并 且 已 给 任 -一 满足 
(24) 的 转移 矩阵 (11J), 1, J e C, 任意 满足 (26) 的 (0,co) 上 的 连续 函数 {ITij,ie FJ eC} 及 
任意 满足 (13) 的 ww, je 如- 则 由 (23),(25),(27) 定义 的 P(t)( 在 t=0 点 补 定义 pi(0) = 65)) 
是 可 测 转移 矩阵 . 
证 由 (10) 与 (6) 


2 ispuslt) )< Pil) UkI 二 pij(t ) (t > 0, 2,7 € 五) (28) 


如 je ,由 定理 2 中 (d), wuj =0 (ke€ E), 故 由 (28) 得 (23). 
设 ie17,jeJ, 由 (14) 及 (28) 


Pilt) = (Dpin(t) )u; ”29) 


keJ 
故 pij(t)u Uy 了 只 依赖 于 1 及 J. 另 方面 ， 由 (10) 得 
Pij(t) > 》 wigpks(t) (30) 
k 


如 说 对 某 7 = jo, 上 式 取 严 格 不 等 式 “>”, 则 在 (30) 中 对 ;7 求 和 ， 由 (20) 得 
1> Dix Dpri(t) 一 Duik =1 
k 了 kk 
矛盾 ， 故 (30) 应 取 等 式 . 再 由 (14) 得 
Piy (t) = 一 2 op (t) = 一 Digpkj (的 


kET 
这 表明 pii(buj ”又 只 依赖 于 了 及 j. 与 上 事实 联合 后 知 piy(t)u7! 只 依赖 于 工 及 几 从 而 可 
定义 
: IT7y(t) = piy(t)u;” (t>0) 
(25) 显然 成 立 . 
` 今 证 (Ty) 是 满足 (24) 的 转移 矩阵 ， ij(t) > 0 明显 设 ie 由 (13) 


1= 》 pij(t) = 2 YH) )u; = 2 M0) 


jEF JEJ . 
liy(s +t) =pi;(s + t)u = Pik(s)prs(t = 》， Ilrgk(s)uelry(t) 
kEF KEF 
= -2 Dx(s (s)Hry(t) > wr = Txl®) Ilkyj(t 
kEK 
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再 由 (14) 


im II 人 (tb = lim pis(t )u 


今 证 ( 启 ). 注意 (29) 对 一 切 i 也 成 立 ， 定 义 


Y= ui = 61) (31) 


Hij(t) = pixtt), 如 EF 下 JeEC 
ke 


(29) 化 为 (27). 显然 Hij(t) > 0; 


PH) = p(t)= pylt)=1 
J 


J jEJ jEF 


Ilij(s + t) = pij(s + t)u; = opuls s)prj(t 
=》 》 Jik(s)ukILKz(b = ya Ilik (s)ILgy(t) 
K REK K 


从 而 得 证 (26). 由 pij(t) 的 连续 性 及 (27) 知 Iiy(t) 在 (0, oo) 上 连续 . 

反面 的 结论 只 需 直 接 验 证 即 可 . 口 

(四 ) 可 测 转 移 矩 阵 的 另 一 重要 性 质 是 下 面 的 定理 4. 先 证 

引 理 1 设 (pi;) 为 可 测 转移 和 矩阵， 如 证 则 级 数 ;pij(t) 在 任 一 闭 区 间 [0,7] 中 对 
t 一 致 收敛 于 1 

证 要 用 到 Dini 关于 一 致 收敛 的 定理 : 设 级 数 》 un(t) = S(t) (a tb) 的 项 wi(t)20 
而 且 连 续 ， 则 5(z) 连续 的 充 要 条 件 是 此 级 数 在 [站 中 一 致 收敛 1. 

定义 
pij(t), t>0 


32) | 
Wis, t=0 ( ) 


50={ 
由 (B) 及 (20), 如 iE， 2 ) 二 1. 由 Dini 定理 ， 沁 Fi;(t) 在 [0 了 一 致 收 仇 ， 从 而 Dpi() 
了 了 
亦 然 ， 口 
引 理 2 设 (pij) 为 可 测 转 移 矩 阵 . 
(如 Je 忆 , 则 pi 人 的 =0, 一切 二 > 0,16e 瑟 ; 
Gi) 如 jEF, 则 2 的 > 和 0 一切 上 > 0; 
(ii) 如 对 某 to > 0, 有 pij(to) > 0, 则 pij(t) > 0, 一 切 上 > 加 . 
证 @) 即 (23). 如 下 FF, 则 ,lim pjj(t) = > 0 故 对 任意 固定 的 上 > 0， 当 交 充 分 大 时 ， 
有 pj;() > 0; 从 而 由 (A),(C) 
pt) > es (1)]" >0 四 
pij(0)=1>0. 下 证 (过 ,如 piiltol)>0 对 某 如 >0 成 立 ， 则 7EP; 对 上 > 如 ,由 (i 


pij(t) > pij(to)pjj(t ~ to) > 0. 口 





1 证 见 E. C. Titchmarsh: 函数 论 . 
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引 理 2 的 深化 是 定理 4. 
定理 4 可 测 转移 息 阵 的 每 一 元 25 的 在 (0,co) 上 或 性 等 于 0, 或 恒 大 于 0. 
证 先 设 证 玉 如 说 定理 结论 对 某 pi 不 正确 ， 则 必 存 在 如 >0 使 


pia(t) =0, 0<teto; pa(2to)=c>0 


由 引 理 1, 存在 N, 使 
>», pij(t) < 了， 一 切 0<t< 210 (34) 
2>N 
今 s = t0/2N， 定义 
4m = (kKk:pixr(ms) > 0), m= 1,2,.…- 


由 引 理 2 得 Am C Am+1, 令 Bi 一 41， Bm = 4m 一 4m-1， 7 之 2， 如 kEAnm,, 则 


0 = pir(ms) 本 一 Das)pik(s) = >， pij((m -1s)pik(s) 
JEAm-1 
圭 此 
Dik(s) =0， 如 j € 4n KE4。 (35) 
今 证 Bm(1 < m < 2N) 非 空 而 且 互 不 相交 ， 否 则 设 4 = hm-1 对 某 m(ll <& m & 2N) 
成 立 ， 由 (35) 
pir((m + 1)s) = 》， pij(ms)pik(s) = 0, 如 kEAnn, 
jEAm 
因此 4+i = 4m, 重复 下 去 得 hn = hm 一切 m' > m. 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 /Ehzw, 但 由 
对 pi 的 假定 1e Asw. 令 1g< m2N; 如 keEA, 则 由 (35), 对 每 n> 1， 
Pir((n 十 1)s ) = ( D+ 》 十 》， )ps (ns)pyk(s) 


jEAm JEBm jEAm-1 


=( D+ > )pis (ns)pix(s) 


jEAm 7EB 
> Pix((n+1)s) < DY, pi(ns)+ >》 pis(ns) 
kEAm jEAm jEBm 


对 n 自 0 至 4N-1 求 和 ， 得 


4N 
> Dik(4Ns) < >», 》， Dij(ms) (36) 


天 EAn n=1j€Bnm 


4N 
cx dpij(ns), ll<m<2N 


n=1 jEBm 
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因为 集 B1,…, Bow 非 空 不 交 ， 故 其 中 至 少 存在 入 个 集 与 集 (1,…,NN) 不 相 父 ， 此 六 个 集 
之 和 记 为 B, 我 们 有 , 
Ne bp pi(ns) (37) 
n=l1 IEB 
但 男方 面 ， 由 (34) 
Spij(ns) < > pij(ns) < 5 


jEB j>N 


》， 》 .pi(ns) < Ne 
n=1 jeB 
此 与 (37) 了 矛盾 .于 是 定理 对 iEF 得 证 ， 
今 设 ; 任意 而 且 对 菜 H 有 pi(t1) > 0. 由 (C) 及 引 理 2(), 必 存 在 KEF 使 


2) (3) 
(也 (2)>0 
pix (2 > 0， Dikz 了 > 


py (4) > pi (2 )pni (2) >0 
重复 此 推理 知 pi;((3)nti) > 0, 一 切 n=1,2,…, 由 引 理 2(ii) 得 知 pij(t) 在 (0,co) 上 恒 大 于 
0. 口 
(五 ) 上 面 已 研究 了 P(t) 当 上 一 0+ 时 的 极限 ， 现 在 来 研究 它 当 上 一 oo 时 的 极限 . 
引 理 3 设 (pjj) 为 可 测 转移 矩阵 ， 则 对 任意 i 论 及 j, pij(t) 在 (0,ce) 上 一 致 连续 ， 
证 对 h>0 有 


由 上 所 证 pgj( 捍 ) > 0, 故 


Pilt + h) — pi(t) = 》 pir(h)pr;(t) — pis(t) 


二 Dpir(h)prs(t) 一 pi;(t)[1 一 pii(h)] 


大 7 


右 方 二 项 崩 非 负 ， 而 且 都 不 大 于 1- pa(h) = 蕊 Pixt， 故 


ps 地 十 人 一 Di 和 1 一 pan) (38) 


注意 ， 上 式 对 任意 (不 必 可 测 ) 转移 矩阵 成 立 . 
由 上 式 知 ， 如 条 件 


A pialh) = 1 


满足 ， 则 pij(t) 在 [0, 00) 上 一 致 连续 ， 而 且 这 一 致 性 对 ye 五 也 成 立 . 
、 如 ie7,7eJ, 因 TJ(t) 满足 上 面条 件 ， 故 由 (25), 知 pij(t) 在 (0,co) 上 一 致 连续 ( 注 
意 (25) 只 对 上 >0 成立) 如 je 则 由 (23) 知 引 理 结论 仍 成 立 . 口 
设 苇 ={zot>0 是 可 列 马 氏 链 ， 以 (pij) 为 转移 概率 矩阵， 对 任意 > 0, 考虑 随机 
Xn = {zp, n=0,1,2,...} 
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它 是 一 个 具有 离散 参数 的 马 氏 链 ， 一 步 转移 概率 矩阵 为 {pij(h)}, n 步 则 为 {pij(nh)}, 称 X， 
为 和 的 有 单位 为 六 的 离散 骨架 , 或 简称 为 六 骨架 . 在 一 些 问题 中 ， 它 可 用 来 作为 研究 X 
的 工具 ， 如 下 定理 所 示 : 
定理 5 设 (pi;) 是 可 测 转 移 和 矩阵 ， 则 对 每 27 e EE, 存在 极限 
dim pij(t) = ui (39) 
极限 矩阵 了 = (vw;;) 具有 性 质 (a),(b),(c); 而 且 
V =VP(s) = P(s)V，(s > 0 任意) (40) 
Dv 一 1， 如 vi; 天 0 (41) 
证 先 证 极限 存在 ， 由 (23) 只 要 考虑 jEF. 
设 让 PF, 由 引 理 2(ii) 知 : i 关于 XX。 而 言 有 周期 1, 故 由 离散 参数 马 氏 链 的 极限 定理 
im pitnh) = vis(h) (42) 
存在 ， 因 而 对 s > 0, 存在 N, 当 mm> N 时 有 
[p(nh) ~ pi(mA)| < § 
由 引 理 3,pij(t) 在 (0,00) 上 一 致 连续 ， 故 存在 h > 0, 使 对 一 切 满足 ls 一 th 的 s>0,t>0， 
有 


Ips(t) — pi(s)| < 3 
今 对 +>0 定义 正 整数 m, 使 | 一 nihl gh 则 当 w 及 vw 痢 大 于 (N+1)h 时 有 
[pij(%) — pij(v)| & |piy(u) — pi (nuh) 
+ |pi(nuh) ~ piy (Noh)| + |pi; (nvh) — pi;(v)| 
[3 € [3 _ 
< 3 十 3 十 也 二 E 


从 而 得 证 证 时 (39) 中 极限 的 存在 . 

特别 ， 对 定理 3 中 的 (Ty), 由 (24),Ixk(t) 在 (0,co) 上 不 便 为 0, 又 (Hzrv) 由 (25) 可 
测 ， 故 由 引 理 2(i 及 刚才 所 证 知 极限 dim Ilky(t) 存在 . 

设 i€ FF, 由 (27),(26), 存在 极限 


dim pi(t) = lim IHiy(t)u; = 2 JEk(s) lim Hes (tu 


其 中 s > 0 任意 . 
V 显然 有 性 质 (a), 由 (B) 及 Fatou 引 理 得 (b), 由 (C) 及 Fatou 引 理 得 


Vi 之 > VikPkj(s) 
大 
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对 了 求 和 和， vi > vi 了 Pij(3) 二 vip, 故 上 式 应 取 等 式 而 得 
7 


2 
vij = Dvigpkj(s) (43) 
k 


此 即 了 = YP(s)， 十 此 式 中 令 s 一 oo, 并 注意 右 方 级 数 被 级 数 并 wi < 1 所 控制 ， 盈 得 
天 
Y= TV 即 (C). 在 
pijfs -1) 9 s)pxrjlt 





让 人 有 
定理 6 设 (o5) 是 可 测 转移 矩阵 ， 则 


1/ ， 
i z/ Piy (2) dt = Vi (i,7 € E) (44) 


其 中 vi 由 (39) 定义 . 
证 向 (39) 及 iHospitale 求 极限 的 法 则 直接 推出 (44). 吕 


813.2， 标准 转移 矩阵 的 可 微 性 
(一 ) 设 (pz5) 为 齐 次 转移 和 矩阵， 如果 它 满足 条 件 
dim pilt) = 6 (i,j € EB) (1) 


就 称 它 为 标准 的 ; 条 件 (1) 称 为 标准 性 条 件 . 

由 51 定理 1 中 5° 知 : 标准 转移 矩阵 必 可 测 . 

从 概率 意义 上 看 ， 标 准 性 条 件 是 很 自然 的 . 它 表示 : 如 果 +t 很 小 ， 那么 从 i 出 发 ,经 过 
t 时 后 仍 在 的 概 浆 接近 于 1. 在 许多 实际 问题 中 出 现 的 马 氏 链 大 都 满足 (1). 另 方面 ， 根 据 
81(24),(25), 可 测 转移 矩阵 的 某 些 性 质 可 以 通过 标准 转移 和 矩阵 来 研究 (例如 下 面 的 系 1), 由 
于 这 两 方面 的 原因 ， 标 准 转移 和 矩阵 是 研究 得 最 多 ， 理 论 也 较 完满 的 一 种 转移 矩阵， 

回忆 pi;(0) = 6ij, 可 见 条 件 (1) 等 价 于 pij(t) 在 0 点 的 连续 性 . 

显然 ， 条 件 (1) 还 等 价 于 

的 =1 Ge 本 四 

以 后 了 总 表示 [0, co). 

定理 1 对 任意 转移 矩阵 (pi;), 下 列 四 条 件 等 价 : 

1° (Di5) 是 标准 的 ; 

2° pij(t) 在 TT 上 一 臻 连续 1! ,而且 这 一 至 性 对 也 成 立 ; 

3° pi(t ) 在 在 全 上 连续 ; 


! 在 0 点 的 连续 性 自然 应 理解 为 有 连续 性 . 
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4° (pij) 可 测 ， 又 瑟 关于 它 的 按 51 定理 3 的 分 解 
E=FUIJJU... (3) 


中 ， 五 = 乡 而 且 天 了 等 各 具 含 点. 

证 1° 一 2°: 这 在 证 明 $1 让 理 3 时 已 附带 证 明 ， 

2° 一 3": 显然 . 

3° 一 4°: 由 连续 性 得 可 测 性 ; 央 2 的 一 pr(0= 工 仁 一 0+) 由 3 引 理 2 人 知已 = 内 
又 由 同 节 (13) 知 了 只 含 一 元 . 

4° 一 1° 由 红 1 定理 3 推出， 参看 81(25) 并 注意 那里 的 ;= 1. 口 

(二 ) 试 研究 pz 人 区 在 (0, oc) 中 的 可 微 性 . 

利用 已 给 的 转移 矩阵 (pij), 可 以 定义 一 族 把 序列 & = (&;) 变 为 序列 TL = (Ti) 的 变 
换 了 TT, (t > 0): 





E 一 了 4 
[Zé]; = 2 piilt) (4) 
只 要 (4) 中 级 数 对 一 切 i 收 但 
引 理 1 设 (pi;) 为 标准 转移 和 矩阵， 则 pii(t) 在 某 区 闻 fo, 如 中 具有 有 和 界 变 差 ， 一 切 
证 只 对 poolt) 证 明 ， 对 其 它 的 pii(t) 之 证 类 似 ! . 因 poo( 在 任 一 有 限 区 间 中 一 致 连 
续 ， 故 只 要 证 明 | 
2, om (®) 一 poo (to)| <M<o% 


其 中 上 界 M 与 正 整 数 N 无 关 ; 于 是 poolt) 在 [0,to] 中 的 变 差 也 不 超过 M. 这 里 的 to(> 0) 
待定 ， 令 





T=T Nn, fi= poo (2 ) 


T=T, T= T(T*-!) 
对 任 一 序列 v= (vi), 以 v* 表 一 新 序列 : 
Wo=0, vt =v (i>1) 
今 定 义 一 列 序列 v9 = (v0.…), i = 0,1,2,… 
v0) = (1,0,0,..), vlitl) = (ToG)* (5) 


即 v0) 中 除 首 元 为 1 外 ， 其 余 元 皆 为 0; 而 vti+D 中 之 首 元 为 0, 其 余 元 等 于 Tv 中 之 对 应 
元 ， 以 下 之 证 分 成 四 步 . 
1°. 先 证 ， 
Tw) =》 fiw (6) 


1 二 0 





3 对 pkg(t) 证 明 时 ， 只 要 作 下 列 修改 : 令 如 = 0,04 二 i, (i 产生 ;v0 中 中 = bs 等 等 . 
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实际 上 ， 当 s= 1 时 此 式 显然 成 并 . 今 设 它 对 某 s 正确 而 欲 证 


s+1 
Ts+17,(0) Dforiavt™ (61) 
对 (6) 双方 施 以 变换 了 , 由 了 之 线性 ， 得 
全 31 -二 Tv) (62) 


分 别 考 虑 其 分 量 . 对 之 1, 由 (62) 得 
[人 stl uto)] = 六 i[TvoO] = > _iatt = > wl )， (. uto) = 0) 


故 (61) 对 第 (> 1) 号 分 量 成 立 ， 今 考虑 第 0 号， 由 Ts 之 定义 ， 易 见 





3 s+1 i 。 
[7 +1v(0)] = poo( 不 to) = fs+t1 = > ia 2 v= 0， 1 之 革 


2° 今 定 义 一 列 正 数 (6;): 
Bo=1—-fi= 1 ~ poo (2) 
Bi = [Tot]o ( 即 To 中 之 首 元 ), i 之 1 


于 是 ， 
[Too]o = poo (二 ) 三 户 =1 一 0 
比较 (62) 双方 之 首 元 ， 得 








fsti = fslTwv Yo + >》, fo-ilTv 0 = f,(1 — Bo) + > ， ji (7) 
?一 1 4 一 1 
fori— fs = fobot Dfoibi= fd Bi fbot (fai— Ff)B 
?一 | 1=1 i1=1 
N-1 N-—1 3 N-1 s 
Dh-fonls Df Dd Bi foBo + YY fs folB: (8) 
5 一 0 3 一 人 一 1 3 一 0 i=1 
但 最 后 一 项 等 于 
N-l1N-1 N-1 N-1 . 六 一 1 人 一 1 
Ds < DID)y = (Pim) (Df) 
j=1 kj j=1 s=0 i=1 as 一 0 


由 (8),(9) 得 


N-1 3 


N-1 
Df fan) Df dBi fsbo 
3 二 0 


s=0 1! 1 一 1 








十 (Bi) (Dit) (10) 


s=0 
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由 (1), 可 取 to > 0, 使 








poolt) > 7, (t < to) 
下 面 证 明 
N-—1 | 1 人 一 
2 > 1 Da- jspol < 3 
于 是 由 (10) 得 
六 一 1 
> |fs fs+il <1 
3 一 0 


从 而 引 理 1 得 以 证 明 . 


ee N-1 
3 令 |v| = 2 ll. 为 证 > iB; < 3, 注意 


Tv (v), vl), ~ -) 


vitl) = [To 人 


pn = pi (8) = Do -pi 全 )| 


1), 故 


k=1 7=1 7=1 


N-1 


i=1 


= oo- > pio() = 1 B 


bi = -I | -Ioritd), (i>1) 
N-1 


N 
2i6: = 2 i VN < Sh) 
i=1 


i 二 1 


其 次 ， 由 (6), TNv(0) = fyv(0) 十 之 ANv-io. 因 ITNo(ol = 故 


yn io =1— fy =1— poo(to) < 一 


1 一 1 


又 由 (11), 每 jwv-; = poo( 思 :to0) 





由 此 及 (12) 即 得 证 于 i6; < 了 
t=1 


> 3, 故 由 上 式 得 
1 N ] 
32 < fr | < 
t=1 i=1 
N 
Yb)| < 1 
1 一 1 2 


P(8)= (开罗 人 用) 开罗 na 人 人) 


= (0 ,》 vi py 1 (号 3) Dp (DB), 
其 中 卫 表 > 注意 v= 0(i > 


) 


) 


(11) 


(111) 


(112) 


(12) 


(121) 
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4° 因 | 一 2 Pok (加) 二 1- pou( 对 对 二 加 ， 故 由 
k=1 


~ 上 | 1 ,AS 3 
0 De = 


ED 
2 一 ] 





因此 ， 


Nl 3 














;fsB 


= je 二 > )| 一 [< 了. 口 
引 理 2 设 (pij) 罗拉 准 转 移入 让 则 piy(t) 在 1,9] 中 共有 有 界 变 差 ， 去 与 引 理 1 中 
的 相同 . 
证 仍 对 i=0 证 ， 由 (6) 我 们 有 


s+1 
Ts+io(0) Tv(0) 一 》 (Jr 加 fo_i)v), (fi =0) 








i=0 
N-1 N--1 «+1 | N N-l | 
> (T+t1v00) 一 了 ut0)| < 》 > fori-i — fo-i)v (| < > bp [fri — fs-i)o 
3=0) s=0 i=0 3 一 0 3 一 1 一 1 
利用 (11), 并 注意 扣 一 fi1=1 以 及 (121), 得 
N-1 
Te+lo0 Ta go I<4 (13) 
=0 10 
然而 由 定义 ， , 
s0(0) 一 2 一 人 $0 
Tv =(1,0,0, PC) 一 (oo 人 N ) po( 吕 )， ) 
故 (13) 表示 
N-l1l 民 s+1 s | 
》， po;( N to) poj (to)| 区 4. 口 (131) 
3=0 7=0 


定理 2 标准 转移 矩阵 中 每 -- 元 pij(t) 在 (0,co) 中 都 有 有 穷 的 连续 导数 区 (人 (, 而 且 满 
足 方 程 
pij(s +1) -和 apu( (s>0L>0i7ec 万 ) (14) 
大 三 0 


义 > jp (| 有 穷 (t > 0), 而 且 对 t 不 上 升 . 
了 一 


证 仍 对 i=0 证 ， 由 引 理 2, poj(t) 在 [0,to] 中 具有 有 界 变 差 ， 因 而 在 [0,to] 中 几乎 处 
处 有 有 穷 导 数 ， 由 于 j 属于 可 列 集 ， 故 对 任意 y > 0, 总 存在 ,0 < 二 < min(m,to), 使 一 切 
puj(b 在 41 有 有 和 穷 导数 ， 以 下 分 成 三 步 . 

1° 先 证 : 对 任意 > 0, 存在 下 整数 及 使 对 一 切 a,0 < a < 如 ,有 





一 |poj(t1) ) po tl 十 al 
》 < (15) 


了 
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事实 上 ， 对 已 给 的 0< ae < 号 ,可 取 的 E ( 身 , 刀 ) 及 正 偶数 N, 使 区 /和 aa 然后 以 给 代 夫 加 
来 定义 了 及 wv 中, 定义 方法 仿 引 理 1 之 证 . 
由 81 引 理 b 对 0<se< 和 全 -2 在 在心 ,使 





>， poj(t) < El, -一 扬 # <ti (153) 
j2k1 
记 vx = 站 我 们 有 
了 之 上 
N | N N 
Dh = > -2 2 
记 1 i=1 j>k1 了 ka i=1 
4 
< $5 Dwi 由 (0 
a i=0 
到 $5) poi(to) (6)] < 2e1. 
3 5 
完全 仿 (13) 之 证 有 
AN 一 1 | N—1| st+!l 
>》 TT) -Too = Dor fi)o) 
3 一 0 s=0 1 一 0 t 
N N-1 | | 
< (fori-i = fs-illv le, < a5 es < 4ei 
1 一 0 3 一 ?一 1 1 一 1 
由 此 即 有 
N-—1l oo 
2 之 [poj([s + Jo) — poj(sa)| < 4ei (16) 
s=1 j=k1 
于 是 至 少 有 2 个 整数 s, 使 
8c 
5 looi(ls + le) -mcal< 中 (17) 
j=k1 


并 且 由 (13) 可 见 ， 对 其 中 之 一 ， 如 7, 有 


kl 
> pu(r+lo -putrall< 郊 (8) 
今 对 正 数 sz < 生生: 2 存在 上 > 让 ,使 
(19) 


>》 pi(b < ea， 一切 上 < 与 及 让 g 有 
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二 是 


[Ms 


Dlpo(t) - poi(a + an po; (ro) — poi([r + 1o)|pjm (ti ~ ra) 
jk 


< > 2 |poj(re) poj([" 十 la)lpjm(t1 —ra) 


7 此 一 大 了 一 大 1 十 工 


十 > lpo; (roa) — poj(| 7 十 1ja) )|Pym 人 (人 1 一 ra) 
m=k y=0 
右 方 第 一 项 由 (17) 小 于 坚 ; 又 由 (18) 


> |poi(ra) ~ poi(r + 1Ja)| < 六 


再 利用 (19), 即 知 右 方 第 二 项 也 小 于 加 . 因此 





3 |poj(t1) — poj(ti + Q)| 二 8(e1 十 c2) ta 


a ~ Na 2Na 
了 一 大 


回忆 a > 的 /N 以 及 二 < 2t, 即 得 证 (15). 
2° 对 任意 t。 > 0,a > 0, 有 


Poi(t1+t2)— poi(ti+ta+a) 3 Poxr(t1) — por(t1 + W(t) 
一 J 








0 k=0 
由 (15), 当 a 一 0+ 时 ， 有 
po (ti + t2) = Dr t1)prj(t) (20) 
其 中 p(t) 表 poj(t) 的 右 导 数 ， 由 (15) 还 知 
> |por(ti)| < co (21) 
天 一 0 


故 可 在 (20) 中 求 和 号 下 对 ts 取 极 限 . 回忆 phijltz) 对 妇 >0 连 续 ， 故 由 (20) 知 pi (ti + t2) 
是 ta 的 连续 函数 .利用 下 事实 ! : 一 连续 函数 如 有 连续 的 右 导 数 ， 则 必 有 导数 ， 而 且 导 数 
与 右 导 数 一 敏 ， 故 由 (20) 得 

poj(ti + t2) = Dh 1)prj(t2) (22) 
由 于 二 > 0 可 任意 小 ， 这 表示 羽 ,(!) 在 (0,co) 中 存在 ， 有 穷 而 且 连 续 . 


1 证 见 84.5,13. 
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对 任意 的 s> 0,t > 0, 总 可 找到 <s 使 (22) 成 立 ， 于 是 


Poj(s +t) = p(t +[s -ti+d]) = 让 一 女 十 如 
= Ds) Dp (s— ti)py(t -Pr s)p1(t) (23) 
3 0 
此 得 证 (14). 
3° 对 上 > 0, 取 五 < 上 使 满足 (21). 由 (14) 
poi(t )= Dr ti)prsj(t — t1) 

DO < Db) < oo (>0) (29) 
4 = 


仿 (24) 之 证 即 知 二:pti(9| 对 上 不 上 升 ， 口 
我 们 虽然 证 明了 起 (9) 在 (0,o%) 中 的 有 穷 性 及 和 连续 性 ， 但 在 ;= 0 却 未 必 如 此 ， 可 能 
pi(0) = -co， 但 limpilt) # -00 
甚至 lim pa 人 = oo. 详 见 G. Smith [1]. 
系 1 设 (pz5) 为 可 测 转移 矩阵 ， 又 


lm pii(t) = ui > 0, (i € E) (25) 


t 


出 每 个 pij(t) 在 (0,oo) 中 有 连续 有 穷 导数 . 
证 利用 8 定理 3 并 采用 那里 的 符号 ， 由 (25) 知 玉 = 9. 根据 


Pi (的 三 了 rz 人 (bu (26) 


及 (4) 的 标准 性 ，0 < wy < 1, 知 pij(t) = Jr(bu 具有 所 需 的 性 质 ， 口 
系 2 设 (pi) 为 标准 转移 矩阵 ， 则 


dim pi(t) =0 (i,j€E) 
证 在 (14) 中 , 固定 s>0 而 令 t 一 co. 由 于 对 |pj(s)| < oo, 故 可 在 求 和 号 下 取 极 限 ， 
5 
由 $1 定理 5 可见 存在 极限 6;; = Jim ps; (区 如 说 bi; > 0, 则 存在 常数 c > 0, 使 对 s>c, 有 
35 < pij(s) < 55 
故 由 pij(s) 在 (0, co) 的 连续 性 得 


1 3 
a05tt 一 oj) < pij(t) — pi;(c) = / pij(s) ds < btt 一 
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于 是 lim pi 的 = ec 而 与 0 有 了 区 和 1 池 慎 ， 故 5 不 可 能 大 于 0. 类 似 可 证 它 也 不 能 小 于 


0. 故 6; = 0. 口 
(三 ) 密度 和 矩阵 现在 来 研究 pi;j(t) 在 0 点 的 导数 .回忆 


pij(0) 一 0657 
定理 3 设 (p;j) 为 标准 转移 矩阵 ， 则 存在 极限 (可 能 无 穷 ) 
oo lim 上 的 二 1- ‘(0) <0 
t 一 0 十 t 


证 由 831 引 理 2 及 标准 性 
pailt) >0 (teT) 


故 上 是 数 
f(t) = — log pii(t) 

对 一 切 t>0 有 定义 ， 非 负 有 穷 ， 击 且 由 于 

pii(s+t) 2 pii(s)pii(t) 
有 

f(s+t) < f(s) + f(t) 
对 t>0,h>0, 取 nn 使 t=nh+e,0<e<h, 由 (30) 

f(t) < nf(h) je) __ nh f(h) fte) 











t tr +h t 
令 一 0, 则 于 一 1 f(s)=—log pi(s) 一 0, 故 
{0 < lim f(y 
t hx0+ 
lim f(h) < sup LO < lim f(A) 
ho0+ hh 10 + Pr 
从 而 得 知 存在 极限 
lim 10) = gi = su 区 
ho0+ hh 于 一 eb t 


由 (29),(31) f(h) 
上 = 一 和 =[L+o()] 


故 得 证 pii(t) 在 0 的 导数 pi,(0) 存在 ， 而且 





(0+) 


0 & -pi(0) = qi & o0 
其 中 4 由 (31) 定义 . 口 
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(31) 


(32) 





定理 4 设 (pij) 为 标准 矩阵 ， 则 存在 有 穷 极 限 


0< lim, 2 加 = gj < gq (i#)) (33) 
而 且 
0 入》 qj ggo%, (Ge 五) (34) 
zi 
证 对 正 数 ce<. 由 (2) 存在 6>0, 使 
pii(t) >1—e, pjj(t) > 1—e, (t < 6) (35) 
造 阴 数列 
jpik(h) = pir(h) 
jpik((L+ 1)h) = 》 jpir(lh)pre(h) (36) 
7 


于 是 jpig((1+ Dh) 是 自 i 出 发 ， 于 4h,2h,…, 不 在 7 但 于 (1+1)h 时 在 k 的 概率 ， 亦 即 等 
于 
Pi(znp J 二 工 ,1, Z(I+1)R = k) 


其 中 {zi,t 之 0} 是 以 (pi;) 为 转移 矩阵 的 马 氏 链 ， 因 而 


m—1l1 


pis(mh) = 》 jpis(lh)pjr((m — Dh) + jpir(mh) (37) 
l=1 
对 已 给 的 疡 及 友和 6),hg<6 取 n= [i/h], 即 nn 为 不 超过 /4h 的 最 大 整数 ， 则 由 (37) 可 得 下 
二 不 等 式 : 


LA 





pij(nh) > > spil(l — Dh)(1 ~ e)pij(h) (38) 
i=1 
a E 
Dipulih) < IT (39) 


实际 上 ， 在 (37) 中 取 上 =jm=n 得 


pij(nh) = 》 jpis(Ih)pjj((n — Dh) (40) 
l=1 
既然 
jpik (lh) 2 jypai((l 一 1)h)pir(h) 
故 


pi(nh) > 》jpa(( — 1)h)pa(h)pis((n — Dh) 2 jipa(( — 1)h)pi(h)(1 -ae) 
I=1 


l=1 
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此 即 (38). 再 由 (40), 并 注意 np 入 6i 关 记得 
E> piy(nh) 之 (1 一 <) Dpi(lh) 
t=1 
由 此 得 (39). 
今 在 (37) 中 仿 上 =i,m gn, 利用 (39) 得 


m—1l1 


£ 
1 一 E << pi(mh) < 2 jyPiy (Lh) 十 jpii (mh) < Te + jpii(mh) 





Pij(nh) > n(1 — 3e)pi;(h) 
1 pi(nh) ~ pis(h) 1 
> ( < 5) 























ll~-3e nh 
当 有 一 0+ 时 ， nh 一 4 既然 pij(t) 对 上 连续 ， 故 
1 pi(h 
0 >,Hm 2 ) (41) 
, pi(t 9 pij(h) 
1-3 ,0 t > h 
再 令 。 一 0+, 即 得 证 存在 极限 gi = ,lim 加 外 > 0; 由 (41) 知 gi; < oo, 在 下 式 
Pi(t) 1— pi(t) 
2 二 
中 ， 令 1 一 0+ 并 利用 Fatou 引 理 ， 即 得 (34). 口 
记 gii 三 pii(0) = qi. 称 矩 阵 
Q = (qij) (42) 


为 (pij) 的 密度 矩阵 , qi 是 pij(t) 在 0 点 的 ( 右 ) 导数 ，gi; = pi;(0), 如 果 马 氏 链 XX = {x1,t > 0} 
的 转移 概率 矩阵 是 (pij), 我 们 也 说 8 是 X 的 密度 矩阵 . 在 实际 问题 中 ， @ 往往 比 (pij) 更 
容易 求 到 ， 因 为 8 只 决定 于 (pij) 在 任意 短 的 时 间 区 间 [0,e) 中 的 值 . 

(四 ) 密度 矩阵 的 概率 意义 设 关 = {zi,t > 0} 是 以 (pi;;) 为 转移 概率 矩阵 的 马 氏 链 ， 
我 们 有 

引 理 3 设 (pij) 标准 ， 则 X 是 右 随机 连续 的 . 

证 对 t>0,h>0, 由 章 次 性 及 标准 性 


已 # Ti4n) = Poi(To F271)=1— pih)—» 0 (一 0) (43) 
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故 对 任意 s > 0 
玉 (|z — zirn| > E) 入 Pr 天 TtHh) -2 Pl i(Zt 天 Zi 一 0，( 疡 一 0). 口 
由 于 和 右 随 机 连续 ， 故 根据 $3.1 定理 2, 可 以 假定 X 是 完全 可 分 的 过 程 ， 本 节 以 后 


恒 如 此 假定 . 
定理 5 对 任意 s>0,ie 互 ,有 


Pi(Tstu i, 0Kugt)= et (44) 
证 ”由 齐 次 性 只 要 对 s=0 证明. 根据 完全 可 分 性 及 (31) 
Plzu=%,0gu t= lim P(rp2r 一 人 0 kg 2") 


t 
log p..{— 
二 2 gpa( 云 ) t i 
二 ]i .| 二 ji On 一 一 Qi 
人 | En 


2n 


由 定理 5 可 见 ， 如 gi = 0, 则 质点 自 i 出发， 以 概率 1 永远 停留 在 关 如 vi = oo, 则 自 : 
出 发 立即 离开 i, 停留 的 时 间 不 构成 任何 一 区 间 ; 如 0 < gq < o%, 则 自 i 出发， 在 i 停留 一 
段 时 间 然 后 离开 ， 这 段 时 间 的 长 有 参数 为 9 的 指数 分 布 ， 由 于 这 些 原因 ， 我 们 称 i 为 吸 
引 状态 ， 如 gi = 0; 为 肯 时 状态 ， 如 9; = oo; 为 逗留 状态 ， 如 0 < gq; < oo. 

可 把 (44) 换 一 种 写法 : 定义 


T(w) = inf(t : zi(w) # zo(w)) (45) 


由 可 分 性 知 r(w) 是 随机 变数 ， 取 值 于 [0, oo] (如 (45) 右 方 扩 集 空 ， 就 令 r = co). 直观 上 可 
理解 r(w) 为 离开 开始 状态 的 时 刻 ， 也 就 是 停留 在 开始 状态 的 时 间 长 ， 由 (44) 可 得 


P(r >t)=e ®t (46) 
1 
EiT = 元 (47) 
设 f(1), (ti > 0) 是 任意 实 值 函 数 , 称 s 是 它 的 跳跃 点 , 如 果 存在 e > 0, 使 f(t) = cl(s-s < 


t < 3); f(t) 三 c2, (s &t< s+e), 而 且 cl c2. 称 j 坟 在 [0,o 是 跳跃 函数 , 如 果 在 任意 [0,al 
中 ，a < ec f(t) 只 有 有 穷 多 个 不 连续 点 si, 0 < s1 < sz2 <… < sn < ,它们 都 是 跳跃 点 ， 而 
且 在 任 一 [st si+l) 中 恒 等 于 一 常数 ci (so = 0). 在 [0,oo) 中 的 跳跃 函数 简称 为 跳跃 函数 . 
定理 6 设 针 是 Borel 可 测 过 程 ， 又 0<gi< ecogi< oo0i 关 六 则 1 
(i) P(X 在 [0,a) 中 有 第 一 个 不 连续 点 r(w); 而 且 它 是 


跳跃 点 ; (z(r 十 0) = 站 = (1 一 er) (48) 


.liz(r 十 0) 表 lim z(t). 
上 -一 了 十 0 
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全) P(X 在 [0,co) 中 有 第 一 个 不 连续 点 7(w); 而 且 它 是 
跳跃 点 ; (zx(7 十 0) = 7) = EL (49) 


ee 


w: 存在 整数 ,2 < v < 2", 使 


. 1 一 工 
Dng = i, 如 0 <t< ono 
Zt(w) = . vO UO 
2， 如 款 <te 有 二 


如 果 ni < nz<ns, 又 wE Dag,wE Dsg, 则 当 ni 充分 大 时 ， 有 we D。o, 故 


n oo oc 00 
Dg 一 门 (J Dn = 门 (J D ne 一 dm Dnga 
kK 一 1 n= kk 一 ] n= 大 


当 B 一 0 时 ， Dy 不 下 降 ， 故 可 定义 


P= lm Ds = ln D: = 过 Du (50) 


第 二 等 号 表示 D 可 测 ， 由 定理 5 及 4 得 





1—e- se 
i 
"(1 -eT = RD) (8 一 0) (51) 





qje “= P(Dg) (n— o%) 





然而 当 weED 时 ， 必 存在 某 7=T(w), 0 <7T<a, 使 在 [0,7) 中 ， zt(w) = 到 而 且 在 某 - :以 7 
为 左 端点 的 区 间 中 ， zt(w) 恒 等 于 7, 由 此 推 知 D 就 是 (48) 左 方 括 号 中 的 w- 集 ， 故 ee ) 得 
证 . 在 (48) 中 令 a 一 oo 即 得 (49). 口 

注 1 由 (46) 知 对 任 一 常数 1, P(r =+) = 0, 故 不 影响 过 程 的 有 穷 维 联合 分 布 及 转移 概 
举 ， 可 假定 在 7 右 连续 ， 这 时 (48),(49) 中 的 z(r +0) 可 换 为 z(7); 以 后 永远 如 此 假定 . 

(五 ) (qi) 的 有 界 性 条 件 . 由 (46),(47) 可 见 ，g; 的 大 小 关系 到 质点 的 转移 速度 ， 即 g; 越 
大 ， 则 停留 在 i 的 时 间 越 短 ， 因 而 转移 越 快 ;， 反之 则 转移 慢 ， 如 果 (g;) 有 界 ， 即 存在 常数 
c 使 g; <c( 一 切 引 时 ， 以 后 会 看 到 ， 这 时 在 任 一 有 限 区 间 [0,a] 中 ， 以 概率 1 只 有 有 穷 多 
个 跳跃 点 ， 因 而 过 程 的 样本 函数 以 概率 1 是 跳跃 函数 . 直观 地 说 ， (46),(49) 表示 : (gq;) 
决定 转移 速度 ， 而 (gij/qi) 则 决定 在 跳跃 点 的 转移 概率 ， ;zx 小 

试 给 出 (gi) 有 界 的 一 个 充 要 条 件 : 

定理 7 (gq;) 有 界 的 充 要 条 件 是 条 件 (2) 对 i 一 致 成 立 ， 这 时 (27) 也 对 i 一 外 ?成 立 . 

证 由 (29),(31) 得 


一 世间 
在 t>e 


piilt) = € 9 《51 ) 
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故 如 (gq;) 有 上 界 为 <c 衬 0, 则 
Pill}>e ®; 1—paltj <1~e " 
对 >0, 存 在 B>0, 使 1-e-“<e,0<tgB, 故 
1— pilt) <e; —ti, 0O<tgB (52) 
故 得 证 (2) 对 i 的 ~… 臻 性 . 
反之 ， 设 (52) 成 立 ， 对 任意 一 组 常数 0=70< <…<Tn=B, 定义 


{ "> 
P(e =6j=01,0), n2v>1 


则 
l~ée pia(B) = npii+t pb 》 piipi(rodi — Tu)pji(B — Tu+1) 
v=0 j#1 
n—2 
< npiit+E > ， > ， vPiipij(Tot1 — To) & npii 十 <[l — npii] 
v=0 j#1 
因而 
(1—e)ll ~ npi] S11— pi(B)SE (53) 
在 以 (pz ) 为 转移 概率 矩阵 的 马 氏 链 中 取 一 完全 可 分 的 修正 X, 由 (53) 及 (44) 得 
(1—e)ll ~ eB <1- pia(B)Ke (54) 


取 e=3, 由 上 式 得 e "3 > 二 故 (gi;) 有 界 . 
最 后 ， 当 B 充分 小 时 ， 由 (51) 及 (54) 得 
1—e-%B 1- p(B) 1 一 e-9i2 
B ~ B ~ B 
如 (qi) 有 上 界 c, 则 由 上 式 经 简单 计算 后 得 





(1~&) 


这 得 证 (27) 对 i 的 一 致 性 ， 口 
注 2 如 已 只 含有 穷 多 个 状态 ， 则 (2) 对 i 一致 成 立 ， 只 要 标准 性 条 件 满足 . 
注 3 设 (pij) 为 广 转移 和 矩阵， 如 果 它 是 标准 的 ， 即 如 


pilt} 一 1 (t—0,i€ E) (55) 


引进 附加 状态 a 后 可 化 它 为 标准 转移 矩阵 ， 因 而 可 利用 本 节 的 结果 ， 例如 可 证 pij(#) 存在 
并 于 (0, co) 连续 等 等 . 


* 437 . 





813.3 ”向 前 与 向 后 微分 方程 组 


(一 ) 设 (pij) 是 标准 转移 和 矩阵， 有 密度 矩阵 为 


pi(t) — 6i7 











Q = (gi;), qi; = ji 了， (1) 
对 t 上 >0, 疡 >0, 有 1 
Pa 人 一 ee 
kz 
Diy (t 士 9 pi j(t) (DB 一 十 》 pi 日 人 和 (h) (3) 
k¥7 
以 下 总 设 
qi 三 gi <%, (LEE) (4) 
令 h 一 0 得 
pij(t) > —qipi;(t) + 》 gixrprs(t) (5) 
kz 
pij(t) > —pij(t)g; + Dpir (tqry (6) 
大 天 了 


如 果 上 二 式 取 等 号 ， 我 们 就 得 到 两 组 线性 微分 方程 ， 分 别称 为 向 后 和 向 前 方程 , 它们 是 
KoxmMoropoa 得 到 的 ， 故 也 称 为 Komoropoa( 柯 氏 ) 方程 ， 以 P'(t) 表 和 矩阵 (pij(t)), 可 把 它 
们 写成 矩阵 方程 : 对 上 > 0， 


P'(t) = QP(t) (向 后 方程 组 ) (7) 
P'(t) = P(t)Q@ (向 前 方程 组 ) (8) 


对 一 般 的 标准 转移 矩阵 ， 即 使 一 切 g; < co, 也 未 必 满 足 (7) 或 (8). 下 面 分 别 讨论 (7) 及 (8) 
成 立 的 充 要 条 件 . 

引 理 1 设 9 < co, 则 ， 
>》 lp 人 (< 29 (t 20) (9) 


证 由 82(31) 及 其 下 一 式 
F-Pt) = AeroO)sd < (0) 
记 6i(t,t + s) = [p(t+ s) ~ pi(t)]/s, (t > 0,s > 0), 得 


i —1 
6ij(t,t + s) 之 2 (s) 
s 





Pij(t) > —qipi;(t) 





"在 82 定理 2 中 已 证 明 pij(t) 存在 ， 故 只 要 考虑 pij(t) 的 布 导数 . 
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对 7 了 EA(C EE) 求 和 ， 得 
D5i(t,t+ 8) > gq (11) 


J€EA 


另 方面 ， 由 半 6i(t,t + s) = 0, 知 
了 


SO 6bt+s)=— D6,tts) < gq 


jEA 并 4 
在 (11) 及 上 式 中 取 4 = (7 :6i;(t,t 十 5s) 之 0), 即 知 


2 (bt 十 引 = 6b t+s) — 63(t,t+ s) < 2q 


JE4 TEA4 


令 s 一 0 便 得 证 (9). 口 
称 密度 和 矩阵 Q@ 为 保守 的 , 如 果 
Sg 二 一 Mi 三 gi < Oo (2 € 五 ) (12) 
了 zi 
以 下 设 = {zi,t 之 0} 是 以 (pi;) 为 转移 概率 矩阵 的 完全 可 分 的 蕊 氏 链 . 
定理 1 设 gq;< oo(ie), 则 下 列 三 条 件 等 价 : 
1° 向 后 方程 组 (?) 成 立 ; 
2° 密度 和 矩阵 8 保守 ; 
3° 对 任意 固定 的 to > 0, 几乎 一 切 样本 函数 具有 性 质 : 或 者 zi 在 [to, oo) 中 人 恒 等 于 一 
常数 1 或 者 zt 在 [to,oo) 中 有 不 连续 点 ， 那 么 这 时 必 有 第 一 个 不 连续 点 ， 而 且 它 是 一 跳跃 
点 . 
证 1 一 2?: 改写 (7) 为 


Pii(t) = ~—qipi(t) + Dgqirpri(t), (7 € E) (13) 
大 Xi 


对 了 求 和 并 利用 开 pi(O = 了 得 
2 = = -gi+ ) gik (14) 
k#1 
两 边 对 + 自 0 积分 到 。 得 
| 于 la- -es+ 开 we G5) 
0 了 pA 、 
由 引 理 1 及 Fubini 定理 


人 [于 | “一 Df sa = pi(s) —1=0 





“此 常数 可 依赖 于 ww. 
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由 此 及 (15) 即 得 @ 的 保守 性 . 

2° — 3°: 人 1 划 考 虑 加 =0. 如 果 g; =0, 则 :; 是 吸引 状态 ， 故 zi 在 [0, co) 中 以 
PP 概率 1 人 恒 等 于 常数 ， 如 gq; > 0, 则 由 oe 二 1 及 82(49) 式 ， 以 Pi 概率 1, zi 在 [0,o0) 有 

j¥1 

不 连续 点 ， 其 中 存在 第 一 个 不 连续 点 7, 它 是 跳跃 点 . 

32 一 1%: 设 zio == 纪 于 to+t 时 转移 到 了 的 方式 至 少 有 两 种 : 一 是 在 [to,to 十 机 中 没有 
不 连续 点 而 转移 到 j, 发 生 这 种 转移 的 概率 为 6ije-t (参看 82(44)); 二 是 在 [t,to 十 相 中 有 
不 连续 点 ， 而 县 存 在 第 一 个 ， 它 是 一 跳跃 点 ， 发 生 这 种 转移 的 概率 是 


>/ ct) gsrpki(s) ds 


Ri 0 
因此 
0> 了 人 e 2:( gipprj(s (s)ds + be 9 (16) 
而 二 边 之 差 
pijlt -Ff/: eel ?9 RDkji(S)ds — Oije 9 (17) 
大 天 1 


则 是 发 生 其 它 种 转移 的 概率 ; 然而 在 假定 3" 下 ， 后 一 概率 为 0, 故 (17) 中 值 为 0 而 (16) 取 
等 号 ， 从 而 
0=5/: i(t— 0， gpkj( ast be git (18) 
大 天 和 
在 此 式 中 对 t+ 求 导数 即 得 (13). 口 
定理 2 设 如 < colie 五 ), 则 向 前 方程 组 (8) 成 立 的 充分 条 件 是 : 对 任意 固定 的 如 > 0， 
几乎 - 了 zt 在 [0,to] 中 或 者 恒 等 于 一 常数 ; 或 者 在 [0,to) 中 有 不 连续 点 ， 那 么 这 
时 必 有 最 后 一 个 不 连续 点 ， 而 且 它 是 一 跳跃 点 - 
证 利用 定理 1,3° 一 1° 中 同样 的 想法 ， 不 过 要 把 最 后 的 不 连续 点 代替 那里 的 第 一 个 
不 连续 点 . 设 0< 妇 < 刀 而 且 wo = 要 在 tb 时 转移 到 j 至 少 有 两 种 方式 :一 是 于 时 到 
然后 在 所 ,如 中 不 发 生 转 移 ( 即 无 不 连续 点 ) 而 于 刀 时 到 jj, 对 应 的 概率 是 pi (je 一人 
二 是 在 上 ,ta 中 有 不 连续 点 ， 而 且 有 最 后 一 个 ， 它 还 是 跳跃 点 ， 经 此 次 跳跃 后 来 到 j, 对 应 





的 概率 是 
>/ pir(s)qrje (2 ds 
天 了 
因此 
pate) po(t)e > 于 三 maoaeoerds (9) 
kz 


显然 ， 定 理 中 所 述 的 充 要 条 件 等 价 于 (19) 式 取 等 号 ， 以 妃 一 二 除 (19) 两 边 ， 并 令 已 玉生 
都 趋 于 t. 即 得 


Dij(t) > ~pis(t)g; 十 》 pik(bgb (20) 
Kk¥j 
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由 于 (20) 中 取 等 号 等 价 于 (19) 中 取 等 号 ， 故 得 所 和 欲 证 口 
(二 ) 关于 & 过 程 . 柯 氏 方程 (7),(8) 的 意义 ， 自 然 不 在 于 去 验证 已 给 的 (pz 的) 满足 (7) 
或 (8), 而 是 在 于 当 已 知 @ 时 ， 可 通过 解 (7) 或 (3) 而 求 出 转移 矩阵 (piy(t)). 上 面 已 经 看 到 ， 
在 实际 问题 中 ， 9 往往 比 (pij(1)) 容易 求 到 . 
因此 ， 自 然 地 提出 反面 的 问题 : 设 已 给 和 矩阵 CQ = (gij), 1,7 & ,满足 条 件 


0 qi (#7); Yq = -qq < oo (21) 

了 天 1 
试 求 向 后 方程 组 (7) 的 标准 转移 函数 解 (或 标准 广 转移 函数 解 ), 亦 即 求 (7) 的 满足 81 中 条 
件 (A),(B),(C),(D) 及 标准 性 条 件 的 解 (或 满足 (A),(B :2 pij(t) < 1, (C),(D) 及 标准 性 条 件 的 


解 ). 注意 ， 用 微分 方程 的 话说 ，(D) 是 开始 条 件 . 对 向 前 方程 (8), 同样 也 可 提出 类 似 的 问 
题 . 

这 样 的 解 是 否 存 在 ?是 否 唯 一 ? 如 不 唯一 ， 如 何 求 出 全 部 这 样 的 解 ? 

前 两 个 问题 容易 解决 ， 下 面 就 来 叙述 : 但 求全 部 解 的 问题 迄今 还 未 完全 解决 ， 在 第 六 
章 中 将 对 一 类 特殊 的 Q 来 讨论 此 问题 . 

方程 组 (7) 的 求解 问题 与 C 过 程 的 构造 问题 等 价 ， 这 可 如 下 说 明 ， 
设 已 给 满足 (21) 的 矩阵 Q = (qi;), 如 果 转 移 矩 阵 (或 广 转移 矩阵 )(pij) 与 Q 有 下 列 关 
lim Py(t) — 6 
{0 
就 称 (pi;) 为 Q 转 移 和 矩阵 (或 Q 广 转移 矩阵 ), 以 Q 转移 矩阵 (pij) 为 转移 概率 的 马 氏 链 X = 
{zzt 之 0} 称 为 Q 过 程 . 

注意 ,满足 (22) 的 (pij) 可 能 不 唯一 ， 因 此 ，@ 转移 矩阵 ( 因 之 8 过 程 ) 一 般 不 唯一 ， 
即 不 为 Q 所 唯一 决定 . 

如 果 把 具有 相同 的 (pi;) 的 @ 过 程 等 同 起 来 ， 就 是 说 ， 如 果 两 个 蕊 氏 链 Xi, X 具有 相 
同 的 (piy), 那么 就 把 1, Xz 看 成 是 同一 马 氏 链 而 不 加 区 别 ， 则 Q 转移 矩阵 与 8 过 程 是 一 
一 对 应 的 ， 于 是 一 个 @ 过 程 就 是 指 一 个 @ 转移 矩阵 (Pi 

下 定理 表示 ， 8 转移 矩阵 与 向 后 方程 组 (7) 的 转移 矩阵 解 也 是 一 一 对 应 的 ， 这 样 一 
来 ， 上 面 对 方 程 组 (7) 提出 的 三 个 问题 就 分 别 等 价 于 下 列 关 于 Q 过 程 的 三 个 问题 : 满足 
(22) 的 过 程 是 否 存在 ? 是 否 唯一 ? 如 不 唯一 ， 如 何 构造 出 全 部 8 过 程 ? 

定理 3 设 已 给 满足 (21) 的 矩阵 8, 则 标准 转移 矩阵 (pij) 是 @ 转移 矩阵 的 充 要 条 件 
是 它 满足 向 后 方程 组 (7). 

证 设 (pi;) 满足 (22), 由 于 Q 满足 (21), 根据 定理 1 中 1°,2° 的 等 价 性 即 知 (pi;) 满足 


系 





= gq; (I EE) (22) 





(7). 

反之 ， 设 (pij) 满足 (13). 由 标准 性 知 pi;(t) 在 TT 上 连续 ; 由 蕊 中 = gq; < oo 可 在 (13) 
中 求 和 号 下 对 t 取 极限 ; 由 (13) 还 知 pij(t) 在 T 连 续 ， 在 (13) 中 令 t 一 0 即 得 pl;(0) = qi 
此 即 (22). 口 


注 1 @ 转移 矩阵 必 是 标准 的 ， 这 由 (22) 及 4; < co 推出 ， 定 理 3 中 标准 性 假设 只 在 
证 充分 性 时 用 到 . 
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(三 ) 现在 来 研究 唯一 性 问题 ， 采 用 概率 的 方法 ， 这 种 方法 的 本 质 是 考察 运动 的 轨道 
( 即 样本 蝴 数 ) Wa 


引 理 2 = {zot 之 0} 起 共有 标准 转移 矩阵 (pij) 的 完全 可 分 马 氏 链 ， gq; < co 
E), XT 吓 消 是 a 站 内 条 作 的 非 负 随机 宏基 
1° 对 ss>0rT<s) EFf{rtes)}!; (23) 


2° 以 概 闪 上 存在 右 极 限 
X(T 0)=, lim ,人 
则 YY = {yt 0} 是 具有 与 X 相间 的 转移 矩阵 (pij) 的 马 氏 链 ， 其 中 Y= rt 而 县 了 也 
是 完全 可 分 的 . 
证 由 于 存在 z(r+0) 及 已 的 可 列 性 ， 以 概率 1 存在 == =(w) >0, 使 z(t) 在 (7,7T++s) 
中 等 于 常数 (此 常数 依赖 于 w), 十 是 除 -- 零 测 集 外 


. . ~ 7 T+1 7 十 二 . 
Er+g9 -j= nm U {rn <7< i =( pn )= 店 





这 表示 z(T 十 0) 是 一 随机 变量 而 且 
P{zlr 二 0) 三 放 = lim DP 于 < 全 (和 苇 !) 


Dn 








类 似 地 知 z(7 +) 也 是 随机 变量 .由 1° 及 马 氏 性 得 
P{z(7 +t) =k} = lim Jim 7 位 <&T< 人 (全 ) = 


2n 
1 
zs (Te +s) =k,|s—t < =} 


= lim 2 P{z(r +0) = j}px(t— e)exp{—qn2e} 
了 








= 》 Plz(r+0) = j)pjr(t) (24) 


了 
喝 一 般 地 可 得 ， 对 0 < <…< 妇 hie ,有 
P(z(r +t) = ki l,l) 
二 》 .Plz(r 十 0) 二 TI)pjks (t1 )Pk, ks (to 一 t1) “ “Pky_ikr ti ti-1) (25) 
了 


此 得 证 了 是 具有 转移 矩阵 (pij) 的 马 氏 链 . 

由 82 引 理 3, 为 证 Y 完全 可 分 ， 只 要 证 它 关 于 非 负 有 理 数 集 {ri;} 可 分 ， 又 由 于 证 明 
开头 时 所 指出 的 事实 ， 为 此 只 要 证 明 ， 对 几乎 一 切 样本 函数 Y, 由 它 作 5 = 5(w) > 0 推移 
后 的 函数 区 人 = 了 (6E+at 人 > 0) 关于 R= {ri} 可 分 ， 其 中 6 <e. 因此 ， 不妨 设 r 以 概率 1 
取 有 理 数 为 值 ， 于 是 根据 

XCXR (a.s.) 
1o 代数 {zs 所 引 关于 PP 的 完全 化 o 代数 记 为 {zs,s < 好. 
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立 得 


kr 


Yc KirR C YR (a.s.) 


其 中 + 二 R 表 全 体形 如 7 十 7i(7; E R) 的 集 ， 玲 得 证 Y 关于 R 的 可 分 性 ， 口 
现在 考虑 完全 可 分 的 马 氏 链 X= {zxi,t > 0}, 并 设 它 的 密度 矩阵 是 保守 的 ， 定 义 


T1(w) = inf(t : zi(wW) # zo(w)) (26) 
它 是 的 第 一 个 跳跃 点 .以 RR 表 可 分 集 ， 除 一 0 测 集 外 ， 有 
= (J {zr{(rn,w) #7(0,w)} € F{ri,t < s} (27) 
rn<s 
rn€ER 


若 可 对 i(w) 应 用 引 理 2, 从 而 知 
Y= {y= rr.t > 0} 


是 有 相同 转移 概率 的 完全 可 分 马 氏 链 ， 于 是 也 有 第 一 个 跳跃 点 71(w), 而 72(w) = ni(w) 十 
ri(w) 显然 是 X 的 第 二 个 跳跃 点 ， 如 此 继续 ， 便 得 六 的 一 列 跳跃 点 7i(w) 


TT Th (as.) (28) 


称 ?= 7(w) 为 XX 的 第 一 个 飞跃 点 , 它 几乎 处 处 有 定义 , 而 且 是 跳跃 点 集 的 最 小 的 极限 点 . 
显然 ， 在 [0,n) 中 ，X 和 的 样本 函数 以 概率 1 是 跳跃 函数 ， 如 果 


一 oo (a.s.) (29) 


则 和 的 见 乎 一 切 样本 郴 数 是 跳跃 函数 . 
什么 时 候 (29) 成 立 ? 一 个 简单 的 充分 条 件 是 : {gq;} 有 界 (由 8 定理 7, 这 等 价 于 标准 
性 条 件 对 i 一致 成 立 ). 实际 上 ， 令 9 = sup gi, 则 


P(mii— Tn > 0)= = 27 (Tht1— Tn a| zx(T) = :P(r(m)=) 


-Yee (Tn)=i) Ze ®, (n>0,a>0) (30) 


其 中 0 =0, 并 理解 oo 一 c= oolc < o0), 因而 


P(NN Um -mm >al)> im P(mii—Th a)2>e 9 
k=l n=k 


这 表示 有 无 穷 多 个 41 -六 不 小 于 a 的 概率 不 小 于 e-sc, 于 是 
P(n = 00)>e 9 


令 a 一 0 即 得 证 (29). 
这 样 便 证 明了 下 定理 的 前 半 部 分 : 
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定理 4 (i) 设 可 分 马 氏 链 X 的 转移 矩阵 (25) 的 党 度 算 阵 @ 是 保守 的 ， 则 以 概率 1 存 
在 一 随机 变量 7(< oo), 它 是 跳跃 点 的 最 小 的 极限 点 ， 而 且 在 [0,w) 中 ， 几 乎 一切 样本 函数 
是 跳跃 函数 ， 特 别 ， 如 {gi} 有 界 ， 则 几乎 一 切 样本 消 数 是 跳跃 阴 数 . 

(让) 反之 ， 设 已 给 一 矩阵 8 = (gqij) 满足 (21), 则 至 少 存在 一 个 @ 转移 矩阵 ( 忆 )). 只 有 
两 种 可 能 性 : 或 者 这 样 的 (pi;) 只 有 一 个 ， 发 生 这 种 可 能 性 的 充 要 条 件 是 任 一 可 分 8 过 程 
的 第 一 个 飞跃 点 7 = co, (a.s.); 或 者 这 样 的 (pi;) 有 无 穷 多 个 ， 发 生 这 种 可 能 性 的 充 要 条 件 
是 任 一 可 分 8 过 程 的 第 一 个 飞跃 点 5 以 正 概率 小 于 x 

证 i) 取 2 为 任 一 随机 变量 ， 它 只 取 值 于 五 , 又 取 非 负 随 机 变量 m, 使 它 与 21 的 联 
合 分 布 由 下 式 决定 : 


Pl(n1 之 ol 2 二 2) 一 e 一人 (a > 0.,g: = —qii) (31) 


(如 gi 二 0， 则 取 1 三 oo)， 如 果 Z1,- "Zn; Tily 7Tm 都 已 取 定 ， 则 取 Zn+l, 使 Lnti 取 值 于 E 
而 且 它 与 2 ,Zrm ,Tn 的 联合 分 布 满足 下 式 : 


P(Znt1 = Ti, Tn LZ1, 1 , Zn) 三 人 如 Zr 一 了 (32¥ 
再 取 非 负 随 机 变数 741, 使 对 任 a>0 
P(rn+l 一 Tn 六 cj7i，， ,TO | Znt+1) 一 e 条 如 2 一 1 (33) 


这 里 我 们 假定 了 ; 如 Zu = 让 则 qi>0. 车 qi=0, 应 补 定义 


P(Znt1 = TT 1 2 =1 如 2 =iqgi=0 | (34) | 
P(m41 = %| T7107Thn; 1 Znt1) =1， 如 Zn41 = 二 qi=0 
由 定义 可 见 0 < ni gn ,TD) (a.s.). 
今 定义 
Z1(w), 如 0 入 上 < mtfw) 
Zi(w) = [ao 如 Ti1(w) gt< Tow) (35) 


因而 对 几乎 一 切 w zt(w) 在 [0,n(w)) 中 有 定义 ， 如 P90D(w) = co) = 1 则 略 去 一 0 测 集 
后 ， zi(w) 对 一 切 t>0 完全 确定 . 

如 果 P(9(w) = o0) < 1 需要 补 定义 zt(w) 于 [m9,00). 一 种 补 定义 的 方法 由 Doob 
提出 ， 如 下 : 任 取 一 与 mt(n = 1,2,…) 独立 的 随机 变量 Z0), 它 取 值 于 5, 分 布 为 {i}， 
(ie ), 视 1D 如 同 0, 视 2Z0) 如 同和 1 而 继续 上 面 的 造 法 : 取 r( 使 


PT 一 nD 之 Ql|T1, 72，， ,nD; 21, 22,.- ., 20) 一 Edi 如 211 一 1， qi > 0 


并 定义 zi(w) = 200(w), 如 Dj < < TD(w),…; 如 此 仿 上 继续 ， 直 到 第 二 个 极限 点 
72 = im zw), 又 视 m3) 如 同 0, 视 Z1” 如 同 21, 这 里 ZI 有 相同 的 分 布 {x;}, 并 与 
ZZ Tn Zh, TA), 二 1, 2,- 独立 . 这 样 下 去 ， 得 {n™}. 不 难看 出 


lim 7 = o0, (a.s,) (36) 
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因而 略 去 一 0 测 集 外 ， 对 一 切 上 > 0 与 w zi(w) 有 定义 ， 由 于 分 布 x = {ri} 有 无 穷 多 种 取 
法 ， 这 样 的 过 程 也 有 无 穷 多 个 . 
现在 证 明 所 造 出 的 X= {zi,t> 0} 是 @ 过程 . 为 此 利用 下 事实 : 如 随机 变量 y 有 指数 
分 布 
Ply > 日 =ers (ec> 0) 


则 对 s 之 0,t>0 有 
Ply>s+tly>s)= Py >t)=e" 


由 此 知 : 如 于 时 刻 s 停止 上 面 的 造 法 ， 因 而 ri(w) 只 定义 于 ts, 然后 以 zs(w) 的 分 布 为 
开始 分 布 ， 视 s 如 同 0 并 重新 开始 上 面 的 构造 而 得 {y,(w),w > 0}, 则 过 程 
Ki(w) = zi(w), Mt<s 
一 yu(w)， 如 t = 8 十 u 


与 过 程 {zt(w),+> 0} 是 同一 过 程 ， 这 说 明 在 已 知 现在 s 时 ， 将 来 与 过 去 独立 ， 故 过 程 是 马 
氏 的 ; 而 且 P(x = 着 z= 引 只 依赖 于 t 一 s. 


所 造 的 过 程 的 转移 矩阵 (py ) 显然 满足 
P(t) 之 P.(n1 之 t) 一 eat 一 工 (t 一 0) (37) 
Pi(z(n) = 妃 = 野 (38) 


gi 


故 (pij) 是 标准 的 ， 而 且 是 8 转移 和 矩阵， 由 于 (piy) 依赖 于 {mij, 而 {zi} 有 无 穷 多 种 取 法 ， 
故 Q 转移 矩阵 也 有 无 穷 多 个 . 

这 样 便 证 明了 (i 中 只 有 两 种 可 能 性 ， 而 且 = eco (as.) 及 P(n = co) < 1 分 别 是 这 两 
种 可 能 性 出 现 的 充分 条 件 ， 从 而 分 别 也 是 必要 条 件 ， 口 

由 定理 4 立 得 

系 1 对 满足 (21) 的 @, 向 后 方程 (7) 恒 有 标准 转移 矩阵 解 ; 这 种 解 如 不 唯一 ， 则 必 有 
无 穷 多 个 . 

在 定理 4(i 的 证 明 中 所 造 出 的 8 过 程 称 为 Doob 过 程 , 它 的 转移 概率 矩阵 由 矩阵 Q 及 
z(m) 的 分 布 7 = {mi} 所 决定 ， 故 宜 记 此 过 程 为 (Q,7) 过 程 . 令 后 我 们 会 看 到 ， Doob 过 程 是 
一 类 较 简单 的 @ 过程， 它们 远 不 能 穷尽 一 切 Q 过 程 . 

(四 ) 为 了 具体 地 求 出 (7)( 及 (8)) 的 一 个 标准 广 转移 函数 解 ， 设 X = {zz,t > 0} 是 一 @ 
过 程 ， 并 以 mpij(t) 表 在 zo =i 的 条 件 下 ,于 t 时 位 于 j, 而 且 这 转移 只 由 7 个 跳跃 完成 的 ， 
亦 即 

npij(t) = Pi(zt =j, 在 [0,4 中 只 有 个 断 点 ,它们 都 是 跳跃 点 ) (39) 


易 见 


0Diy (如 一 6ije ot 
| (40) 


t 
n+1Pij(t) = /| e Vgiknpkj(t ~ s)ds (n> 0) 
kAi 0 
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opij(t) = be 9 
t 


n+1Pij(t) = >/ npik(s)grje ("ds, (n> | 


大 尖 7 


40)(4) 的 成 立 可 由 与 (18),(19) 的 推导 方法 得 到 ， 也 可 仿 82 定理 6 而 严格 证 明 . 
今 令 


oo 


fi;(t) 二 》 pi(t) 
n=0 
因而 fij(#) 是 白 i 出 发 ， 经 有 穷 多 次 跳跃 ， 历 时 间 t 而 转移 到 j 的 概率 ， 即 
fi(t) = P(r = jn>1t) 


其 中 了 是 XX 的 第 一 个 飞跃 点 ， 由 此 推出 


pij(t) 一 已 (zt = 一 J) 之 fij(t) 
filt) EPi(n < 0) =1- 2 fs( t) 


注意 f(t) 是 在 z(0) = i 下， 的 条 件 分 布 函数 ， 
引 理 3 (fi;) 是 标准 广 转移 矩阵 . 
证 根据 fi;(t) 的 概率 意义 ，0 < fj;(t) < 1 而且 


j(s 二 引 = ful®) )frj(t) 
fi (0) =6; 
由 (44)， fi < pilt) =1 标准 性 由 下 式 推出 : 
fy) 2 op 的 一 88 人 一 9). 口 


定理 5 (Gi) (fi;) 是 向 后 方程 组 (7 (7) 的 标准 广 转移 函数 解 ; 
(i (fi) 是 (7) 的 最 小 解 , 就 是 说 : 如 果 (95) 是 (7) 的 任 一 广 转移 函数 解 ， 则 


gi(t) > fij(t) (t 20,1,7 € EE) 
(ii) (fi;) 也 是 向 前 方程 组 (8) 的 解 . 
证 在 (40) 中 对 nn 求 和 和 ， 改 换 变 数 后 得 


t 
filt) = |/ e Tt) gi fks(s)ds + bije ®t 
Ri 


(42) 


(43) 


(44) 
(45) 


(46) 


(47) 


(比较 (18)), 对 t 微分 后 即 得 证 (i). 类 似 可 证 明 ( 壤 ). 如 (95) 满足 (7), 亦 即 满足 (13), 对 t 积 


得 


t 
~ g(t _ 
gij(t) = 》 / € Tilt girgkj(s)ds + 6ije git 
Rzziv0 
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(48) 





因此 


gij(t) > bije tt = opij(t) 


v=0 


则 由 (48) 得 


k¥ 0 n=0 
n n+1 
= > 1p (t) + be Wt = vpilt) 
v0 | v=0 


这 得 证 对 任 一 非 负 整数 n, 有 
9i(t) > ,vpij(t) 
v=0 


令 nn 一 oo0 即 得 (46). 口 
系 2 向 后 方程 组 (7) 的 标准 转移 函数 解 唯一 ( 亦 即 8 过 程 唯一 ) 的 充 要 条 件 是 : 


2, filt)=1 (i>0) (49) 


证 由 (44) 及 (49) 
1 三 2 ,750) 之 > fi =1 


再 由 (44), pij(t) = fij(t), 即 


从 而 Pn = 00)=1 (ie BE), 


P( = co) = 2_ P(x(0) = 人 P= 0%)=1 


根据 定理 4(ii) 踊 知 8 过 程 ( 亦 即 8 转移 函数 ) 唯一 ， 这 得 证 (49) 的 充分 性 . 道 转 推 理 即 可 
推出 它 的 必要 性 ， 口 





1 在 815.3 系 1 中 还 要 给 出 它 充 要 条 件 . 


， 447 . 





第 十 四 章 样本 函数 的 性 质 
614.1 ” 常 值 集 与 常 值 区 间 


(一 ) 设 半 = {zi(w),t 之 0} 为 定义 在 概率 空间 (9, 天,P) 上 的 马 氏 链 ， 取 值 于 EE = (2)， 

B 是 此 链 的 最 小 状态 空间 ， 就 是 说 ， 对 任 一 ie E, 必 存 在 上 >0, 使 
Plzi =i)>0 (1) 

在 本 章 中 ， 如 无 特别 声明 ， 我 们 总 设 六 的 转移 矩阵 (p;;) 是 标准 的 . 


dim, Piilt) =1 (EE) (2) 


(pj) 的 密度 矩阵 仍 如 上 章 一 样 记 为 8 = (gij), 并 令 gq; = gi. 
在 样本 函数 的 研究 中 ， 我 们 假定 和 是 可 分 过 程 ， 因 而 需要 引入 一 附加 状态 ， 记 为 oo 
1 由 $3.1 注 1 知 
Pr = 00) =0 (t20) (3) 


虽然 如 此 ， 我 们 仍 不 能 不 考虑 oo, 因为 可 能 对 某 些 过 程 X, 有 
Plw : 存在 t > 0, 使 ri(w) = oo) = 1 (4) 
对 样本 函数 z(,w) 及 ie EU {foo}, 考虑 集 
Si(w) = (t: zi(w) = (5) 


称 Si(w) 为 订 常 值 集 , 或 简称 江 集 , 并 以 Si(w) 表 Si(w) 在 实数 中 通常 欧 氏 距离 所 产生 拓扑 
下 的 财 包 ， 当 we 9 固定 时 ， Si(w) 及 5;(w) 都 是 [0,o0) 中 的 集 ， 回 忆 瞬 时 状态 的 定义 ， 
并 称 非 瞬 时 的 状态 ( 即 逗 留 或 吸引 状态 ) 为 稳定 状态 . 显然 








[0,00)= (J Sou () Sj(w)y Se(w) (6) 
i 稳定 j 瞬时 


对 一 切 we 8 成立， 因此， 为 了 研究 样本 函数 xz(-,w) 在 [0,co) 的 性 质 ， 必 须 首先 考察 5;(w) 
的 结构 . 注意， 对 te Si;(w), z(,w) 等 于 常 值 i 
如 六 可 分 ， 在 $13.2 中 证 明了 : 不 论 ; 是否 稳定 . 


Psi(zsh = 0 Sust)=e Yt (#0%) (7) 


我 们 取 这 式 为 以 下 研究 的 出 发 点 ， 分 别 考虑 ;为 稳定 ， 瞬 时 或 ow 三 种 情况 . 
1 不 要 把 它 与 表示 “无 限 大 ”的 cc 相 混 ， 
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引 理 1 设 X 可 分 . (Gi) 如 i 稳定 ， 则 


Pi(Si(w) 包含 一 个 含 s 的 开 区 间 ) =1 (s > 0) (8) 
(过 如 :瞬时 ， 则 
P(Si(w) 含 某 一 开 区 间 ) =0 (9) 
证 以 4,B 分 别 表 (8),(9) 左 方 括号 中 的 事件 ， 令 
Pi(s)= P(r,=i)= 2 P(0)pi(s) >0 (10) 


由 pii(s) 的 连续 性 及 并 P;(0) = 1, 知 P(s) 在 [0,o%) 连续 . 如 g; < ,由 (7) 


Psi(Tu 三 i,s—E SUuU<Ss+E) 
= P(rs_e =iru=is—e <u<st+e)/P(r, = 
= P(zs_e =iP(zu =i,s—-e<u<st+e)| re=i)/P(r, = 
= P(s ~ e)e 2%°.P.(s)-! (11) 


令 一 0, 左 方 趋 于 Pi(4), 右 方 趋 于 1, 故 得 Psi(4)=1. 
其 次 ， 由 


Pr =ir St<rti+e)= P(rr =iPi(zi 三 Dr7<t<7r 十 E) 


令 Bre = (Tt ort<r+e). 如 gq; = oo, 则 由 (7),P(Br,e) = 0. 由 于 BC UU Be (7 遍历 


非 负 有 理 数 ), 得 
P(B) < 》 P(B,1)=0. OO 


称 5;(w) 中 的 开 区 间 为 一 江 常 值 区 间或 i- 区 间 , 如 果 它 在 下 列 意义 下 是 最 大 的 : 它 不 
是 含 于 Si(w) 中 的 另 一 开 区 间 的 真正 子 区 间 . 由 引 理 1 知 i 区 间 只 有 对 稳定 的 i 才 有 意 
义 . 

订 区 间 的 个 数 以 概率 1 显然 不 超过 可 列 多 个 . 以 &;(s,t) 表 右 端点 在 (s,t) 中 的 区间 
的 个 数 ， 它 是 一 随机 变量 ， 取 非 负 整 数 及 oo 为 值 ， 

引 理 2 设 半 可 分 ，gq; < oo, 则 对 任意 0<s<t<o%， 


Pl(éi(s,t) < 00)=1 
而 且 
Eti(s,t) < qi(t — s) (12) 


证 设 呈 是 可 分 集 , 将 RN(s,t) 中 的 点 排 为 {ri,72,…}, 再 将 其 中 前 nn 一 2 个 点 加 上 点 
s,t 后 按 大 小 排 为 


s=7 "<r .rt 
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定义 随机 灾 其 


由 813.3 (37) 蚂 见 


En = 》 Egl™ 一 >», Pz 二 1， Tt 和 让 
k=2 


国 二 本 
< > -pa (rl ) ro < Yee 站 ] 
大 =:2 k=2 
< Hak ) 一 re ) ) < gilt — s) 
k=2 


当 叶 增 大 时 ， 7 中 (w) 不 下 降 ， 由 可 分 性 


&(s,t) = lim 7 


根据 积分 的 单调 收敛 定理 得 证 (12); 再 由 (12) 知 
Pl(éi(s,t) < 0)=1. 0 (13) 


我 们 注意 (12) 是 比 (13) 更 强 的 结论 

i- 区 间 的 内 点 虽 全 含 于 S;(w) 中 ， 但 它们 的 端点 却 可 能 在 ， 也 可 能 不 在 5S;(w) 中 .由 
(13), 我 们 可 以 把 z(,w) 的 和 区 间 按 次 序 排 为 (gp(w),Bk(w)), 使 a1(w) < Di(w) < az(w) < 
ba(w) 和 未 (as.) 如果 说 Bi(w) = aks+t(w), 根据 可 分 性 ，z(Bx,w) = i 因而 (agp(w),bxr(w)) 与 
(ak+li(w) pk+i(wh) 应 连 成 一 更 大 的 i 区间， 这 与 (ak(w),br(w)) 的 最 大 性 矛盾 . 福 科 也 证 
了 

al(w)< bw) < a2(w) < ba(w)< ……，(as.) (14) 

对 稳定 的 六 我们 已 经 知道 Si(w) 包含 有 穷 或 可 列 多 个 计 区 间 ， Si(w) 还 包含 些 什么 
点 2? 下定 理解 次 了 5i(w) 的 构造 问题 ， 它 说 明 Si(w) 除 含 一 些 i- 区 间 外 ， 例 多 只 含 这 些 计 
区 问 的 端点 ， 因 而 这 定理 具有 重要 的 意义 . 为 完全 计 ， 我 们 把 引 理 2 的 结论 也 写 在 此 定理 
中 . 

定理 1 设 X 可 分 ，i 稳 定 ， 则 对 几乎 一 切 w, 有 


(Jlaxr(w), br()) © Si(w) © So = Jlar(w), br(w)) (15) 
此 





1 如 无 特别 上 声明， (a.s.) 系 对 已 而 言 . 
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而 县 在 任 -有 限 区 间 (s 寻 中 具有 有 穷 多 个 庆 区 间 ， 它 的 个 数 上 (s,b 的 平均 值 满足 (12). 
证 由 下 理 2 只 要 证 明 





Silw) = Ja tw), bet) (16) 
大 

以 R 表 可 分 集 ， 由 引 理 16), 对 几乎 -: 切 ww 每 "re RN 5Si(w) 含 于 某 i 区 间 中 ， 故 存在 
Qo C0, Poo) = 了 使 对 任 ws Do, 有 

(a) 在 任 - 一 有 限 区 间 中 ， xl,w) 只 有 有 穷 多 个 入 区间 (ax(w), 四 (w)); 

(b) z(,w) 关于 B 可 分 ; 

(c) RN Si(w) C Ulex(w), kt 
今 对 w € Qo 及 TE Si(w), TER, 由 (bjr 必须 是 RN Si(w) 的 极限 点 ， 故 由 (c) 知 7 的 任 
一 邻 域 都 必定 与 某 i 订 区 间 相 人 交 ， 这 只 有 两 种 可 能 : 或 者 7 属于 其 一 faxr(w),bk(w)]; 或 者 
TEUlar(w),bi(w)], 但 在 7 的 左 (或 右 ) 方 存在 无 穷 多 个 互 不 相交 的 和 区 间 ， 它 们 的 长 度 趋 

k 

十 0 而 端点 趋 于 r. 然而 由 (a) 知 后 一 种 可 能 性 不 存在 ， 故 re Uler(w), br(o)]. 于 是 证 明了 


Si(w) € (Jlex(w), bx(w)] 
k 


再 由 (a) 知 Si(w) C Ulexrtw), br(o)]. 注意 到 (15) 中 第 一 个 包含 关系 即 得 (16). 口 


(二 ) 现在 考虑 一 般 的 1G 关 oo), 以 工 表 直 线 上 的 Lebesgue 测度 , 设 4 是 L- 可 测 集 ， 


称 点 上 是 4 的 全 密 点 , 如 果 
Jim LIAN(t—e,t+e) _ 
el9 2e 


1 





在 实 变 函 数论 中 证 明了 下 述 定 理 : 可 测 集 4 的 几乎 一 切 (关于 工 测度 ) 的 点 上 是 4 的 全 密 
点 1. - 
显然 ， 如 一 开 区 间 含 4 的 一 全 密 点 t, 则 在 上 的 两 边 各 含 4 的 具有 正 工 测度 的 子 集 . 
这 事实 下 面 要 用 到 . 

称 集 4 是 自 稠密 的 , 如 果 任 一 开 区 间 ， 只 要 包含 4 的 一 点 ， 就 必 会 4 的 具有 正 工 测 
度 的 子 集 . 

由 定理 1 知 : 如 gi; < o%, 则 对 几乎 一 切 w, Si(w) 是 自 稠密 的 ， 其 实 这 对 瞬时 状态 也 成 
立 : 

定理 2 设 关 可 测 ， i oo, 则 

(i) 任 一 固定 的 #(> 0) 是 Si(w) 的 全 密 点 (Pi, a.s.); 

( 边 如 了 半 还 可 分 ， 那 么 Si(w) 是 自 稠密 集 (a.s.). 

证 (i) 要 证 的 是 : 对 已 给 的 +1>0 有 

Ps{ lim 


TLS(o) Nt ette)=1}=1 (17) 


首先 注意 ， 由 X 的 可 测 性 ， 二 维 集 
{(sw): zs(w) = EB x 
1 见 再 aroEcoH: 实 变 函 数论 ， 第 九 章 ， 86, 定理 1. 
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B1 x 天 表 Bi x 下 关于 测度 工 xP 的 完全 化 o- 代数 ， 5 表 [0,ce) 中 Borel o- 代数 .由 
Fubini 定理 ， 对 几乎 一 切 w, 上 面 的 二 维 集 的 w- 截 口 集 


S(w)=(s:rs(w)=i eB 


即 几 平一 切 5;(w) 是 L- 可 测 集 . 
对 已 给 的 es, t0 <e<t), 令 


0， 反之 
1， 如 zs(w)=t 
5,W) 二 18 
é( ) 性 反之 (18) 
显然 ， 三 元 函数 e(s,t)t(s,w) 是 有 xD x 大 可 测 的 ， 由 Fubini 定理 
Llsi(w)N(t—e,tt+e)) = 广 el(s,t)é(s,w)ds (19) 
0 
为 B1 x 可 测 ， 从 而 
D= {C6,%) lim 元 ZISi(w) N(t—e,t+e)]= 1}x eBxF (20) 


根据 上 述 实 变 函 数论 中 的 定理 ， 得 
Lt: ra(w) = i (tw)ED} =0, (a.s.) 
由 Fubini 定理 得 : 对 三 几乎 一 切 t, 有 
Plw : ze(w) =%, (ojED) =0 


亦 即 Bi(w : (tw) ED) = 了. 这 说 明 (17) 对 二- 几乎 一 切 t 成 立 . 
为 了 完成 @) 对 一 切 上 > 0 成 立 的 证 明 ， 只 要 证 (17) 左 方 的 值 不 依赖 于 t+ > 0 对 
0<e<56<s<t, 由 过 程 的 齐 次 性 





Psi(ze =i, Mi) = P,_si(zs =i, M,) (21) 
其 中 事件 | 
Mi = (2: lim -LISiN (t— est+e)] = 1) 
这 说 明 . P(zt_5 = 1, zr = i, Mi) 
已 _5i(zt = 1i, Mi) = Pro so (22) 


与 无 关 . 令 5 一 0, 由 (10) 中 PB(s) 的 连续 性 及 X 的 随机 连续 性 ， 上 式 右 方 趋 于 Pii(Mi)， 
故此 极限 也 不 依赖 于 t > 0, 这 得 证 (i). 

( 芍 以 及 表 可 分 集 ， 对 几乎 一 切 w 及 任 一 re Si(w), 每 个 含 7 的 开 区 间 必 含 点 e 
RMSi(w), 7 > 0, 这 由 可 分 性 的 假定 直接 推出 ， 另 方面 ， 对 R 中 每 个 ">0 应 用 ,可 见 对 
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几乎 一 切 w, 任 一 开 区 间 如 含 Rn Si(w) 中 的 一 点 7, 则 必 在 7 的 两 侧 各 含 一 具有 正 L- 测度 
的 5S;(w) 的 子 集 ， 综 合 这 二 结论 即 得 证 (i). 口 1 
注 1 记 Zb5e) = 去 LiSi(olnt 一 et+esj. 我 们 有 





im EilL(tiie) -=0 (23) 


实际 上 ， 由 (17) 知 L(t,i;e) 依 已 :测度 收敛 于 1. 注意 L(t,i;e) 有 界 ， 但 对 一 致 有 界 随机 变 
量 ， 依 测度 收敛 等 价 于 平均 收 你 ， 故 (23) 成 立 . 
设 六 为 可 测 过 程 ， 对 每 i& EU {co} 我 们 已 知 5i(w) 是 L- 可 测 集 (a.s.), 由 (18) 定义 
的 过 程 E(t,w), t 之 0 也 是 可 测 的 ， 它 只 取 0,1 两 值 ， 车 4 c Ri 为 任 一 三 可 测 集 ， 由 Fubini 
定理 知 
LlSi(w)N ad =/ é(t,w) dt | (24) 
A 


是 随机 变量 . 
最 后 ， 关 于 附加 状态 oo, 我 们 有 
定理 3 设 过 程 X 可 测 、 可 分 ， 则 当 且 只 当 i=o% 时 


P(LISi(w)) =0) =1 (25) 
证 几 ( 与 (3), 可 见 当 且 只 当 i= oo 时 PO=o0 故 ， 
etrs(o = Ra=0 
因 ZL[Si(w)] > 0 故 BfLIsi(w)]} =0 等 价 于 (25) 成 立 ， 口 
814.2” 右 下 半 连 续 性 ; 典范 链 


(一 ) 在 上 节 中 我 们 对 样本 函数 作 了 静态 的 研究 ， 研 究 了 Si(w) 的 结构 ， 进 一 步 需 要 
作 动 态 的 考察 ， 考 察 样本 函数 的 收敛 情形 .为 此 要 区 别 两 个 观念 : “固定 的 及 “流动 的 
刀 . 固定 的 t 是 指 常 数 t 它 与 w 无 关 ; 流动 的 t= t(w)] 可 以 随 w 而 不 同 ， 它 以 固定 的 t 为 
特殊 情形 ， 因 此 ，“ 对 几乎 一 切 w, 性 质 (A) 对 每 个 流动 的 t 成 立 ” 是 比 “对 每 固定 的 t, 性 
质 (A) 对 几乎 一 切 w 成 立 ” 更 强 的 结论 ， 因为 前 者 是 说 : “存在 一 fo, P(Q0) =1, 当 we mo 
时 ， (A) 对 每 + 成 立 ”, 这 时 使 (4) 不 成 立 的 0 测 集 fo 是 固定 的 ; 而 后 者 则 指 ， “对 每 固定 
的 也 存在 Qi,P(Q4) = 1, 使 对 每 we 8, (A) 成 立 ”, 因而 使 (A) 不 成 立 的 0 测 集 9 依赖 于 上 
例如 : “对 几乎 一 切 w, 样本 函数 对 刀 (流动 的 ) 右 下 半 连 续 ” 和 “对 每 固定 的 t, 几乎 一 切 样 
本 函数 在 上 点 右 下 半 连 续 ” 显然 是 二 不 同 的 论断 . 

下 面 的 定理 是 基本 的 : 

定理 1 设 X 可 分 ， 则 几乎 一 切 样 本 郴 数 具 有 

性 质 (A): 对 任 一 流动 的 +> 0, 当 s14t 或 s1t 时 ，z(s,w) 至 多 只 有 一 个 有 限 ! 的 极限 
点 ; 只 有 三 种 可 能 性 : 

1 属于 已 的 点 称 为 有 限 点 . 
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(4) (sw) 一 有 此 时 i 稳定; 
ie(s wo) 和 恰 有 二 极限 点 i 及 0, 此 时 i 瞬时 ; 
(Cs ww) -> 00. 
以 乙 ， 
(a) 如 z(t,w) = 而且 稳定 ， 财 人 至少 存在 二 的 -一 侧 ( 右 或 左 ), 使 s 从 此 侧 趋 于 t 时， 
(a) 对 此 i 成 江 ; 
(P) 如 x(t,w) 二 而 且 红 瞬时 ， 则 至 少 存在 t 的 一 侧 ( 右 或 左 ), 使 s 从 此 侧 趋 于 + 时， 
(b) 对 此 i 成 立 ，; . 
证 ”对 国定 的 A4>0 及 jeE, 定 义 
YS (tw) 一 pr(tw),i(A t) (0 < t < A) (1) 
过 程 {y(42)(t,w), 0 和 ti< A} 关于 oo 代数 族 F'{zs,0 < s < 是 一 Martingale( 见 Doob [1， 
第 七 童 末 ). 取 它 的 可 分 修正 而 不 改换 记号 ， 内 而 对 每 固定 的 t, (1) 对 几乎 一 切 w 成 立 ， 可 
分 集 设 为 R. 由 Martingale 的 一 熟知 定理 :, 存在 o- 集 Nt47) P(Nt4D)) = 0, 使 当 wEN(47) 
时 ， 对 流动 的 上 > 0, 存在 有 穷 的 左 、 右 极限 
yD 一 0,w) = lim yt47) (8,w) 
3Tt (2) 
YAND (t+ 0,w) = lim YA) (sw) 
注意 X 完全 可 分 ， 故 可 分 集 也 可 取 为 玉 . 设 M 是 z(,w) 关于 不 可 分 的 w- 集 ， 即 例外 
集 ， 则 P(M)=0. 令 - 
N=U Un Brxpwsn4jjuM (3) 
jEE AER\ {0} rE RMI[O,A] 
显然 P(N) = 0, 今 证 对 weN, 性 质 (A) 中 第 一 结论 成 立 . 如 说 不 然 , 则 必 存 在 woEN, to > 0， 
2 了 EE,!i 天 了 Tn ! to, Sn 由 to (或 Tn 了 to, sm 1 t0), 使 


lim Zz(rn,wo)=i, lim z(sn,wo)= 3 
一 CD 从 一 CC 


由 X 的 可 分 性 不 妨 设 {rw} C RR, {sn} C R. 我 们 注意 ， 因 i 是 孤立 点 ， 如 z(rn,wo) 一 2 则 
当 nn 充分 大 后 有 x(rw,wo) 三 二 
根据 (2) 及 woEN， 


lim yD(r, wo0) = lim yi (8n,,w0) = y(to + 0,wo) 
nn— O00 也 一 DOD 


(或 49(to 一 0,wo)). 再 利用 pij(t) 对 t 的 连续 性 及 刚才 指出 的 注意 知 , 对 任意 4 € RNM(to, oo0) 
有 


pi(A—t0)= lim pz(r,wo)i(A— rn) = lim YAD (rn, wo) = lim yh (8g, wo) 
一 ,lim Pz(s, wo)i(A 一 sn) 一 Dii(4 一 to) (4) 





! 风 Doob[1] 第 七 章 ， 定 理 11.5. 
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令 4<R4 bb 上 式 两 端 化 为 1=0 而 站 盾 ， 此 得 证 第 一 结论 

由 此 结论 显然 知 只 有 (a),(b),(c) 三 种 可 能 性 . 

设 z(s,w) 一 由 $1 引 理 1i 知 ; 必 稳定 ， 如 z(sw) 有 二 极限 点 i 及 co, 则 4 Si(w)， 
而 且 由 于 s 是 从 一 侧 趋 于 也 可 见 Si(w) 不 会 一 以 t 为 端点 的 开 区 间 ， 故 如 说 i 稳定， 则 在 
t 的 附近 有 无 数 多 个 i- 区 间 ， 由 $1 定理 1 这 是 不 可 能 的 (a.s.), 故 ; 为 瞬时 状态 ， 最后， 
(a),(b)” 由 六 的 可 分 性 推出 . 工 

注 1 出 证明 过 程 可 见 ， 性 质 (A) 在 t=0 也 正确 .当然 此 时 只 考虑 s10 的 情形 . 

系 1 设 革 可 分 对 几乎 一 切 w 如 1 天 六 2 五 则 Son5(wo) 在 每 一 有 限 太 区 
间 中 只 有 有 穷 多 个 点 . 

证 考虑 (3) 中 的 N, 记 B(w) = Si(w) nn 5j(w). 如 有 woEN 使 B(wo) 在 某 有 限 t- 区 间 
中 有 无 穷 多 个 点 ， 则 必 存 在 B(wo) 的 一 极限 点 t. 并 且 在 上 的 一 侧 存在 无 穷 多 个 B(wo) 中 的 
点 ， 它 们 收敛 于 t. 于 是 当 s 从 此 侧 趋 于 上 时 ， z(s,wo) 至 少 有 两 个 有 限 极限 点 ; 与 也 这 是 
不 能 的 ， 内 为 woEN. 口 

系 2 设 和 可 分 、 可 测 ， 对 几乎 一 切 ww, 如 1 co, 则 








LlSi(w) - Si(w)] =0 (5) 
证 我 们 有 





Si(w -Us ) NS;(w)] U [Si(w) N So (w) (6) 


由 系 1, 前 一 和 集 至 多 是 可 列 集 ; 由 31 定理 3， 
LSi(w) N Sw(w)) =0. 口 


定理 2 设 蕊 可 分 、 可 测 . 对 几乎 -- 切 w, 如 gi = co, 则 Si(w) 在 [0,oo) 中 无 处 稠密 ( 即 
指 5;(w) 不 含 任 一 开 区 间 ). 

证 由 红 引 理 1 知 Si(w) 不 含 任 一 开 区 闻 (a.s.). 如 5i(w) 含 一 开 区 间 ， 则 此 区 间 必 与 
某 集 Sj(w) 相交 ，j 关 i 由 可 分 性 并 注意 oo 非 孤 立 点 ， 不 妨 设 了 还 不 是 co, 由 8 定理 2(ii) 
知 它 必 会 5;(w) 的 具有 斑 测度 大 于 0 的 子 集 ， 这 与 系 2 矛盾 . 口 

定理 3 设 久 可 分 ，t>0 固定 ， 则 对 几乎 一 切 w, 下 列 结论 成 立 : 

(i) 如 z(t,w) = i i 稳定 ， 则 lim z(s,w) 三 刻 

(ii) 如 z(t,w) 一 2 1 有 退 时 ， 则 当 3 | t( 或 5 1 t) 时 ， zx(s,w) 恰 有 二 极限 点 1 及 OO) 

(iii) zf(s;w) # co， . 

证 Pl(z(t,w) #00) = 2 Pi(t) = 1, 故 只 要 考虑 (i),(ii) 两 种 情形 . (Gi) 中 绪论 由 81 引 
理 1(i) 推出 ， 由 $1(17), 如 a w) = 则 当 s14t 或 s1t 时，i 是 xz(s,w) 的 一 极限 点 ， 由 性 
质 (A) 不 能 有 其 它 有 限 极 限 点 ， 如 i 瞬时 ， 由 $1 引 理 1(ii) 必定 还 有 一 极限 点 ， 它 只 能 是 

引入 三 集 

SH(w) = {t: Si(w)N (t,t+e) #0 对 每 e > 0 成 立 } 
S (vw) = :Si(w)N (te,t) 0 对 每 > 0 成立} 
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因而 Si(o) = Si(w) 上 Si(w)U S57(w). 采用 记号 4i=42. 它 表示 此 二 o- 集 4 42 至 多 只 相 
差 一 个 0 测 集 ， 即 P(Ah1\ 42)++P(42s\ 41)=0. 
系 3 如 气 可 分 1i 关 eco, 则 对 每 铅 定 的 上 > 兰 0, 有 


{w:tesioj=fe:teSitwoj={o:te5Srwj=fwo:teSr(oj} 


此 系 由 定理 3 直接 推出 . 

(二 ) 为 了 进一步 研究 样本 也 数 的 性 质 ， 湖 要 对 X 加 些 条 件 . 

设 马 开 链 X= {zwt > 0} 其 有 标准 转移 概率 矩阵 ， 称 它 为 典范 链 , 如 果 它 可 分 ， Borel 
可 测 ， 击 县 一 切 样 本 区 数 右 下 半 连 续 ， 即 对 任 一 t+ >>0, 有 


limz(s,w) = zt,w) (一切 we) (7) 
slit 
我 们 在 后 面 证 明 ， 对 任 - -已 给 的 标准 转移 矩阵 (pij), 以 它 为 转移 概率 的 典范 链 是 存在 
的 ， 先 米 讨论 典范 链 的 性 质 
上 人 例如 ，(5) 可 以 加 强 为 5;(w) -~ 


Si(w) 全 多 可 列 (a.s.) (i 了 00). 实际 上 ， 由 (7) 知 : 当 且 只 当 limz(s,w) = co 时 ，t € Sw(w); 
slt 
故 如 te Si(w)Sw(w), 则 4 是 Si(w)jnsoo(w) 的 右 孤 立 点 ， 否则 存在 一 列 s%€ Sitwjn So(w)， 


(w) 
5 | 从 而 存 作 se Si(w), s% 1 了 了 本 由 (7), t& Si(w) 而 与 1+€ Soo(w) 矛盾 .一 个 集 的 点 如 
郁 是 右 扳 并 点 ， 则 此 集 (从 而 5;(w)n 5.(w)) 至 多 可 列 ， 于 是 由 系 2 的 证 明知 Si(w) - Si(w) 
至 多 可 列 (as 
以 D(w) 表 z(,w) 的 不 连续 点 集 ， 为 方便 计 


Ss =(t: lim z(s,w) = 00= z(t,w)) (8) 


中 的 点 也 都 算 作 不 连续 点 ， 显 然 i 区间 中 的 点 都 是 连续 点 ， 任 一 i- 区 间 泛 称 为 稳定 区 间 ， 
由 定义 它 是 开 的 ， 下 定理 叙述 了 z(,w) 的 连续 点 集 C(w) 及 不 连续 点 集 D(w) 的 结构 . 

定理 4 设 X 为 典范 链 ， 对 几乎 一 切 w, 样本 函数 的 连续 点 集 是 全 体 稳定 区 间 (如 果 ， 
存在 的 话 ) 的 和 集 . 不 连续 点 集 是 下 列 五 种 集 的 和 集 ， 它 是 一 闭 集 

(a) Si(w), i 为 瞬时 状态 ，L[Si(w)] > 0, 每 So 是 一 完全 集 ( 即 是 无 孤立 点 的 闭 集 ). 

(b) Si(w)nns(w)=(t: tt 是 计 区 间 及 Jj 区间 的 公共 端点 ), i 关 i 都 稳定 ， 此 集中 的 点 
是 跳跃 点 ， 而 且 在 任 一 有 限 区 间 中 它 是 有 穷 集 . 

(c) Si(w) so(w) = (t:t 是 菜 计 -区 间 的 右 端点 而 且 














lim 2(s,%) = ZX(t,wW) = oo 
i 稳定， 在 任 一 有 限 区 间 中 此 集 是 有 穷 集 . 
(d) Si(w)m( lim 2(s,w) = 00) = (t:t 是 某 江 区 间 的 左 端点 ， z(t,w) = % 而 且 
lim z(s,w) = co), 在 任 - 一 有 限 区 间 中 此 集 是 有 穷 集 . 
(e) sw， LIS (wo)] =0. 
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证 设 Qo 是 使 性 质 (A) 成 立 的 集 ，PQ = 1 任 取 weEgoo 及 >0 如 果 上 是 z(ow) 
的 连续 点 ， 则 必 存 在 i 关 oc, 使 zs,w) 一 Tt 一 站 由 定理 1(a) 知 稳定 ， 革 属于 
某 一 和 区 间 中 ， 故 Ce) 等 于 稳定 区 间 之 和 集 . 是 - 开 集 、 从 而 人 人 设 t€ D(w). 
因 当 s1t( 或 s 4 和) 时 zls,w) 至 多 只 有 一 有 限 极 限 点 ， 故 内 有 下 列 可 能 : s 从 菜 一 侧 趋 于 
时 z(s,w) 有 二 极限 点 ;及 oo 此 即 (3); 剩 下 情况 是 各 侧 分 别 只 有 -极限 点 ， 或 者 -- 侧 极限 
为 i 而 另 一 侧 为 思 i 关 了 均 非 zo, 由 定理 1(a) 此 为 情况 (b): 或 者 左 侧 极限 是 i 了 co) 而 右 侧 
是 co, 此 即 (c); 或 者 右 侧 是 < 市 左 侦 直上 此 即 (d), 或 各 两 侧 都 是 co, 此 即 (e), 定理 中 其 它 
结论 都 已 在 上 面 陆续 证 明 .、 对 

在 实际 问题 中 常见 的 蕊 氏 链 是 : “ 切 状 态 吉 稳定， 即 一 切 g; < 00,i€ EB. 这 时 情况 (a) 
不 发 生 . 

系 4 设 XX 是 典范 链 ，--- 切 状态 稳定 那么， 对 几乎 一 切 w, D(w) 闭 ， ZLD(w)] = 0， 
D(w) 中 的 点 t 或 者 是 一 跳跃 点 (情况 (b)), 或 者 是 跳跃 点 的 极限 点 ， 这 时 至 少 存在 一 侧 ， 
当 s 从 此 侧 趋 于 +t 时 ， z(s,w) -* oo. 如 果 密 度 定 阵 Q 还 是 保守 的 ， 那 么 (c) 不 发 生 ; 这 时 
如 再 设 向 前 方程 组 满足 ， 则 (d) 也 不 发 生 : 反之 亦 然 

证 只 要 证 明 后 面 三 结论 ,， 设 @ 保守 ， 如 说 (c) 出 现 的 概率 大 于 0, 那么 必 存 在 一 有 理 
数 7 及 5 五 ,使 


Plw:re 菜 六 区间 了 后 的 第 :个 断 点 不 是 跳跃 点 ) > 0 


这 与 $13.3 定理 1,3° 秘 岳 ， 

由 $13.3 定理 2 知 : 如 @ 保 宁 (这 条 件 等 价 于 同 后 方程 组 成 立 ), 为 使 向 前 方程 组 成 立 ， 
充 要 条 件 是 在 任 一 团 定 的 点 > > 0 之前， 如 xz(.w) 在 10,7] 中 有 不 连续 点 ， 那 么 必 有 最 后 一 
不 连续 点 ， 它 是 一 跳跃 点 (a.s.). 今 设 向 前 方程 组 成 立 ， 如 说 (d) 出 现 的 概率 大 于 0, 同样 会 
存在 有 理 数 r > 0 及 ie 巨 使 


Pl(w:re 某 i 区 间 ，>7 前 有 最 后 断 点 ， 它 不 是 跳跃 点 ) > 0 
这 与 上 述 了 矛盾 . 反之， 如 (d) 不 发 生 ， 那 么 这 时 只 剩 下 情况 (b),(e), 显然 813.3 定理 2 的 条 
件 满 足 ， 故 向 前 方程 组 成 立 ， 口 
对 于 典范 链 X, 几乎 一 切 样本 也 数 完全 被 它们 在 可 分 集 R 上 的 值 所 决定 . 实际 上 ， 存 
在 人, P()=1, 当 we Qi 时，z(,w) 关于 RR 可 分 ， 因 而 XT(w) C XXR(w), 故 





Bm (mw) = Im (st) = z(t,w) (t >0) (9) 

其 中 re FR. 

最 后 ， 试 证 典范 链 的 存在 性 ， 

定理 5 设 已 给 标准 转移 矩阵 (pij), 则 必 存 在 以 它 为 转移 概率 矩阵 的 典范 链 X = {zi， 
t 0 

证 由 84.2 定理 2, 存在 以 (pi)) 为 转移 概率 矩阵 的 马 氏 链 和 X= {Xi,t > 0}, 不 妨 设 它 可 
分 ， 由 定理 3, 对 任意 辕 定 的 +20, 丰 有 

P(linz,(w) < ifa)) = 1 


1 
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是 用 83.3 定理 2, 存在 与 和 等 价 的 与 氏 链 和 = {zi(w).{ > 0 而且 和 是 典范 链 ， 日 
$14.3 ， 强 马尔 科 夫 性 


(一 ) 在 与 氏 链 的 研究 中 ， 和 常常 时 储 到 这 样 的 问题 : 设 a 是: 非 负 随 机 蛮 数 ， XX = 
{zwt 之 0} 是 号 氏 链 ， 试 问 推移 a 后 的 过 程 Y = {fzoset>0} 是 耕 马 氏 链 ? 是 任 具 有 与 站 
相同 的 转移 概 肉 ? 如 已 知 Xo, 过 到 {rot < a) 是 任 与 将 来 {fztt> oa] 独立 ? 当 a 是 一 常数 
( 即 不 依赖 w) 时 ， 所 需 的 性 质 化 为 马 氏 性 ， 央 而 答案 肯定 . 在 一 特殊 情形: 当 XX 可 分 而 且 
一 切 状 态 稳定 . 对 a 加 一 些 条 件 后 也 可 得 到 肯定 的 答案 ( 见 813.3 引 理 2), 本 节 的 日 的 就 
是 费 放 宽 这 些 条 件 ， 使 得 答案 仍然 肯定 . 证 明 中 思想 的 本 质 仍 与 上 述 引 理 2 的 相同 . 

在 $4.2 中 已 讨论 过 -- 般 马 氏 过 程 的 强 马 氏 性 ， 下 面 的 叙述 对 可 列 状 态 情形 更 适用 ， 
定理 的 证 明 由 Chung 给 出 ， 如 已 习惯 $4.2 中 强 马 氏 性 ， 本 节 也 可 不 看 . 

首先 ， 为 了 应 用 的 广泛 性 ， 我 们 来 放宽 “过 去 ”中 的 事件 . 

设 已 给 概 浴 空间 (0, 下 ,P) 上 的 马 氏 链 X = {zx4,t > 0}, 它 有 标准 转移 概率 和 矩阵 (pi;j)， 
i,j EB, 义 设 对 每 1 之 0, 瑟 是 下 中 的 子 o 人 代数， 五 C. 称 o 代数 族 { 琴 ,t > 0} 对 此 过 程 
是 可 取 的 , 如 果 

(a) F'{zs,5 <&t} CA; 

(b) FCA, 如 Ds st 

(c) 对 每 i€ EE,0<s<t, 有 


P(z = Jj| Fs) = pz,,(t ~ s), (a.s.) (1) 
由 此 定义 立 知 ， 如 {天 ,t > 0} 可 取 ， 则 {40;t2 0} 也 可 取 ， 其 中 天 40 = 人 厂 . 实际 


上 ， 对 于 它 (a),(b) 显然 满足 .如 0<r<t 在 (1) 中 令 s 沿 有 理 数 下 降 到 7. 由 Martingale 
的 理论 ， 左 方 收 全 到 P(zt = 让 开 40),(a.s.); 因而 右 方 也 收敛 ， 由 于 {z1,t > 0} 随机 连续 ， 
zs 一 2Zr( 依 概率 收敛 ), 故 必 存在 有 理 数 子 列 {fsnj, sn 147, 使 zs,(w) 一 zr(w) (as 小 由 于 已 中 
点 都 是 孤立 的 ， 所 以 存在 N(= N(w)), 当 n>N 时 ，zs,(w) = zr(w). 再 由 pij(t) 对 上 的 连 
续 性 ， 即 知 右 方 收敛 到 pe ,(t -7), 因而 


Pz = jfr+o) = pry(t — 7) (as.) (2) 
好 (c) 对 {40,t 之 0} 成 立 . 
显然 ， 由 马 氏 性 知 ， 有 P= 了 {zs,s <} 是 一 可 取 族 ， 称 为 最 小 可 取 族 . 
设 a = a(w) 是 非 负 随 机 变量 ， 可 取 oo 为 值 ， 令 A = (a < co), 以 后 总 假定 P(A) > 0 
称 此 a 为 关于 {zeo 五,t> 0} 的 马 氏 时 刻 . 如 对 任 一 非 负 数 t,， 有 
(wi:ia(w) <t)e (3) 


关于 {z 有 ,> 0) 的 马 氏 时 刻 就 简称 为 马 氏 时 刻 . 
条 件 (3 ) 与 下 式 等 价 : 对 上 >0 


(wi:ia(w) te Fro (4) 





1 Doobl!] 第 -七 总， 定理 4.3. 
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实际 上 ， 由 (3) 得 (a <t+ae 万 令 m 一 oo 即 得 (9); 反 之 ,由 (4) 得 (est-D2e 万 ， 
A 中 全 体 满足 下 列 条 件 的 可 测 子 集 A: 


AN(w:a<t)ef ( 任 t > 0) (5) 


构成 A 中 一 o 代数 ， 称 为 (关于 {z4, i,t 之 0) 的 )a- 前 = 代数 , 并 记 为 五. 同上 理 知 (5) 等 
价 于 
AN(w:a te fro (ft 2 0) (6) 


关于 {z672,t 之 0} 的 a- 前 go 代数 记 为 {zi,t < a}. 特别 常数 a 是 马 氏 时 刻 ， 这 时 a 
前 o 代数 与 随机 变量 {zx1,t < a} 所 产生 的 o 代数 相同 . 

称 半 = {zi,t 之 0} 为 强 马 氏 链 , 如 果 它 Borel 可 测 ， 而 且 具 有 下 列 性 质 ( 强 马 氏 性 ): 对 
任意 可 取 族 { 瑟 ,t > 0}, 任意 关于 {zi 五 ,t > 0} 的 马 氏 时 刻 a, 任意 Ae 到 ,以 及 任意 有 穷 


多 个 0<to<uh < <tN, 70; 7 IN € Eb, 有 


P(A: rat+ty)=N,0<v&N) 
一 1 
= P(A,z(a+to)= 加) [I pi (tori —t) (7) 
v0 
过 程 X 的 Borel 可 测 性 保证 z(a + 是 一 随机 变量 . 令 
€(t,w) 一 Z(a 十 t,w) (t 之 0) . (8) 


它 在 A = (a < co) 上 有 定义 。 长 (5w)t > 0} 是 概率 空间 (A,AF,P(-|A)) 上 的 随机 过 程 
称 为 a 后 链 , 这 里 A 下 表 人 中 全 体 可 测 子 集 所 成 的 o 代数 ， 而 F'{&,t > 0} 则 称 为 a- 后 
代数 , 它 是 A 中 的 o 代数 ， 简 记 它 为 用 . 利用 a- 后 链 ， 并 取 A = A, 由 (7) 得 


P(E(t,,w) = j, 0 < wv & NIA) 


N-1 
= P(é(to,w) = jolA) [pttvra ~ t,) (9) 
v=0 


我 们 的 主要 目标 是 要 证 明和 典范 链 是 强 马 氏 链 ， 为 此 要 作 一 些 准备 . 
(二 ) 对 每 je 忆 定义 
WO = inf{t:t > a(w); z(t,w) = (10) 


如 右 方 括号 中 是 空 集 ， 就 令 yj(w) = co. 以 后 类 似 的 定义 中 都 如 此 约定 ， 不 一 一 申述 . 
以 下 假定 X 关于 可 列 稠 集 尽 可 分 ， 由 可 分 性 


Oow<D=lUeawsr zlno) =)) rea) 


r<t 





1A 三 灰 - 功 如 人 m4 的 集 所 成 的 o 代数 ， 其 中 4 eE 下. 
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大 yj(w) 是 马 氏 时 刻 ， 它 的 有 限定 义 域 为 
Dj 二 (yx) AN{Nw) Naw), 0) 天 0} 
设 A Ee 天, 轿 定 ， 作 为 s 的 册 数 ， 
As) = PAAa(w) < 8) 

是 一 广义 分 布 晴 数 ， 它 在 Bi (全 体 一 维 Borel 集 构成 的 e 代数 ) 上 产生 的 测度 记 为 4(A,…). 

关于 A 及 a 的 广 闵 条 件 概率 分 布 福 浆 为 满足 下 列 三 条 件 的 渔 数 Cj(s, BIA), 其 中 自 
变量 为 se 了 T,B Ee Bi: 

(Qa) 对 每 出 定 的 s,C;(s,-|IA) 是 Bl 上 的 测度 ; 

(8) 对 每 出 定 的 B,Cj(, BIA) 是 了 上 的 司 可 测 晒 数 ; 

(7) 对 每 蜀 定 的 Bi, Bz € B1, 有 


/ cj(s, BzlA}A(A. ds)} = P(A :a(w) € Bi; Y(w) € Bo) 
Bi 


这 样 的 酒 数 是 存在 的 1!. 由 条 件 分 布 的 性 质 ， 知 对 国定 的 Be Bl 有 


Cj(s, BIA) = POj(w) € PIAo = 1) (4 一 几乎 一 切 s)? (11) 


简 与 Ci(s， [0, wllA) 为 Ci(s, ulA). 
如 K€ 开 ,A Ee 天 ,P(A) >0, 又 y(w) 是 -随机 安 基 ,我 们 以 P(KIA;y) 表 在 (A,AF, P(A)) 
上 KK 关于 yl(w) 的 条 件 概率 ， 当 4 是 多 个 随机 灾 量 时 定义 类 似 ， 央 而 由 条 件 概率 的 定义 
PRM) UI) = PIA PdalA) 


ANM(y&1) 
两 边 都 消 皮 P(A)-! 后 ， 得 


P(K,A,y(w) <1) = / PIR A;y)P(dw) (12) 
ANM(ySr) 


引 理 1 对 jhkheR,t>0 及 Ae 开 ,, P(A) > 0, 在 集 (w: Yi(w) 上 ， 对 几乎 一 切 w 


有 
P(z(t,w) = RA;o,Yy) = pjr(t — 7Y;) (13) 


证 对 [0,4 中 的 s 及 s', 今 
Ai=AN(a < sy & syY; < Ht) 
A2=AN(o sy sa= -j= 


-1/ 了 ~ ， 41 
As= AN(aSsY Es ,oc< 二 





! 见 Doob ,第 一 意 ， 第 9 他 
2 类 于 测度 A(A,-) 几乎 - 切 s， 
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则 ， 
AN(a & 8,7Y; & s', Xt 一 大 ) = (Ua) N (zi = 上) 
i=1 
由 于 (a <%= 相 cw :te 5(w))--(w :te 5S7(w)), (这 里 4 5B 表 : 除 差 一 0 测 集 外 ， 


4CB; 即 PL4-B)=0. 根据 82 系 3, 得 Pla< 和 ”==0, 从 而 P(A3)=0, 再 由 此 系 ， 
{o :六 三 甘 ={w :zt = 让 故 


P(Az, zt = h) = 6;sP(A2) = / px(t — i)P(dw) 


A 


剩 下 要 计算 P(Al,zt = 问 . 为 此 对 每 n > 0 定义 
7)(w) = min {到 : > Yi(w); z( 训 ,0) = 也 
它 是 一 随机 变量 ， 由 %; 的 定义 及 X 的 完全 可 分 性 有 YY(w) 4 yy(w) (as ,wei), 故 


P(Ai,zt = 有 = lim P(A;a & sy & sy < tr =k) 


ny mm 
= lim > P(Aia & 87 < sm = 元 ,zt = k) 


办 为 a 及 7; 都 是 马 氏 时 刻 ， 不 难看 出 


n mm 
AN (« < 5，77 < s', 7 ) 一 字 ) E Fm2-n+0 
故 由 (2) 得 
P(Azt =k) = im >》 P(A;a < si < s',7" = 去)Px 人 t 一 元 ) 
m<t2n 
= a Pet 一 全 )P(dw) 


nm fan(acemy Say" < 


= /pilt—% lo) Pld) 
人 1 


将 此 与 上 二 结果 联合 ， 得 


P(Aa & sy & s'; zr =k)= / Pir(t — Yi(w)P(dw) 
AiUA2UA3 
- / pin(t — Y;(w)) Pldw) (14) 
ANM(a ts,yj <s’) 


这 对 [0,4 中 任意 s 及 s' 都 正确 ， 故 得 证 (13). 口 
引 理 2 条 件 概率 P(xt = jlA; a = s) 的 一 个 代表 是 


rj(s,t|A) = / pyj(t— uCi(s,dulA) 7 EE,O0<s<t {15) 
[sd 


- 461 : 





对 每 固定 的 s 之 0, rs ijA) 在 [5,00) 中 右 连 续 ;: 又 方 CA) 是 (s 的 Borel 可 测 明 数 ， 
0 所 5 所 上 

证 我 们 有 

Plze = JjA; 0) = E{Plr: = JIA; ao.7yj]|A;a}, (a.s.) (16) 

由 (GD) 及 (13)( 于 其 中 取 天 = 四 知 (16) 的 右 方 对 4- 几乎 一 切 s 等 于 (15) 的 在 方 ， 故 后 者 
是 Plz =JAia=s) 的 一 个 代表 .对 每 固定 s, 由 Cj(s,wlA) 的 定义 知 它 对 wv 右 连续 ， 注 意 
plt ) 连续 ， 由 (15) 知 六 (siA) 对 右 连 绪 ， 再 由 pjj(1) 连续 知 zj(s,tlA) 可 表 为 (s.4) 的 
Borel 可 测 果 数 的 Riemann-Stieltjes 和 的 极限 ， 故 它 也 是 (s,t) 的 Borel 可 测 卫 数 ， 口 

以 下 (as 六 或 (t,t) 系 对 了 = [0oo) 或 了 xT 上 的 Lebesgue 测度 而 言 ， 如 某 式 中 涉 
及 多 个 安生 ， 则 依 其 后 书写 的 次 序 ， 使 此 式 成 立 的 “a.s.” 集 可 依赖 于 其 前 的 变量 ， 例 如 
,之 0,a.s., se 人 0 起 的 详细 内 容 是 : “对 每 t+>0 及 >0, 以 及 对 每 se [0,t 一 2(t,1), 其 
中 集 Z(t,#) 的 4 测度 为 0”. 

引 理 3 对 每 keE EE, 有 





(s,t + tA) = = 》 ri SsS,tIA)pjn(t) (as.)s,t > 5 攻关 0 (17) 
了 
Dri(s, tlA) =1 (as.)s,t>s (18) 


了 


对 每 JE 已 及 (as)s, 范 数 jls:IA) 在 [soo) 中 连续 ， 
证 央 a 为 马 氏 时 刻 ， 对 0 和 ss 忒 二 志 > 0. 


PlA,a & s,zrirt = k)= >》 P(Aia < 8, Xt 一 J)pjxr(t’) 


这 对 每 s 都 正确 ， 故 由 条 件 概率 的 定义 ， 以 概率 1 有 


P{zte = KIA;a} = >», P{zi = jlA;a}pyx(t) 


因而 由 引 理 2. 对 也 坟 六 0, (a.s.)s € [0, 相 ,有 
ra(s,t +t A) = 》 mi(silA)pik 人 (to (19) 
| 5 
(19) 两 方 者 是 (s 沁 区 的 Borel 可 浏 畏 数 ， 此 由 引 理 2 得 出 根据 Fubini 定理 ， 知 (19) 对 
(a.s.)s 及 (a.s.)(t,t) € [s, 00) x [0,o0) 正确 ， 因此， 由 引 理 2 中 指出 的 右 连续 性 及 Fatou 引 理 


re(sst +t A) > Dri(s, tIA)pjn(t’) (as)s,t > s,t' >0 (20) 
Drx(s,t + tA) > Yr;(s, tlA) . (21) 
k 5 
其 次 ， 由 引 理 2 
> rilstA)= P(AlAia=s=1 4>0 (a.s.)s€ [0,d] (22) 
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仍 由 Fubini 定理 ， (22) 对 (as.)s 及 (a.s.)t > s 成 立 ; 像 由 (19) 推出 (21) 一 样 ， 得 


Drj(s, tlA) 1 (a.s.)s,t 之 3 (23) 
设 BF' 为 (20) 或 (23) 不 成 立 的 。 所 成 之 集 ， 它 的 4- 测度 为 0, 国定 se2', 对 这 样 的 s, 如 
(22) 对 某 上 成 立 ， 则 由 (21) 及 (23), 它 对 一 切 更 大 的 上 成 立 ， 既然 (22) 对 (a.s.)t > s 正确 ， 
故 它 实际 上 对 -- 切 上 > s 正确 . 此 得 证 (18). 因此 ， 在 (21) 中 从 而 在 (20) 中 等 号 成 立 ， 于 
是 (17) 正确 ， 最后， 由 (18) 及 (17) 及 pjr 的 连续 性 知 对 (as.)s,rji(s,|A) 在 (s,co) 连续 ， 由 
引 理 2, 对 每 s,ri(s, -|A) 在 s 右 连续 ， 故 它 在 [s, ec] 连续 . 口 
对 每 AE 厂 ,引进 琐 数 m(Ai 姓 : 


rj(A;t) = [ rj(s,$ 二 tA)A(A;ds) jE€ E,t>0 (24) 
0 


由 引 理 3 知 7j(A;) 对 te 了 连续 ， 而 且 对 j,kEB 及 t,t >0 有 


rj(A;t) > 0; > rj;(A;t) = P(A) (25) 
了 


Di; i)pin(t) = 一 (Ait+ 芍 (26) 


由 连续 性 知 存在 lim rj(A;t) 二 rj(A;0), 故 由 Fatou 引 理 ， (25) 及 (26) 中 二 等 号 当 上 = 0 时 应 


换 为 “<". 下 面 说 明 rj(A;0) 的 概率 意义 . 
引 理 4 如 半 是 典范 链 ， 则 对 AeE 有 


P(A;éo(w) =7)=7;(A;0) j EE (27) 
P(A;éo(w) = co) = P(A)— >- rj(Ai0) 、 (28) 

证 先 证 
(to(w) = 7)=(a(w) = 7;(w)) (29) 


实际 上 ， 如 alw) = Wi(w) (a.s.) weA, 则 由 82 定理 1, 当 t14a(w) 时 z(t,w) 的 唯一 的 有 限 极 
限 点 是 j, 因而 由 XX 的 右 下 连续 性 得 6(0,w) = zx(@,w) = 了 (as) w EA; 有 反之， 如 (0,w) = 小 
则 由 >;(w) 的 定义 知 a(w) = Yj(w), (a.s.) we 和 A. 

由 (29) 及 (11) 


P(AE(0,w) = 7) = P(A;a(w) = 和 人 w)) 





= um/ c;(s, + pet (A; ds) = [cieslA) ahs as) 


也 一 CD 


由 (15), Cj;(s, s|A) = rj[s,s|A), 故 得 证 (27). 注意 ， 当 且 只 当 &(0,w)EEB 时 上 0,w) = co, 因而 
得 (28). 口 | 
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(三 ) 坝 在 来 证明 主要 定理 : 
定理 1 典范 链 X= {zot>0} 是 强 马 氏 链 . 
证 我 们 的 目的 是 要 证 明 (7). 由 (8), 亦 即 要 证 明 


nl 


P(A; EC 一 71,0 < 性 < N) 一 P(A, él(to) 一 j0) 本 Pjvjori (totl t,,) 


u=0 


考虑 ww- 集 








P(B,) = > P(A;= <a< ,z(t +4) =jo) 





1 
x P(z (T+) = 1<v<N|z(® 二 如) = jo) 
Nn Nn 





A)4(A; ds)Q 


- f rj, (s, Les + + to|A) A(A;ds)Q 





六 一 1 


= II pjujvri(tut1 — ty,) 


v=0 


由 引 理 3 及 有 自 收 和 敛 定理 


T+ OO 


lim P(B,) = 人 7j0(5,5 十 如 |A)4(Aids)jQ = rjo(A;to)Q 
0 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 


如 we 站 U B,, 则 存在 -- 列 有 理 数 {rx} | atw) 而 且 zrg 十 ty,w) 二 jp,0<vgN, 故 由 


m=1 n= 


82 定理 1, 对 几乎 一 切 这 样 的 w 有 El)= lnm z(t,w)==j, 从 而 


tla(w)tt, 


DO x 


NN U Ba AN{Et) = ,0g v&N} 


m=1 nm 
由 此 及 (33) 得 
P(A;E(ty) 一 和 Og v SN)> lim P(Bn)= rj(A;to)Q 
将 此 式 两 端 对 … 切 je B,1< vg N 求 和 ， 由 于 对 pij(t) =1 得 
了 
P(A;é(to) = j0) > Tj (A:to) 
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(36) 





如 如 =0 由 (27),(36) 应 是 等 式 ， 从 而 (35) 在 如 =0 时 也 必 是 等 式 (否则 将 与 (36) 为 等 式 
矛盾 ). 如 如 > 0 将 (36) 两 方 对 joEe 五 求 和 ， 由 (25) 得 


P(A) > > P(A;é(to) =j0) > > rio(Aito) = P(A) (37) 


J0€EE JoEE 


于 是 同样 知 (35) 在 to > 0 时 也 取 等 式 ， 故 得 证 


N-—1 


P(A;E(b) = jo 0 < ov < N) = rh;to) T pi tor —t,) (38) 
v=0 
由 (27),(36),(37) 知 
P(A;é(to) = 加) = rjo (A;to) (to > 0) (39) 


代入 (38) 后 即 得 (30). 口 

(三 ) 现在 对 强 马 氏 性 作 一 些 讨 论 ， 由 强 马 氏 性 (7) 可 推出 (9), 然而 (9) 式 还 不 足以 说 
明 a- 后 链 {é(t,w),t > 0} 是 以 原 (pij) 为 转移 概率 矩阵 的 定义 在 (A, 人 AF,P(-|A)) 上 的 马 氏 
链 ， 因 为 我 们 并 没有 证 明 它 的 最 小 状态 空间 含 于 B; 也 就 是 说 ， 并 没有 证 明 原来 的 附加 状 
态 ce 不 属于 oa- 后 链 的 最 小 状态 空间 ， 问 题 发 生 在 上 = 0 这 一 点 上 ， 由 于 (25) 中 第 二 等 式 
在 t=0 应 换 为 站"rj(A;0) < P(A), 故 根据 (28), 并 在 其 中 取 A = Ae 后 ， 得 


P(to(w) = colA) >0 (40) 


(40) 中 严格 “>” 号 的 确 可 能 成 立 ， 例 如 ， 设 三 是 具有 保守 密度 和 矩阵 而 且 间 时 满足 向 前 与 
向 后 二 方程 组 的 可 分 链 ， 令 a(w) 为 第 一 个 飞跃 点 n(w), 由 2 系 4 知 对 后 链 有 P(to(w) = 
colA) = 1 只 要 P(A) > 0. 

虽然 如 此 ， 由 (39),(37) 并 取 A=A 后 ， 对 t>0 有 


Pl € EIA)= > P(t =jlA)=1 (41) 
了 JE 五 
亦 靶 
Pl& zcolA)=1 (1>0) (42) 


(40),(42) 表明 : X 的 附加 状态 oo 虽然 可 属于 a- 后 链 {E(t,w),t > 0} 的 最 小 状态 空间 ， 但 
对 开 oa- 后 链 {&(t,w),t > 0} 而 言 ， 它 仍 是 附加 状态 

由 此 推出 下 列 重要 的 系 ， 令 B= (w:éo(w) 关 00). 以 下 总 假定 P(B) > 0, 注 意 BCA. 

系 1 设 X= {zot>0} 是 典范 链 ， 转 移 概率 矩阵 为 (p;j), ij e 已 那么 定义 在 概率 
空间 (B, BF,P(-|B)) 上 的 a- 后 链 {€(t,w),t > 0} 也 是 典范 链 ， 它 的 最 小 状态 空间 B' 会 
于 ,转移 概率 矩阵 是 (pij), 57 e EB'， 同样 结论 对 定义 在 (A,AF, P(.1B)) 上 的 开 a- 后 链 
{人 (tw),t > 0} 也 成 立 . 

证 先 证 

(£(0,w) = ef (jEE) (43) 
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人 际 上 ， 对 t 之 0: 令 an 表 Ww 集 
Arnmn = (2 :7 是 {rule), ERNM [¥s 2 的 有 限 极限 点 ) E 人 ttt 
其 中 R 表 六 的 可 分 全 ， 则 


(a < DN(E0w) SI) = (a <<)N(r(a,w) = 


此 得 证 (43), 从 调 B= U (€(0,w) = 7 € 


jEE 
在 (30) 中 取 A = BD (E(0,w) = jo), 以 P(B) 除 两 边 得 
N-1 
Plé(tw)=jn0 vg N|B) = Plé(to) = jo0|B) x I Pjvjuti (tvtt — tv) 
v=0 
(to = 0). 根据 系 1 前 的 计 论 ， 在 8 上 的 a- 后 链 的 最 小 状态 空间 B' 显然 含 于 BE, 这 事实 
连同 上 式 证 明了 这 链 的 马 氏 性 以 及 它 的 转移 概率 和 矩阵 是 (pi;) 的 子 和 矩阵 (pi;), ,7 EB'. 此 
外 ， 这 链 的 Borel 可 测 性 和 样本 函数 的 右 下 连续 性 由 X 的 相应 的 性 质 直接 推出 ， 剩 下 只 要 
证 完全 可 分 性 . 
设 {6t>0} 是 {&i,t>0} 的 一 完全 可 分 、 可 测 的 修正 ，R 是 [0,o) 中 任 一 可 列 稠 集 . 
对 B 中 几乎 一 切 (关于 P)w, 有 mw)=&(7,w), 一切 re R. 其 次 ， 内 为 集 {(t,w):é&(t,w) 关 
E(t,w)} € Bi x ,而 且 P{w :E(t,w)#&(t,w)} = 0 对 每 固定 t 成 立 , 故 由 Fubini 定理 知 对 几乎 
- 切 w,; 集 仁 : €(4,w) 关 (tw)} 的 上 测度 为 0. 最 后 , 因 6{,w) 的 样本 沙 数 是 xz(.,w) 的 样本 画 
数 的 尾部 分 , 由 81 定理 2(i) 知 , 对 几乎 -- 切 ww 集 Si(o) = 人: ww)= 庄 是 自 乎 密集 . 联合 
这 一 结 论 后 可 见 : 对 几 乎 一 切 w, -一 开 区 问 如 与 Si(w) 相交 ， 则 也 必 与 5;(w) = {t: &(t,w) = 让 
柑 父 ， 而 且 义 因 {&i,t 宇 0} 关于 B 可 分 ， 它 还 与 RN Si(w) = RNSi(w) 相交 ，( 任 一 ?ee 五). 
这 说 明 对 儿 乎 一 切 w, 如 te WU Si(w), 则 必 存 在 R 的 子 列 fr 使 7 一 二 6 (w) 一 各 (w). 
iEE 
如 te 5-(o), 即 如 6) = eco, 由 右 下 连续 性 ， 仍 有 lim Sr tw) = co = &4(w). 这 得 证 完全 可 
分 性 . 
对 人 上 的 开 e- 后 链 {(t,w),t > 0) 的 证 明 类 似 .， 口 
下 系 说 明 a- 前 o 代数 天, 与 a- 后 a 代数 的 条 件 独 立 性 ， 它 是 强 马 氏 性 (7) 的 -- 个 直 
接 推论 ， 
系 2 设 X 是 强 马 氏 链 ， 又 P{E(0) = 办 >07Je 匹 , 则 对 任意 AE 大 ,Ce 有 到, 有 
P(ACIE(O0) = 7 = P(AIE(O0) = 力 : PCCIS(O) = (44) 
特别 ， 如 存在 某 7 e 瑟 ,使 





E(0,w)=J(asjwEA=(a<oco) (45) 
则 天, 与 关于 测度 PCIA) 独立 ， 即 对 任 Ae 大 ,Ce 有 丈 , 有 
P(ACIA) = P(AIA)P(CIA) (46) 
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证 设 C={(w)= 训 ;10v<N}, 如 全 少 有 一 计 =00, 义 t>0， 由 (42) P(éi, = oo) = 
0, 故 (44) 成 立 ; 著 声 = 0, 因 (60) = cojn (0 三 妃 三 由 故 (44) 也 成 立 ， 关 而 不 妨 设 
车 站 ZoolgogN 在 (7) 中 取 刀 =0, 训 =j, 并 以 P(E(0) = 六 除 两 边 后 ， 即 知 (44) 对 
C= {E(ty) = 训 ,1 <v<N} 成 立 ; 由 元 的 定义 可 推 知 (44) 对 任 Ce 都 成 立 . 

如 (45) 成 立 ，(44) 化 为 (46). 口 

仿照 $84.2 中 的 证 明 ， 由 强 马 氏 性 可 推 得 





Elf(z(a 二 wj Fo) = Es(a)f(T(,w)) (a.s.w E A) (47) 


这 里 了 是 定义 在 Boee) 上 的 关于 Blo=) 可 测 的 有 界 函 数 ，5 是 巨 中 全 体 子 集 所 成 的 o 代 
数 . 
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第 十 五 章 马尔 科大 链 中 的 几 个 问题 
815.1 0-1 律 


(一 ) 在 过 程 论 的 研究 中 ， 往 往 出 现 概率 为 0 或 1 的 事件 .对 于 独立 随机 变量 序列 


{z 这 一 现象 是 周知 的 . 例如 ， 事 件 (w; 2 nl) 收敛 ) 的 概率 只 能 是 0 或 1. 近年 来 对 十 


马 氏 过 程 ， 类 似 的 研究 也 日 益 需 要 .这 一 节 的 目的 ， 就 是 对 这 种 现象 ， 作 一 系统 的 讨论 . 
设 X = {zi(w),t 之 0} 是 取 值 于 已 = (i,j,…) 中 的 可 列 马 氏 链 , 有 转移 概率 为 pij(s,t)( 不 
必 是 齐 次 的 ). 考虑 下 列 o 代数 


Ne =F{rus SuSt M=M 
=F{r08 Su) Neo= 门人 


u>t 


0-1 律 有 无 穷 近 与 无 穷 远 的 两 种 ， 先 叙述 前 一 种 . 

我 们 说 ， 对 X 无 穷 近 0-1 律 成 立 , 如 果 对 任意 s>0,ieE 巨 及 AENsio, 有 Pi(4)=0 
或 1. 

命名 的 根据 是 : Nsio 可 直观 地 看 成 距 s 无 穷 近 将 来 中 的 事件 所 成 的 o 代数 . 

定理 1 下 列 二 条 件 中 的 任何 一 个 都 是 使 对 X 无 穷 近 0-1 律 成 立 的 充 要 条 件 : 

(A) 对 任意 0 < s < wj € ,存在 一 列 {t tn 4s, 使 对 一 切 ie E, 有 


P,,; lim pe, s(tn, «) = pij(s, u) (1) 


其 中 Pilim 表 依 概率 已 ; 收敛 
(B) 对 任意 0< s < 7 <wje ie EE 有 


Poi(zu = I | Aio) = pasj(r,u) (Poia.s.) (2) 
证 对 任意 0< sswvn < jieB, 由 马 氏 性 有 
Pss(zu = Ne) = pa, si(Vn du) (Poia.s.) (3) 
令 v17>s. 由 Martingale 收敛 定理 ， 知 存在 极限 
lim Psi(zu = 5 | Ne,) = Poilzu = 7| Niro) (Pias) 
故 由 (3) 知 极限 lim pz;(vn, 刀 ) 存在 而 且 


Pi(zv = 了 | Ai /0) 一 一 lim Pz,, ,jj (Un, u) (Pia.s.) (4) 
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对 任意 a>0 及 0<s<r<t<w, 有 
Psi(lpzij(t, 4) — Pr,j(T, >e) 

=- Pi(fpa (bt) pais(r | > e {NMN:) Pa(de) 
全 

= [ Ps (po (ty) — poss(r, uw)) > e) Pril(dw) 
0 

一 》， Pk {|pzro; (t, u) PEkj (7, &)| > e)pik(s, 7) (5) 
k 


今 设 (A) 成 立 而 欲 证 (B). 由 (1), 对 任意 > < wu, 7 EB, 必 存 在 一 列 7 147, 使 对 一 切 
keEE, 有 


lim Pr (|pz,. Jj (Tn u) 一 Dkj (7, w)| > &) =0 
取 (5) 中 的 + 为 rm, 并 令 n 一 oo, 由 于 Dpix(s, 7) 二 1, 可 在 元 号 下 取 极 限 ， 故 得 
Psi lim Per Jj (rn, u) = pz.j(7, 1) (6) 


由 于 (4) 中 {wv} 是 任 一 满足 w 47 的 序列 ， 特 别 可 取 ww = rn; 比较 (4), (6) 并 注意 依 概率 
收敛 极限 的 唯一 性 ， 可 见 


Pei(zu = 了 | Nero) = pai(r, 4) (Poia.s.) 《7) 


对 任意 0< sr<u 及 jEE,ie 忆 成 立 如果 7= ww(7) 式 仍 成 立 ， 因 为 这 时 双方 都 等 于 
X{ 让 (Zr)， (Psia.s.), X{i} 是 {7} 的 特征 中 数 ， X{j} (D) = 6i. 
次 设 (B) 正确 而 欲 证 无 穷 近 0-1 律 成 立 ， 由 (2) 并 根据 的 可 列 性 ， 知 对 任 A EN"， 
有 . 
Pi(4| N10) = Pr,z,(A) (Posia.s.) (8) 
在 (8) 中 取 7 = s 4e Nsio, 则 左 方 由 条 件 概 率 的 性 质 应 等 于 4 的 特征 函数 Xx (w), 而 右 方 
则 显然 等 于 已 :(4) (Ps,z a.s.), 因而 


Psi(A) = X4a(w) (Psia.s.) 


这 式 说 明 已 几乎 x (w) 是 一 常数 ， 这 常数 是 0 或 1, 从 而 已 :;(4)=0 或 1， 
最 后 设 无 穷 近 0-1 律 成 立 而 欲 证 (A). 在 证 (4) 时 已 证 对 任 一 列 th 4 s,s < %, 存在 极 
限 lim pz, ji (Pias.) 在 此 极限 无 定义 的 w 上 补 定义 为 0 后， 这 极限 显然 为 Ns 可 


测 ， 一 切 n; 因而 必然 为 No = 门 AM. 可 测 ， 既 然 由 假设 Nio 只 含 PP,z 测度 为 0 或 1 的 
集 ， 故 存在 与 w 无 关 的 常数 c, 使 


jm Pz sj (tn, u)=ce (Pz a.s.) (9) 
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科 下 且 昌 证 ec= pij(s,4). 为 此 ， 利 用 己 氏 性 及 (9) 得 
Pij(s, u) = P(r =7) = Pi (rs = 1 ru = 7) 
= Pry (tu. u) Ps .i(dw) 


-人 可 cP,i(dw) =¢. 吕 


为 了 槛 得 到 -此 使 无 究 近 0-1 律 成 立 的 充分 条 件 ， 只 需 对 pij(s,t) 加 些 条 件 以 使 (A) 
满足 . 
称 (pij(s,t)) 为 右 标准 的 , 如 对 任 一 s>0, 有 


lim pii(s,t) =1 (一 切 1eE 五) (10) 


一 


特别 ， 如 (pi(s, 昌 ) 是 齐 次 的 ， 则 右 标 准 性 化 为 标准 性 ， 即 化 为 
im piils, t) 二 1 (-- 切 i€E) (11) 
定理 2 如 X 的 转移 概率 矩阵 ( et si) 右 标 准 ， 则 对 XX 无 穷 近 0-1 律 成 立 ， 
证 先 证 在 条 件 (10) 下 ， pij(s,t) 是 se [0,4 的 右 连 续 函 数 . 实际 上 ， 设 1>7>s, 则 


Pij(7,t) — pii(s,t) = pis(r,t)[1 — pails,7)] — pixrls, rT)pry (r,t) (12) 
kA 


右 方 两 项 都 不 超过 1 一 pii(s,7), 故 

[pij(n,t) — pi(s,t) 1- pi(s,r)—» 0 (rs) (13) 

其 次 ， 对 任意 gs> 0, s 和 > < 上 有 
Pi(zt 一 Zr| > 5) = 》 Pillzr 一 Zr| > <) 忆 if(s,7r) 
< Dl ~ pys(r, tpi(s,7) 
了 
由 (10) 并 注意 并 pi(sr) = 1 根据 控制 收敛 定理 得 
lim Psillzt — zr|>e)=0 
故 存在 一 列 加 J 7 使 
bm Tt = T. (Poi a.s.) 
因为 五 中 点 凰 立 ， 故 对 已,; 几乎 一 切 w, 存在 正 整 数 N(w), 当 n> N(w) 时 ，z1 (ww) = zu(w)， 
于 是 由 (13) 得 
1 Pa (tny au) 一 Donji(m ua)，( Pra's.) (14) 
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点 列 {tn} 的 选择 虽然 可 能 依赖 于 i, 但 由 五 的 可 列 性 ， 利 用 对 角 线 方法 ， 总 可 选取 一 列 
{tn }, tn } 7 了) 使 (14) 对 一 切 测度 Pi {i € E) 成 立 . 在 (14) 中 取 rr 二 5 即 得 证 (A). 口 
系 1 如 X 是 齐 次 马 氏 链 ， 具 有 标准 转移 概率 矩阵 ， 则 无 穷 近 0-1 律 成 立 . 
例 1 同系 1 中 假定 此 外 还 设 X 可 分 对 五 的 任 一 子 集 刀 , 定义 上 集 
SH(w)=(t: zt(w)e 石 ) (15) 
令 4=(w: Sg(w)n(s,ste) = 对 某 e > 0 成 立 ),$ 表 空 集 ;并 令 4 = (w: Sy(w)n(s,s+t) = 
¢). 显然 An, C Ant1; 
A4=【)4.,= lim A (16) 
n=1 
自 9 中 清洗 可 分 性 中 例外 的 概率 为 0 的 集 后 ， 4n < Ms ，, 故 4E Neio. 由 系 1 得 


Pi(4)=0 或 1 
例 2 作为 无 穷 近 0-1 律 不 成 立 的 例 ， 设 贸 只 有 三 状态 0,1,2, 有 齐 次 转移 概率 为 
Zoo(0) = 1, poi(t) = po2(t) = > (£ > 0) 
P11(t) = p22(t) = 1 (t >0) 
可 选 X 的 一 修正 ( 仍 记 为 X) 使 它 的 一 切 样本 函数 在 上 > 0 连续 令 


T(w) = inf(t: 1 > 0,7(w) = 1) 
A= (w: T(w)=0) 


显然 此 时 A= (w 1 Ze(w) 三 1) € No, e>0 任意 ， 故 4E Aio， 然而 P(A) = polfe) 一 于 . 
(二 ) 现在 来 讨论 另 一 种 0-1 律 


2 
令 I 一 AN, 又 下 关于 Pi 的 完全 化 oOo 代数 记 为 Tgi. 如 对 一 切 A € Is i, 有 

> 
Pi(4) = 0 或 1, 就 说 Pi- 无 穷 远 0-1 律 成 立 : 如 对 任 一 s > 0, i € EE,P,:- 无 窃 远 0-1 


律 都 成 立 ， 就 说 无 穷 远 0-1 律 成 立 ， 直 观 上 可 称 Is 中 的 集 为 尾 事 件 ， 以 后 4=B(P,i) 表 
Psi(AAB)= Psil(A\ B)U(B\ A)]=0. 


下 定理 中 结论 (i) 刻画 了 全 体 尾 事件 ， (i) ,(ii) 则 给 出 此 律 成 立 的 充 要 条 件 . 
定理 3 任意 固定 4crsi 


(i) 4 可 表 为 


oo oo 


4= 门 U (zt, € EB,)= UJ 门 (zt € En), (Pi) (17) 
m= 二 1 n=m 1 一 1 n=m 
其 中 世 } 为 任 一 列 常数 ， 如 Too, 而 BC BE] 依赖 于 全) 
(i) P,s(4) = 0 或 1 的 充 要 条 件 是 : 存在 常数 列 { 志 }， 刀 .1? oo (因而 对 任 一 列 如 此 的 
{tx)), 有 


im 疡 ,= (4) = ec (常数 )，( Pias.) (18) 
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此 时 必然 有 已 ;(4) = ec. 
(过 ) 如 定义 在 (0,NWs, Pi) 上 的 过 程 {Pz,(4), > 引 可 分 则 已 :(4)=0 或 1 的 充 要 
条 件 是 
Lim 已 ce( 4 一 C (Pias.) (19) 
证 内 须 对 AeIH 证 明 ， 由 马 氏 性 
Pi(A | N#) 一 Pr, (4), (P,i a.s.) 
令 上 沿 任 -一列 {] 而 赵 于 oo, 并 注意 4EICANs, 得 
xs(o) = Pas(A|N’) = lim Pi (A4), (Ps as,) (20) 


任 取 常数 a,0<a<1, 令 
En =(7: P(A)>a)cCE (21) 


(v2: Xxalw) = lim Pz (A)) 


由 (20), Psi(920) = 1 如 we A9o, 则 xa(w) = 1, 赦 对 一 切 充分 大 的 n, 有 Pi,s(w)(4)> a 
亦 即 Tt (w) E FE,, 从 而 


wE€ U 站 (zt € En) 


m=1n=m 


反之 ， 如 ws ou _ 克 则 Xa(w)=0 由 wegpo 还 知 对 一 切 充 分 大 的 n 有 Pz, (wy(A) < 
亦 即 zi (w)EEn; 从 而 


门 Ulm eB)cAc U a (zx, € E,) 
=m ?mm 一 1 n=m 
但 堪 方 集 显然 包含 右 方 集 ， 故 得 证 (17). 

为 证 ( 刘 , 只 要 证 存在 一 列 刀 了 co 使 (18) 成 立 是 Pi;(4) =0 或 1 的 充分 条 件 ， 而 (18) 
对 任 一 列 如 Tee 成 立 是 必要 条 件 . 

设 (18) 对 某 列 刀 T oo 成立, 对 照 (18) 与 (20), 可 见 x (wo) = c (Pi as), 故 c 必 为 0 或 
1 而 且 Pi(4) = ec. 反之 如 已 (A4)=0 或 1, 则 x =0 或 x =1(P,i;a.s.). 由 (20) 知 对 
任 一 列 妃 Too, 有 im Pz (4) =0 或 ,lim Pz (4)=1(P， as). 在 前 一 情况 取 c= 0， 
在 后 一 情况 取 c= 1 即 得 证 (18) 对 任 一 列 如 f ee 成 立 . 

最 后 ， 如 { 已 (4),t > s} 是 可 分 过 程 ， 则 (这 ) 由 (让 及 可 分 性 推出 1. 口 


1 见 Doob [1] 第 二 章 ， 定 理 2.3. 
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注 1 以 到 9) 表 o 代数 下 {zsn > mm} 关于 Ps 的 完全 化 代数 ， tn To 为 任 
一 固定 序列 . (17) 表示 Is = HH 因此， 对头 的 户 - 无 穷 远 0-1 律 的 研究 ， 化 为 对 序 
列 {fztw 二 > 0} 的 相应 的 研究 . 

例 3 设 {zt,t> 0} 是 由 独立 随机 变量 组 成 的 过 程 ， 此 时 Pi = 了 与 及 i 无 关 ， 郝 
(21) 中 的 瑟 。 为 已 或 空 集 ， 从 而 (17) 化 为 4=9 或 4=4 于 是 P(4) =1 或 0. 这 给 出 周知 的 
独立 随机 变数 列 满足 无 穷 远 0-1 律 的 另 一 证 明 ， 注意 (18) 也 满足 . 

(三 ) 从 现在 起 只 考虑 齐 次 马 氏 链 X. 由 于 转移 概率 (pij) 的 齐 次 性 ， 这 时 不 袜 考虑 
IL(= II0%) 而 考虑 它 的 子 o 代数 由 

令 4e; 如 AeI, 而 且 对 任 一 t+>0 有 Pi(9:.4A4)=0, 9 为 X 的 推移 算 子 ?. 定义 


a= (A 


i€EE 
并 称 外 中 的 集 为 不 变 集 . 由 于 
P(AIN®)= PR(0A|N?) = PO.(A), (Pias.) 
xs(w) = ,lm P(AWD)= ,lim P(A), (Pi as,) (22) 


正如 由 (20) 可 证 明定 理 3 一 样 ， 由 (22) 可 证 明 下 定理 : 
定理 4 任意 固定 Ae 引 及 iEe 久 . 
(i) 集 4 可 表 为 


A= NN (Uj (zi。E ea)= UU NN (zt Eea) (已 as.) (23) 
m= n=m m= 二 1 n=m 
其 中 eu = (7: P(A) > a) cE, 0<a<lt1oo 任意 . . 
(让 为 使 (4) =0 或 1 充 要 条 件 是 存在 一 列 常数 { 如 }, 如 Tee (因而 对 任 一 列 如 此 的 
{tn}), 有 
Jim Ps 人) = o (常数 ) (Pi as (4 
这 时 必 有 已 (4) = e. 
(二) 如 (9,NW?, 忆 ) 上 的 过 程 {Ps,(4), t > 0} 可 分 ， 则 (4) =0 或 1 充 要 条 件 是 
dm P(A) = ec, (P. a.s.) (25) 
(四 ) 设 X 的 转移 概率 pij(t) 是 +t 的- 可 测 函 数 ， 因 而 是 te (0, co) 连续 函数 ， 称 状 
态 i(e B) 是 XX 的 常 返 状 态 , 如 果 /pii(t) di = co; 称 过 程 多 常 返 ， 如 一 切 状态 常 返 . 
2 过 程 Xz = {zi(w), t 之 0} 的 s 之 0 推移 为 过 程 Xs+7r = {Zs+t(w), t 之 0}, s 可 依赖 于 w; 设 9 为 定义 在 
El0,0) 上 的 Bl0ce) 可 测 函 数 ， 8 是 = (i) 中 全 体 子 集 所 成 的 o 代数， 又 E(w) = g(XT). 称 E(w) 的 s 推移 为 


0sk = g(Xs+T). 直观 地 说 ，& 如 何 依赖 于 XT, 则 9。 以 同样 方式 依赖 于 Xs4T. 如 BE 天 {XT}, 则 集 9;B 由 下 式 
定义 ; Xe.B = 0sxp. 
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引 理 1 i 常 返 的 充 要 条 件 是 : 对 某 一 (或 每 一 )h > 0， 
SY palnn) 二 


证 设 互 已 按 $813.1 对 (pij) 分 解 为 了 J.…, 如 ie 下 ,由 $13.1 知 
fal dt 一 》 pilnk) 一 0 
0 n=0 
故 只 要 考虑 EFF. 
如 征 书 ， lim pailt) = ui > 0, 再 注意 到 pii(t) 在 (0,co) 的 连续 性 及 恒 正 性 ， 知 
6(h)= min pi(7)>0 


0<r&h 


i ii(t + 7) > piil(t) : i ii(t)6(h 
oP (t+7) 2 palt) oiD, PD: i(7) = pii(t)6(h) 


三 i i(t) > pii(nh)6d(h 
mn(h) near (t) > pi(nh)élh) 


Mn(h)= max pilt) & pii(ln + 1]h)/6(h) 


nh<ig(n+l)h 


> N 
h DS Ma(h) < 6(h)- 》， pis(nh) 


n= 二 0 n=1 


令 N 一 oo 后 即 得 证 引 理 中 的 结论 ， 口 
对 丸 > 0, 考虑 过 程 X= {zi, t > 0} 的 离散 骨架 


Xn 二 《Zn n=0,1,2,...} (26) 
Xn 是 一 具有 离散 参数 的 齐 次 马 氏 链 ，n 步 转移 概率 矩阵 为 
(pij(nh)), i,7 € 五 ， 


Xn 与 X 有 相同 的 开始 分 布 ， 定 义 在 同一 概率 空间 (9, 下 , P) 上 . 
由 引 理 1 得 知 ，:i 是 天 的 常 返 状 态 的 充 要 条 件 是 对 Xn 常 返 (任意 有 >0). 取 hh=1， 
由 离散 参数 马 氏 链 的 理论 知 : 此 时 有 : 


Pi(zn = i 对 无 穷 多 个 n)=1 (27) 





1 见 82.7, 14. 
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说 关于 X, 自 i 可 刘 j, 并 记 为 = j, 如 存在 t> 0, 使 p(t) > 0. 由 $13.1, pi(h) > 0 
故 关于 Xi 自 i 也 可 到 ;反之 是 显然 的 ,因而 一 > 六 的 概念 对 X 与 对 X 是 等 价 的 . 
如 i 一 77 一 万 就 说 i,j 互 通 , 并 记 为 i 二 > 了 

定理 5 设 (py) 是 可 测 转移 矩阵 ，; 常 返 ， 则 对 任意 4c%, 有 Pi(4) =0 或 1, 再 如 
i 二 > j, 则 pi(4) = mi(4) 或 者 同 为 0, 或 者 同 为 1 

证 由 (22) 知 对 PB 几乎 一 切 w 存在 极限 lim 已.(4); 由 (27) 得 


im, 已 .(4) = P(A4) (常数 ) (Pi a.s.) 
故 (24) 对 本 二 n 及 c= 忆 (4) 满足 从 而 PR(4)=0 或 1. 
其 次 ， 有 
P(A)= EilP(A | Ni)] = EilPi(0.4 | Ni)] 
= EiP,(A) = Dpi(t) P(A) (28) 


了 


由 i 二 > j 知 存在 t>0, 使 py(t) > 0; 取 (28) 中 的 t 为 此 已 如 已 (4) = 0, 由 (28) 得 已 (4) = 0; 
如 已 (4) = 1, 注意 到 
2 pz 的 = 1 


即 知 P(A)=1. 口 
系 2 设 (pij) 为 可 测 转移 和 矩阵， 一 切 状 态 互通 、 常 返 ， 则 对 任意 4 € 2, 有 


已 (4) = 0 (一 切 ), 或 B(4)=1 {一 切记 (29) 


由 于 系 2 的 启发 ， 引 出 下 列 定义 : 

设 关 为 齐 次 马 氏 链 ， 如果 对 任意 4 es &,(29) 成 立 ， 就 说 对 X 强 无 穷 远 0-1 律 成 立 ， 此 
律 的 进一步 研究 留待 下 节 . 

例 4 设 f 为 定义 在 EE 上 的 非 负 沙 数 ， 过 程 XX 可 测 ， (psj) 也 可 测 ， 由 


Ch am) (ef fee) 
= ob : [rea = ~) 


知事 件 4= (w: /0 f(ze)dt = 00) e . 故 如 i 常 返 则 P(4) =0 或 1. 特别 ， 取 为 集 
HH(C 万 ) 的 示 性 函数 ， 则 4 化 为 (w : L[Sg(w)] = co), 其 中 Sy(w) 由 (15) 定义 ， 而 虐 表 
Lebesgue 测度 . 


815.2 ” 常 返 性 与 过 份 函 数 


(一 ) 设 (pi) 为 可 测 转移 矩阵 ， 在 $1 中 已 经 看 到 : 状态 ;的 常 返 性 “所 pii(t) dt = oo0” 
等 价 于 “ 2 Pi 人 (7) = oo0, hh > 0 任意 ”, 即 等 价 于 i 在 离散 骨架 X 中 的 常 返 性 ; 因而 也 等 价 
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P(rnp = 对 无 穷 多 个 = me) 成 也) = 1 (1) 

在 本 节 前 三 段 中 ， 我 们 总 设 (pj) 标准 ， 对 这 种 矩阵 ， 常 返 性 有 更 多 的 等 价 性 质 ， 任 
取 以 (pij) 为 转移 概率 矩阵 的 可 分 、 可 测 过 程 X= {zt, t > 0}, 仍 令 5i(w) = 站 :zi(w)= 计 
了 表 Lebesgue 测度 . 

定理 1 设 i# oo, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(Di 常 返 ; 

(让 PB(Si(w) 无 界 )= 1; 

(ii) PB(LSi(w)] = co) = 1. 

证 (i) 一 (让): 由 (1) 即 得 ， (一 全 :只 要 注意 


EiL[Si(w)| = 五; 三 X{i} (zt) dt = [ Eix{i}(7t) dt = 三 palt) dt (2) 
剩 下 只 要 证 (i 一 (省 ). 为 此 只 要 证 关于 概率 已 有 
41 三 {Si(w) 无 界 } 二 {LLSi(w)] = co = 42 


实际 上 ， 对 as.we 4i, 我 们 有 z(w) =i 对 斑 中 一 无 界 子 集中 的 成立 ， 玉 表 可 分 集 ， 由 
814.1 (17), 对 任 7 > 0, 存在 与 > 无 关 的 常数 == s(n) > 0, 使 
PifLIsiJn(nr+e> 5 } >1-7 (3) 
赦 对 每 "re R 有 
P{LISi(w) nN (r,00)] > 5} 


> lim DP{z(r+ i) zs 0<v<m; z(r+ 过 )= 引 
m=0 


x Prrami{LlSiN (r+ ,00)| > 3} 


> P(A1)(1—7) (4) 


令 T 一 00, 得 P(A2) > P(A41)(1 一 ). 由 了 的 任意 性 ， 得 P(42) > P(A41); 但 P(A42) < P(A41)， 
而 且 4s C 4 故 4 三 42. 口 

附带 指出 : 如 /0 pa 的 和 < ooo, 由 (2) 知 P(42z)=0. 结合 (证 ) 可 见 : PB(41) = Pi(4h2) 
只 能 为 0 或 上 视 几 pa 人 ( 业 < oo 或 = oo 而 定 . 

常 返 性 的 一 个 更 简单 的 充 要 条 件 如 下 : 设 X 是 典范 链 ， 对 任意 ;ie E, 定义 


TD(w) = inf(t: t >0, zw) = (5) 
当 布 方 括号 中 妨 集 空 时 ， 令 79(w)=o00. 令 8i= (rT)(w) < oo), 由 的 右 下 半 连 续 性 ， 有 
TTO,w) =i (oemi) (6) 
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称 rG(w) 为 首 达 i 的 了 时刻, 它 是 814.3 (10) 中 所 定义 的 Yj(w) 的 特殊 情形 (在 那里 应 取 j = 
三 0), 因而 是 马 氏 时 刻 . 
定理 2 设 X 是 典范 链 ， 则 X 是 互通 的 常 返 链 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 17 e 已 


a(w) 


P;(Q;)= 1 (7) 
证 定义 两 列 随 机 变量 Tn(w), Kn(w), n= 1,2,.:- 
T=70, K=7(*) 
五 = 了 天 = 五 二 97 天 (8) 
Li= KaritOr, ll, Ka=I+00K 


直观 上 ， 荆 为首 达 i 的 时 刻 ， Ki 为 首 达 i 后首 达 k 的 时 刻 ， 荆 为 到 达 i 再 到 上 后 首 达 i 
的 时 刻 ，……… 它们 都 是 马 氏 时 刻 ， 而 且 


x(n,w) = 如 w € (1, < oo) | 
rz(Kn,w) 一 大 ， 如 w e (K, < oo) 


今 设 (7) 成 立 ， 试 证 对 任 je 5, 任意 正 整数 m 
已 (有 < oo) = 1， P(Kn, <o00)=1 


实际 上 ， 当 n= 1 时 此 由 (7) 正确. 设 上 式 对 n=m 成 立 ， 由 强 马 氏 性 及 (7) 得 


(9) 


疡 (7Tm+l < oo) 一 Pj(Km, < oo Km + Ox, < oo) 
二 P;(Km < 00, Ok,, (五 < 00)) 二 | PK < co) P;(dw) 
(Km <o0) 
一 Pr (i < oo)P(Km < co) 一 开 . 
同样 可 证 P(Kmi+i < oo) 一 1. 
于 是 由 刚才 所 证 及 I, Ks 的 定义 ， 得 


<Ki<lo<K2<:..<o, (P; a.s. ) 


因而 {1s} {Kn} 有 公共 的 极限 m7. 如 果 ?wo) < co, 则 当 t1 Go) 时 ， 根 据 (9), z(t,w) 有 两 个 
有 限 的 极限 i 及 ,此 与 14.2 定理 1 矛盾 ， 故 


im Tn,(w) = lim Kn(w) = 00, (P; a.s.) 
此 结果 当 j=i 时 自然 也 成 立 ， 这 与 (9) 中 第 一 式 联合 后 ， 可 见 定理 1 中 条 件 ( 满足 ， 故 
得 证 i 的 常 返 性 (ie E). 
由 于 (pij) 在 (0,co) 上 或 恒 为 0, 或 恒 大 于 0, 并 注意 (7) 得 pji(t) > 0, 故 一 切 状态 互 
通 ， 这 得 证 (7) 为 六 互通 常 返 的 充分 条 件 . 
反之 ， 设 X 互通 常 返 ， 那 么 XX 亦 然 ， 根 据 具 离 散 参数 马 氏 链 的 理论 ， 对 j,i &e 5, 有 


Dji(z 二 1 对 无 穷 多 个 n 成 立 )= 1 
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由 此 即 推出 (7). 
(二 ) 联系 于 马 氏 链 X, 有 - -类 重要 的 亲 数 : 过 份 函 数 和 它 的 特殊 情形 -- 调和 汕 数 ， 
它们 与 常 返 性 和 无 穷 远 0-1 律 间 有 着 密切 的 联系 . 
设 X 的 转移 概率 为 p;j(), i,j E 瓦 .定义 在 五 上 的 非 负 函数 (可 取 为 值 )f 称 为 [ 关 
于 XX 或 (pij)] 过 份 的 , 如 果 对 任意 上 > 0, 有 








2 P(t)f07) < fi), (ieE) (10) 


称 有 限 、 非 负 商 数 了 为 (关于 X 或 (pij)) 调 和 的 , 如 果 (10) 式 取 等 号 . 

如 X 是 具有 离散 时 间 参 数 为 n= 0,1,2,… 的 齐 次 马 氏 链 , 一 步 转移 概率 为 pij, 同样 对 
它 可 定义 过 份 晃 数 与 调和 函数 ， 只 要 把 (10) 中 的 上 理解 为 正 整 数 mw% 其 实 这 时 要 使 (10)( 或 
其 等 式 ) 对 一 切 正 整 数 成 立 ， 只 需 它 分 别 对 n = 1 成 立 就 够 了 . 

设 X = {zwt > 0} 的 离散 骨架 为 Xi(h > 0), f 是 XX 的 过 份 (或 调和 ) 函数 ， 由 定义 显 
然 可 见 了 也 是 Xi 的 过 份 (或 调和 ) 函数 . 

定理 3 设 X 的 转移 概率 矩阵 (pij) 标准 ，-- 切 状态 互通 ， 则 X 常 返 的 充 要 条 件 是 它 
的 任 一 过 份 星 数 等 于 一 常数 . 

证 由 互通 性 及 $13.1 定理 4, pij(t) > 0 (t > 0), 设 过 份 ， 如 在 某 jo 有 f(jo) = co, 则 
由 

fi) > 》 pitb70) > pisolt)f(j0) = oo 


知 /人 三 co (ie 万 ), 故 只 要 考虑 有 限 的 过 份 陋 数 . 
设 六 常 返 ，f 是 它 的 有 限 过 份 函 数 ， 则 Xi 也 常 返 ， 而 且 f 也 是 Xi 的 过 份 函数 ， 因 
而 
2_ Pi(1)f(7) < f(i), (ieE) (11) 
考虑 随机 序列 {f(zn),n > 0}, 由 于 马 氏 性 及 (11), 有 


已 {A(zn+D | zo yznj = Ei{ f(znt) | xn} = 2 Pr. (D0) < f(xn), (Pi a.s,) (12) 


这 说 明 [f(zn), {zo,…,zn}] 关于 测度 已 是 一 半 鞭 ， 由 后 者 的 收敛 定理 ! ,存在 有 限 极限 
lim f(zn) =€, (Pia.s.) (13) 

由 Xi 的 常 返 性 及 互通 性 ， 对 任意 j e 已 
已 (zw = 了 对 无 穷 多 个 加 = 1 (14) 


由 (13),(14) 得 RB(E = J0)) = 1 由 于 了 任意， 又 有 P(E = f(k)) = 1 从 而 10) = f(k) 
(JE E 五 ). 这 得 证 必要 性 . 


1 网 及 PrHKHH [2], 779 上 页， 
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今 设 任 一 过 份 丽 数 是 常数 . 由 (pij) 的 标准 性 ， 不 妨 设 六 是 典范 链 ， 对 任意 ie EE, 定 
义 随机 变量 
TW) = inf(s: s >0, zee(w) = 2) 
如 括号 中 s- 集 空 ， 就 定义 它 为 co. 再 令 
f(7) = P(r < oo) = EjX (ri) <o0) (15) 


7@ = 7 是 首 达 i 的 时 刻 ， ri 是 t+ 以 后 首 达 i 的 时 刻 ， f(7) 是 自 j 出 发 ， 终 于 要 到 达 


Pf = Ejf (zt) = BEs,X(r0) <00) = BOux (et9 co) = BjX(,0 cw) 
& EjX(r) <o00) = f(7) 
由 假定 ， f() = e (常数 ). 根据 X 的 右 下 半 连 续 性 ， 显 然 有 f(i) = 1, 从 而 
Pr <o0)=1, (I€E) 


由 定理 2 即 知 半 常 返 ， 口 

(三 ) 与 定理 3 相应 ， 试 考虑 强 无 穷 远 0-1 律 与 调和 函数 间 的 关系 ,为 此 对 X 加 些 条 
件 . 

称 X={zot>0} 是 右 连 续 链 ,如 果 对 任 一 对 (#,w), zt(w) 关 oo, 而 且 对 每 we Q, z(,w) 
是 上 的 右 连续 函数 ， 

由 于 加 的 拓扑 离散 ，EB 中 每 点 孤立 ， 玫 如 z(t,w) = 5 由 有 连续 性 必 存 在 h=h(w)>0 
使 在 ,t+ 罗 中 ，z(,w) 恒 等 于 1 因此 ， 对 右 连续 链 X, 如 (pi;) 标准 ， 则 一 切 状态 i 是 稳 
定 的 . 

定理 4 设 X 右 连续 它 的 (25) 标准 ， 则 强 无 穷 远 0-1 律 成 立 的 充 要 条 件 是 任 一 有 
界 调和 函数 是 一 常数 . 

证 充分 性 : 任 取 不 变 集 4, 有 


Pi(4) = Pi(0:4) = EiEs,x4 = EiPs,(A) = 2 P50 (4) (t>0) (16) 
故 P(A4) 是 有 界 调和 应 数 ， 由 假定 ， PP(4) =c (ie 也),c 为 常数 ， 于 是 $1 定理 4(i) 中 (24) 
式 满足 ， 故 得 知 P(4) 或 恒 等 于 0, 或 恒 等 于 1. 
必要 性 : 任 取 有 界 调和 函数 ul(i), 考虑 过 程 {u(zt),t> 0}, 由 马 氏 性 及 v 的 调和 性 
Eilu(zs+t) | Tt < 引 一 Eilu(zstt) | Ta] 一 2 Ps,ilt)ul) 一 V(Zs) (17) 
这 表示 [u(z4) .F{zw wu < 旭 ] 关于 PP 是 一 著 ， 因 zi 右 连续 ，w(zi) 也 右 连续 ， 故 它 是 一 可 
分 康 ， 根 据 后 者 的 收敛 定理 ， 存 在 极限 


Jim azi(w)] = £(w) (BP; a.s.) 
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由 于 
0,8(%) = lim usto)] = €(%) 


短 € 为 名 可 测 ， 根据 假定 ， 强 无 穷 远 0-1 律 成 立 ， 久 只 含 已 测度 为 0 或 1 的 集 ， 而 且 如 
P(A)=1, 则 号 (4)=1 (ijeEB). 因此 存在 不 依赖 于 ; 的 常数 c, 使 


£=¢ (Pas.) (18) 
内 而 
Et=c¢ (ieE) (19) 
但 男方 面 ， 由 的 有 界 性 及 u(x) 的 蒜 性 ， 得 
Eit = Es: lim u(x4) = lim Piu(z = lim EiBilu(z) | zol = Eiu(z0) = u(i) 


由 此 及 (19) 即 得 xi 三 ce E). 口 
(四 ) 在 $13.1 中 ， 我 们 已 经 证 明 : 对 可 测 转移 矩阵 (pi;), 存在 极限 


vi = lim Di 人 (20) 


现在 来 进一步 讨论 Vzy. 
设 已 中 一 切 状 态 互 通 ， 于 是 对 离散 骨架 Xi = {zn, n> 0}, 一 切 状态 也 互通 ， 而 且 寺 
期 为 1. 根据 具 离 散 参 数 马 氏 链 的 理论 : 存在 与 i 无 关 的 极限 v; 


v= lim pi;(n) (21) 


由 (20),(21) 知 vi = vj 不 依赖 于 i 
由 pij(j = 二 1 显然 得 


0 & vj; Dv; <1 (22) 


了 


由 县 离散 参数 马 氏 链 的 理论 还 知道 : 只 有 两 种 可 能 ， 或 者 一 切 v > 0 而且 室内 = 1 


或 者 一 切 vw = 0. 前 一 种 情况 发 生 的 充 要 条 件 是 XX (因而 任 一 离散 骨架 Xi, h > 0) 为 侦 方 
链 ; 这 时 {vj} 构成 上 一 概 举 分布 ， 如 取 此 {v;} 为 XX 的 开始 分 布 ， 则 由 $ 13.1 (43) 得 


vj 一 > vePkj(t) = P(z(t) = 7) 
大 
这 表示 P(z 风 = 了 与 上 >0 无 关 ，-- 切 Je 巨 具有 这 种 性 质 的 分 布 称 为 的 (或 (pij) 
的 ) 平 稳 分 布 . 显然 ， 它 也 是 Xi( 及 任 一 X;) 的 平稳 分 布 ， 但 由 离散 参数 马 氏 链 的 结论 ， 在 
状态 互通 情况 下 ， X; 的 平稳 分 布 是 唯一 的 ， 故 X 的 平稳 分 布 也 是 唯一 的 ， 故 得 证 
定理 5 设 X 有 可 测 转 移 矩 了 活 ， 每 pij(t) > 0,t>0. 则 闫 (或 (pij(t))) 有 平稳 分 布 的 充 
分 必要 条 件 是 Xi (或 每 Xu h > 0) 是 遍历 链 ; 这 时 平稳 分 布 {v;} 是 唯一 的 ; 它 由 (21) 给 


出 ; v; > 0. 





1 参看 82.4; 82.5. 
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815.3 ”积分 型 随机 泛 函 的 分 布 
(一 ) 设 壬 = {zi(w),t 之 0} 是 定义 在 (Q, 和 天, P) 上 的 马 氏 链 ， 它 的 转移 概率 矩阵 (pij) 
标准 ; 我 们 还 假定 它 的 密度 矩阵 Q = (qi;) 保守 ， 即 满足 


Y= -qi=g<0% (ieE) (1) 
7 天 : 


设 X 可 分 ， 由 813.3, 以 概率 1 存在 跳跃 点 列 
0 三 To(w) <Tilw)<m(w)< …< oo (2) 
第 一 个 飞跃 点 是 
q(w) = lim rn(w) (3) 


我 们 知道 ， 在 [0,m(w)) 中 ， zx(-,w) 是 右 连续 的 跳跃 函数 ， 除 去 一 个 w- 零 测 集 外 .为 简单 
计 ， 设 此 零 测 集 已 自 9 中 清洗 出 去 ， 并 设 六 是 典范 链 . 
定义 随机 变量 列 
yn(2) = TT 2), (n=0,1,2,...) (4) 


由 于 XX 的 强 马 氏 性 ， {ya(w)} 是 (9, 大 ,PP) 上 的 齐 次 马 氏 链 ， 一 步 转移 概率 矩阵 为 (7ij), 其 
中 


中 二 人 如 ga; > 0 (i 
=0， ”如 4a; >0(i=】 (5) 
= 6ij， 如 gi 二 0 


引 理 1 说 明 wn(w) 可 直观 地 看 成 z(,w) 的 “第 一 个 无 穷 ”: 
引 理 1 对 几乎 一 切 w 


1” : t> 0, limz(s,w) = co)， 如 括号 中 诗集 非 空 
7(w) = Yt 
co 否则 


证 如 mlw) = co, 则 因 z(,w) 在 (0,co) 是 跳跃 务 数 ， 故 上 面 括号 中 的 集 空 。 如 
7(w) < co, 由 于 z(,w) 在 [0,n(w)) 中 跳跃 . 不 可 能 存在 t < n(w), 使 上 能 满足 括号 中 的 条 件 ， 
故 只 要 证 对 (as)w e (n(w) < co) 有 limz(sw) = co, 设 若 不 然 ， 有 


P( < ooi 当 sT7 时 z(s,w) 至 少 有 一 有 限 极限 点 ) > 0 
则 必 存 在 常数 < oo 及 ie 互 使 


0<Po<T zx(,w) 在 [0,7T] 中 有 一 极限 点 为 旨 
< Plz(w) 在 [0,T] 中 有 无 穷 多 个 i 区 间 ) 
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但 由 814.1 定理 1, 最 后 一 概率 应 为 0, 矛盾 ， 口 
7(w) 的 另 一 种 刻画 方式 如 下 : 任 取 的 一 列 有 穷 子 集 {En), 使 





机 CC Br [本 = 三 (6) 
n=] 


并 定义 随机 变量 列 {7,,(w)}: 


inf(t :1 > 0,z(t,w)EEn)， 如 括号 中 集 非 空 
Tn(w) 一 (7) 
cc 否则 
直观 上 ， mm(w) 为 首 出 En 的 时 刻 . 
引 理 2 对 几乎 一 切 w 
n(w) = lim mn(w) (8) 


证 {mmm} 对 ， 不 减 (as), 故 右 方 极限 存在 ， 由 于 z(rm) < 已 = UU Bo (as) 故 对 正 攻 
数 n, 存在 N = N(mww), 使 z(re)sBnwO<sksm 从 而 mvs lim mm 由 (3) 得 


7(w) < lm nalw) (a.s.) 


下 证 反 号 不 等 式 成 立 ， 我 们 来 证 明 n(w) > mn(w) (as 小 为 此 只 要 考虑 n(w) < oo 的 情 
形 . 这 时 由 引 理 1, 存在 sm = sm(w) Tn(w), 使 lim zlsm,w) = co. 由 于 已 . 是 有 穷 集 ， 故 存 
在 N= No), 当 上 >N 时，z(seowjEEn 根据 (7) 得 


7(w) > sk(w) 2 nm(w) (a.s.). 口 
现在 来 研究 7 及 加 的 分 布 ， 为 简单 起 见 ， 设 
BE, = {0,1,2,...,n— 1} 


因而 重合 于 全 体 非 负 整 数 集 ， 令 


F(t)= Pm <&t) (Ogi<n) (9) 
Gin(t) = Pi(m &t) (Og&i<o0) (10) 
Git)j)= Pn <t) (0gi<o) (11) 


利用 已 给 的 密度 矩阵 Q = (qij), 通过 $13.3(40) 或 (41), 可 得 pi 人 ,nm = 0,1,2,…. 它们 的 概 
率 意 义 见 813.3(39). 最 后 令 
filt) = >》 npij(t) (12) 


n=0 - 


它 是 自 z 出 发 ， 沿 和 的 轨道 ， 经 有 穷 多 次 跳跃 而 于 上 时 到 达 7 的 概率 . 
当 t<0 时 ， 显 然 Gin 昌 = Gi(t) = Fin(t) = 0, 故 以 后 只 考虑 t+> 0. 


. 482 . 





引 理 3 ， 
cnO= 人 》 1pij(5)gj ds 
了 


Gi(t) = lm Gin(lt) = 1— df(t) 
了 


一 人 


证 对 A CE, 引 入 记号 
npiA(lt) 一 》 npi 人 


jEA 
我 们 有 | 
Gin(t} =1— Pm >t)=1- >》 mpig 人 
m=0 


另 方面 ， 由 $13.3(41), 对 n>1 有 


t i u 
| wast m= | 上 Sipir(s)gre ("gdsdu 
0 0 0 


kz 
t t 
= |/ niPik(s)gell — e 9it 9]ds = >/ mL-1DPik(s)gkjds — npij(t) 
k#¥j* 0 zj 0 
对 7 了 e 巨 求 和 得 


t t 
npig(t) = 上/ 》 ,nn-1pij(s)gj ds — [ 》 npij(s)gq; ds 
0 i 


t 
= 1-/ 》 n—1Pij(s)q; ds 
0 个 
J 


此 式 与 (16) 结合 即 得 (13). (14) 即 813.3 中 (45) 式 .， 口 


为 求 Fin (t), 把 E, 一 {n,n 十 1,n 十 2， ” ， 合 起 来 看 成 一 个 新 的 状态 ， 仍 记 为 n 


zt) = { w)， 如 t < mn(w) 
7 如 之 nn(w) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


,并 引进 


(17) 


{z(t,w),t 之 0} 是 具有 限 多 个 状态 {0,1,2,…,n} 的 右 连续 强 马 氏 链 ， 一 边 样本 函数 是 跳跃 


函数 ，? 为 吸引 状态 ， 它 的 密度 矩阵 是 @ = (27 € {0,1,…,n}， 


Fj = 4 (Ogi,j<n) 


Tin = Di = qi > ， qij 
了 之 用 j=0 
(#7) 


(18) 
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它 的 转移 概率 矩阵 为 (5 zi 人 = 工 7 ompa(b， 而 mpi( 昌 可 通过 $13.3(40) 或 (41) 求 
得 ， 只 要 把 那里 的 (gik) 换 为 ( 18) 中 的 (2 上 ). 


引 理 4 
Fin(t) = Pin(t) | (19) 
Fan(t) = 三 1 (t 之 0) 
证 内 P(tm 一 0) = 1, 故 
12 Fmn(t)= Pm >P(m=0)=1 (t>0) (20) 


其 次 ， 对 0<i<n, 和 有 





(二 ) 设 已 给 EE 上 一 非 负 函 数 V, 在 许多 实际 问题 中 ， 要 求 研究 下 列 积分 型 随机 泛 函 


nn (ww) 
(7)(w) = z(t,w . 
EY (w) [ Vlz(t,w)] dt (21) 
n(w) 

é(w) = 上 Vz(t wo) dt = im €™ (0) (22) 

的 分 布 ， 令 _ 
Finlt) = P(E «1), pm))= / e dfin(t) (i <n) (23) 

0 . 

FoO=Pesb oN= | XagFilt) (24) 

0 


为 了 研究 这 些 函 数 ， 我 们 来 引进 一 个 新 的 过 程 . 
对 正 的 函数 了 , 伴随 着 原 有 的 Q 过 程 X, 考虑 典范 链 六 = {E(t,w),t > 0}, 它 上 共有 密度 
和 矩阵 为 





6- 6 = (25) 

X,Y 间 有 下 列 关系 : 

1° 自 二 出 发 ， 第 一 个 和 区间 的 长 不 超过 + 的 概率 ， 对 关 为 1-e-wt, 对 尝 为 1- 
ev 如 V(i) >0. 这 表明 将 六 的 入 区间 的 长 乘 以 vG) 后 ,此 乘积 的 分 布 恰 为 夸 的 
i_ 区 间 长 的 分 布 (在 开始 分 布 集 中 在 ;的 条 件 下 ). 

2° 自 i 出发， 经 一 次 跳跃 后 转移 到 ; 的 概率 ， 对 X, 区 都 同 为 gij/qi (gi > 0). 如 g; = 0, 
则 i 同 为 X 及 半 的 吸引 状态 . 

因此 ， 对 X 在 第 一 个 飞跃 点 以 前 的 轨道 ， 如 将 每 一 i 区 间 伸 长 (或 缩短 )V(i) 倍 后 
(i € 万 ), 可 以 看 成 为 喜 在 第 一 个 飞跃 点 以 前 的 轨道 ， 根 据 这 个 理由 ， 我 们 称 立 为 X 的 
V- 伸 缩 链 . 令 


Sw) = {t: z(t,w) = k, t < nn(w)} (26) 
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由 于 X 的 可 测 性 ， 对 每 w, S89(w) 是 + 的 工 可 测 集 ， 工 表 Lebesgue 测度 ， LIsfo(w)] 是 随 
机 变数 ， 而 且 根据 上 面 所 述 


En) = Sv kLISW"] = 元 (27) 


这 里 声 是 XX 的 首 出 妃 , 的 时 刻 . 
这 样 ， 当 VV > 0 时 ， 对 义 的 2 的 研究 ， 化 为 对 半 的 秃 的 研究 ， 于 是 可 运用 上 一 段 
中 的 结果 由 引 理 4， 








Fin(t) 三 Pin(t) 28 
Fnn(t)=1 (28) 
这 里 (tj), 7 = 0,1,…,n, 是 转移 概率 矩阵 ， 有 密度 矩阵 为 $ = (下 
~ dij 。 . 
27 一 V2) (0 < ;J <n) 
n—l1 
$F = ij 
Sin 全 所 六 (5 (29) 
(I#i) 
sni 一 0 (Og<ign) 
定理 1 设 V(i)>0(ieE). 
Qi) ma() (0 < i <n) 满足 方程 组 
) nt) -> gig Fen(t ) 十 但 一 3 gi; 
i¥i (30) 
(Og<i<n) 
Fnn(t)=1 
(i) FO) =1- 5 gd) (31) 
其 中 (gi;) 是 向 后 方程 
V(i)gis(t = Doon) (0< i< co) (32) 
gi;(0) = 全 
的 最 小 解 ， 
证 ( (30) 中 第 二 式 显然 正确 ， 写 出 P(t) = ( 识 ;()) 所 应 满足 的 向 后 方程 
Pp'(t) = (S17) P(t) 
由 此 得 ， 
P'in(t) = Y) SipBen(t) (33) 
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以 (28) 及 (29) 代入 (33) 即 得 证 (30) 中 前 一 式 . 





i) 在 (27) 中 令 n 一 oo, 得 &= 语 (a.s.), 闻 是 XX 的 第 一 个 飞跃 点 ; 故 由 (14) 即 得 (31). 因 
(gjj) 是 最 小 5- 过 程 的 广 转移 概 深 . 写 下 对 (9;;) 的 向 后 方程 ， 即 知 它 是 (32) 的 最 小 解 . 口 
由 (28) 可 见 五 (的 连续 ， 再 由 (30) 知 它 在 [0, oo) 上 有 连续 导数 厂 ,(t), (i < n). 
根据 定理 1, 不 难 推 出 大,(t) 及 三 (t) 的 Laplace-Stieltjes 变换 
pin(A) 一 Bie *é™) (34) 
pi(A) = Bie™ *é (35) 
所 应 满足 的 方程 . 
定理 2 设 V(i) >0 但 不 恒 等 于 0, 又 
Pilmm < oo) 三 1 (0&i<n) (351) 
则 有 
(i) 
nl nl 
入 ) = >》 qikPkn(A) 十 (a -2>, gg ) pmn()) 
k=0 一 
i (36) 
(Og<i<n,) 
pnn(A) 一 工 
(i) 
VG) = ainpslN) (0 < < o0, A>0) (37) 
k=0 


证 先 设 V() > 0,0<i<n 由 (30) 第 二 式 得 ws = 1 在 (30) 第 一 式 中 两 方 取 
Laplace-Stieltjes 变换 ， 并 注意 wan(A) = 1, 即 得 证 (36). 


Van( 让 二 V(i)， 如 VGi)>0 或 i=n 
， 如 (GD = 


1 
元 
由 于 (351) 及 积分 有 界 收 剑 定 理 ， 当 mm 一 oo 时 
nn (w) 
多 人 = 人 vole od (0), (Pi as 
0 
因而 44? 的 分 布 函数 ”= 已 (CE 的 < 14) 弱 收 仇 于 Fin(t); 又 
PHN) = Bie MXR -pan(A)，(m 一 oo) 
由 刚才 所 证 知 wj"(A) (0 < i < n) 满足 (36), 即 
Van(Det (A) = 二 sweepa i+( -Tu)e0 (Og&i<n) 


地 
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令 闷 一 co, 即 知 pin( 和 ) (0 < ign) 满足 (36), 这 完全 证 明了 (i. 
注意 于 gil = 2g < oo; 又 当 入 > 0 时 ， ypin( 和 ) 和 1 故 由 lim pin(A) = ea(A), 并 在 (36) 
中 令 了 一 co, 即 得 (37). 
(三 ) 类 似 于 (21), 考虑 














Tn (w) 
cnf(w) =/ V[z(t,w)] dt (39) 
6&1 与 上 4) 不 同 之 处 在 于 (39) 中 积分 上 限 4.(w) 是 第 次 跳跃 点 ， m(w) = 0. 仍然 有 
E(w) = lim én(w) (40) 


因而 也 可 以 通过 6 来 研究 €. 在 对 上 的 某 些 问题 的 研究 中 ， 有 时 用 &% 更 方便 ， 为 了 说 明 
这 点 ， 我 们 来 研究 什么 时 候 随 机 积分 t(w) = ee) Viztbwjj 二 几乎 处 处 发 散 . 
在 这 一 段 中 ， 除 (1) 外 对 Q 还 假定 
qg>0 (i€E) (41) 
仿 (34), 定义 
Win(A) = Bie no) (42) 
引 理 5 win(A) 满足 下 列 递 推 方程 


(AV(2) 十 qi) )win(A) = Dgijwin-1( 1( (i€EE) (43) 
I#1 
pio(A) = 1 (44) 


证 因 &o(w) =0, 故 (44) 显然 . 
注意 1 是 马 氏 时 刻 ， -前 o 代数 是 {zit < ni} ( 见 $14.3), 对 i 用 强 马 氏 性 ， 得 


ws sve) 
= E, (ef{e|- ~h V(zs) dt — 人 V (zt) di :< 
=B (ep| -a/ A {= |- hh vy]) 


te AT nl}B{ ep | - 人 V (zt jl 


因为 P.(ni < t) =1-e-gt 





Efexpl_ AV = f est entg = ， 
te 人 全 加] / 0 MW) + (45) 


代入 上 式 得 
yin(A) = > vr -pin-1(A) (46) 
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MO 


这 就 起 (43). 口 
当 和 >0 时 ， 在 (43) 中 令 n-»o0 可 重新 得 到 (37). 
引 理 6 设 对 菜 > 0, 实数 列 wi(ie 五 ) 满足 方程 组 


(和 Ai) 十 qi)ui = DY giu (ie€E) 47) 
了 了 天: 
luil < 上 48) 
出 | 
hl & pi(A) = Bie™ 从 49) 





证 [| (48) 及 (44), Wi<1= wiol (A). 设 对 - 一 切 了 有 Uj < Wjn— 1( 和 )， 则 由 (47) 及 (43) 


(AV(2) 十 qu = 》 ,qiu; < D> qin 1( 和 ) 
I 了 天 1 


二 (AV (2) 十 qi ) Win( A) 





页 得 世人 ). 令 n 一 00 有 贡 <pi( 和 ). 类 似 可 证 -pi( 和 A) & i. 口 

定理 3 对 一切 ie 瑟 , P(E = oo)=1 的 充 要 条 件 是 下 列 二 条 件 中 的 任 一 个 : 

(i) 对 菜 (因而 一 切 )A > 0,(47) 没有 非 平凡 有 界 解 ; 

Gi) 对 某 (因而 一 切 )X > 0, (47) 没有 非 平 凡 非 负 有 界 解 . 

证 充分 性 : 设 (ii) 对 某 入 > 0 成立 既然 由 (37), pi(A) = Bie-%* 是 (47) 的 非 负 有 界 
解 ， 套 pi;( 和 A) 一 0( 和 >0), 从 而 Pi(€ = 0%)=1. 

必要 性 : 没 (E = co) = 因而 mi(A =0(A>0). 如 存在 某 和 > 0 对 此 X, (47) 有 一 有 
界 解 wi, 那么 ， 由 引 理 6, js = 0, 故 介 对 一 切入 >0 成 立 ， 口 . 

现在 用 (4) 中 定义 的 拒 入 链 {fy} 来 叙述 上 几乎 处 处 (关于 P) 等 于 ce 的 充 要 条 件 . 

定理 4 上 = oo (as.) 的 充 要 条 件 是 


> V (yn) = 20 (a.s.) (50) 


n=0 dyn 





证 令 pD0 三 T1，pn = Tntl Tn 由 强 马 氏 性 有 


Pl(pn > 入 | Po Y1, P1V2， , pn-1, Yn) 
= P(pn > MN yn) = e "YY", (a.s.) (51) 


由 此 可 证 明 


P(V (yn)pn > 入 | Po, Y1,P1,Y2, , Pn 1 Yn) 
一 P(V (yn)pn > 入 | Yn) 三 ea /Vyn), (a.s.) (52) 


其 中 当 VG) = 0 时 ， 理 解 oO = 0 (和 > 0)， 实际 上 ， em 人) 是 F{ys} 可 测 
滑 数 ， 故 哆 天 十 三 ， 三 F{po Ys ,pn 1 Yn} 可 测 ; 其 次 ， 对 任 一 AE Fn 或 {yn}, 有 
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Ai 三 AN (Yn 一 i) € 或 F {yn}. 由 (51), 
入 
P(V (yn)pn > 和 和, Ai) 一 P (pn > 7 


- / ea p(dw) = / e- Mn /Vyn) P(diw) 
As A 
对 :ie 五 求 和 得 


P(V (yn }pn > 入 ,人 ) 二 / ean/V (yn) P(diw) 
A 


这 得 证 (52). 由 (52) 得 
V yn) 


P(V (yn)pn | po 有 pn) 二 | (as.) (53) 
令 人 =Y(Gnjpn 6 = min(bn,1). 又 令 
on = 2 1 (54) 
简 记 o- 代数 站 Go] 为 2 则 
Blonrilzn} = E{ Fe az z. 
1 要 


= 》 E(C|Z,)— YE(C|Z,1) 
v=0 v0 


= 》 0+ EC |Zs) — ECilZn) — ECC Zu-1) 


v=0 v=0 


= DG- ELC 有 = 0% 
v=0 


这 表示 {cn, Zn,n > 0} 是 一 磐 ， (54) 右 方 的 被 加 项 一 致 有 界 为 1, 故 可 用 拷 的 一 定理 ! 由 
是 知 以 概率 1 下 二 级 数 
DG 及 YE(C [Za-1) (55) 


同时 收敛 或 发 散 . 此 外 ， 易 见 并 避 与 级 数 <= 半 V(yn)pn 也 以 概率 1 同时 收敛 或 发 散 ， 另 


方面 ， 回 忆 
P(VGn <t)=1-— e-at/V(i) 


得 
El [yn = = Elmin(V(i)pn, 1) | yn = 4 = Bilmin(V (i)n, 1) 


1 a0 » 
gg / 一 qit/Y 人 qi | gt/Vi yy TU) —gi/V(i) 
= 王 斑 te 9 dt 十 一 一 e 4 ‘dt=— Il-e 
VD) Jo VD) q(i) | 


工 皂 Doob, (1, 323 页 . 
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让 全 0 上 二 右 方 理解 为 0 所 起 知 


、 Vw}, 上 ， 明 
Ee |Z, 1) 一 E(C, | an } 二 一 -一 二 机 | ‘ lyn/ 4 
glyn) 


然 丰 对 任 局 机 ,) 级 数 并 Me 二 ‘2 同 为 收 化 或 发 散 . 从 而 (55) 
中 第 粥 数 与 » 1 以 概 次 | 回 j 时 收 敏 或 发 和 这 本 前 一 方向 的 结果 相 结 合 即 得 所 欲 
证 站 

系 工 设 己 给 满 是 (DD) 与 二) 的 矩阵 @. 下 到 条件 中 的 任何 “个 者 是 @ 过 程 (或 以 
2 为 党 度 逢 陈 的 转移 概率 全 阵 ) 哗 的 充 娄 条 件 : 

(A) 对 菜 (或 一 切 ) > 0, 方 程 组 


(Nt) = gu (ieE) (50) 
了 天 1 
无 医 闻 凡 (下 员 ) 有 界 解 : 
(9 Yall=x (as) ，。 (57) 
n=0 


证 因为 由 定理 5 本 4. (A) 或 (B) 都 等 价 于 任 一 可 分 Q 过 程 的 第 一 个 飞跃 点 7 儿 闻 
处 处 等 于 cc, 故 系 1 的 结论 由 $13.3 定理 4(i 推出 ， 口 





815.4 航 入 问题 


(二 ) 本 节 中 我 们 研究 下 列 伐 入 问题 : 设 已 给 随机 和 矩阵 好 = (piy), i,j E 瑟 二 (012 人 
就 是 说 ， 已 给 满足 下 列 条 件 的 矩阵 P= (pij): 
0gpi;<1, >》 pj=1 (1) 
了 
试问 何 时 存在 具有 连续 参数 的 标准 转 称 和 矩阵 P(t) = (pi 人 0), i,7 € ,以 及 常数 >0, 使 
P(h)=P (2) 
人 不妨 设 有 = 1 因为 如 (2) 成立 则 到 PP(#) = P(th), 就 得 P(1) = P; 反之, 如 (2) 当 h=1 
正确 ， 对 任意 六 > 0, 取 B(t) = P(1), 就 得 BP(h) = 大 因此 ， 以 下 恒 设 及 一 1, 从 而 问题 化 
为 : 对 了 应 加 佬 么 条 件 ， 才 能 找到 标准 转移 矩阵 P(4), 满足 
P(D)=P (3) 
如 果 对 PP 霸 入 问题 有 解 ， 就 是 说 ， 满 足 (3) 的 P(t) 存在 ， 就 称 了 为 一 离散 骨架 全体 鳃 
散 愉 保 的 集 记 为 MM. 
(3) 并 不 一定 有 解 ， 实 际 上 ， 为 使 Pe MM 的 一 个 简单 的 必要 条 件 是 pi; > 0, 因为 对 标 
准 轻 移 逢 隆 必 [有 
piilt) 全 0 (t >0.7€EE) 


490 ， 





下 由 会 看 到 ， 旭 使 (3) 有 和 解 . 解 也 可 不 唯 … 
(二 ) 称 随 机 和 捧 阵 为 无 究 可 分 的 ， 如 存在 一 列 随 机 和 矩阵 Pi,Po,…., 使 


P=Pi, P=Par (n=1,2,) (9 
称 盛 穷 可 分 的 随机 矩阵 P 为 连续 的 ， 如 对 任 一 列 正 整数 mn = 0(2”),n 一 00, 有 
jin Po = 1 = (6) (5) 


这 里 的 收 僵 表 遂 元 收 伍 . 

全 体 连 续 的 无 穷 可 分 随机 算 : 阵 构成 集 N. 

定理 1 M=N 

证 如 PeM, 则 存在 标准 转移 矩阵 P(t) 使 (3) 成 立 ， 取 Po = P( 去 ), 并 利用 P(t) 的 
标准 性 ， Po = P( 去 ) ”= 了 ( 强 ) 一 了 即 知 PeN. 

下 证 NC M. 设 存在 一 列 P, 满足 (4),(5). 利用 这 -- 列 P,, 先 在 二 进位 有 埋 数 r+ 上 定 
义 P(r), 然后 利用 连续 性 扩大 P(r) 的 定义 域 到 全 体 非 负 的 上 上 而 得 P(t), t > 0, 详情 如 下 . 

对 一 进位 有 理 数 7 = 区 , 其 中 m,n 都 是 非 负 整数 ， 定 义 


P(r) = P™ 
首先 评 明 这 定义 是 合理 的 ， 即 如 "= 如 = 吏 ， 则 Pm = PY . 不妨 设 n > n,m = m2* 
-DD: 2m 22.mm nn sm 
PP 一 (P41) 一 (P22) 一 PP2 二 .. ,一 Pi (me) 一 Pp™ 


上 是 在 全 体 非 负 二 进位 有 理 数 集 RR 上 定义 了 P(r) = (pij(")), 7 € RR, 试 讨论 它 的 性 质 . 
(in P(r) 是 随机 和 矩 阵 ; 
(ii) P(r+7) = P(r)P(r), 六 ”ER. 
实际 上 ， 设 7 二 训 ， 7 一 pr 则 





P(r +7')= P( 


' 
m+m ’ 7 
?7 十 rm m Te 
Pr Pn, “ Pp 
' 


2n 

(的 的 -ao 
(iii) lim P(r)= I (r€R). 

实际 上 ， 设 7 = 328 — 0, 即 m, = o(2"7), 由 (5) 


Plrn) = P(e) = Pe" 一 7 


(iv) 每 pij(7) 在 RR 上 一 致 连续 ， 口 

证 仿 $13.1 引 理 3 之 证 . . 

由 (iv), 可 利用 连续 性 把 pij(7) (re 已) 唯 -… 地 拓 广 定义 域 到 [0, co) 而 得 pij(#),t >> 0. 我 
们 来 证 明 P(t) = (pi;(t)) 即 所 求 的 解 . 实际 上 ， 由 定义 显然 (3) 式 成 立 ， 剩 下 只 是 让 P(t) 是 
标准 转移 矩阵 . 
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(a) 由 pi(r) > 0 得 
pij(t) = lim pi(7) 之 0 


(b) 试 证 污 piy( 引 =1 令 f(t) = 汇 Pi(t). 由 Fatou 引 理 ， 
了 J 


Flt) = > limpi(r) < lim 2 pi(7) =1 (6) 


Bi 人 +) = limpiy(r +7)= lim > pir(r)pri(™") 
K 
> 》 pir(t)prj("), (rr € R) (7) 
k 


将 (7) 两 边 对 7 求 和 ， 得 
Fi(t+r') 2 E(t) (t>0) 
以 t 代 t+ ,rr 代 后 得 
F(t 22Ft-r) (rstreR) 


设 对 某 tb > 0, (to) <1, 由 上 式 
F(to 一 7) 去 F(to) < 1 (r <torEe R) 

注意 二 集合 RNM(0,to) 及 (to -7 :rE RN(0,to)) 都 在 (0,to) 中 稠密 ， 但 在 前 集 上 ， 已 (的 = 1; 
在 后 集 上 ， 由 上 式 它 不 大 于 (to) < 1, 这 说 明 Fi(t) 在 (0,to) 中 无 连续 点 . 

但 另 一 方面 ， 瑟 估 是 以 非 负 连 续 函 数 为 项 的 级 数 的 和 ， 故 下 半 连 续 : 又 由 (6) 它 有 
界 ， 故 它 的 连续 点 在 (0,to) 中 稠密 ， 这 与 上 面 结 论 矛 盾 ， 从 而 E(t) = 1, (>0). 

(c) 今 证 pij(s 十 办 = 2 Pir(s)pri(t) 
仿 (7) 知 

pij(s +t) > 》 pix(s)pr;(t) (8) 
大 


对 了 了 求 和 并 利用 (b)， 
~ 1= pi(s+t) 2 pin(s) > pil(t) =1 
7 k 


故 (8) 必须 取 等 号 . 
(d) 由 pij(t) 的 连续 性 得 im pis(é) = 6ij. 口 
注 1 当 互 是 有 穷 集 时 ， 定 理 1 仍 成 立 . 
(三 ) 考虑 五 = (nm 具 含 有 限 多 个 (n 个 ) 元 的 情况 ， 设 8 = (gij) 为 二 阶 矩阵 ， 
满足 
0 入 qi < co， (i 站) 
》 qi = gi < 0 (i,j € | (9) 
I¥2 
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全 体 这 样 的 矩阵 构成 集 五 
定理 2 ” 阶 随机 矩阵 好 是 离散 骨架 的 充分 与 必要 条 件 是 : 存在 @< 天 ,使 


刀 = eq (10) 


(< -> oo- 7) 
n=0 “ 


证 设 了 是 离散 骨架 因而 存在 标准 转移 和 矩阵 P(b, 使 P= P(1). 
由 于 $13.2 定理 4 对 有 穷 集 巨 仍 有 效 ， 故 对 此 标准 转移 矩阵 (pij( 四 )), 存在 有 穷 极限 


. Pilt) ，，，， 
0< 9 = lim ?5 ) (i 7) 


由于 ps() =1 故 必 存 在 极限 


2 pij(t) 
1 一 Li 所 。 #1 
0&<—gi= lim 1 Pa(t) _ lim a 


t 一 0 十 it t 一 0 十 t 





一 Dg <oo 
j¥1 


像 忆 为 可 列 集 时 一 样 ， 仍 称 和 矩阵 8 = (qi;) 为 (pij(t)) 的 密度 矩阵 . 
在 813.3 (2) 中 令 一 0, 即 得 向 后 方程 组 


P'(t) = QP(t) 


这 里 等 号 成 立 是 因为 为 有 穷 集 在 开始 条 件 P(0) = 工 下 解 这 组 方程 得 唯一 的 标准 转移 
和 矩阵 解 为 
P(t) = e®: | (11) 


特别 
P= P(1)= eo 


反之 ， 设 可 表 为 (10), 其 中 QE K. 造 P(t) = e%t. 易 见 它 是 标准 转移 矩阵 ; 而 且 
P= P(1); 故 P 是 离散 骨架 ， 口 

我 们 还 附带 证 明了 : 任意 矩阵 P(t) 是 标准 转移 矩阵 的 充 要 条 件 是 它 可 表 为 (11) 的 形 
状 ， 其 中 QeK. 

系 1 n 阶 随机 矩阵 PP 是 离散 骨架 的 必要 条 件 是 : 

1° 对 角 线 上 元 pz >0 (ie 万 ); 

2° 行列 式 P| 人 0. 

证 1o 已 在 上 面 证 明 !. 设 允 是 离散 骨架 ， 因 而 存在 QEK 使 P=es. 和 矩阵 Q@ 的 特 
征 根 六 与 P 的 特征 根 &; 间 有 关系 &j; = ee, 故 司 头 0, 从 而 | 有 天 0. 口 

(四 ) 当 史 =2 时 ， 媒 入 问题 的 解答 最 为 完善 . 


1 当 百 有 穷 时 ， 对 标准 的 P(t), pii(t) > 0 (t 之 0) 仍 正 确 ， 因 由 标准 性 ， 存 在 5 > 0, 使 pii(t) > 0, (it < 6). 再 由 
pii(s) 之 [pi (#)] , 知 pij(s) > 0, 一 切 s 之 0. 
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定理 3 二 阶 随机 矩阵 全 是 离散 骨 黑 的 充分 与 必 归 条 件 是 : 存在 二 常数 p > 0,gq > 0， 


全 
1 一 Ln 一 e“(?+t9)]. 了 1 一 ce 一 4P+9] 
+ 十 
P= a Pi 了 ; 4 (12) 
一 二 一代 ep+9)], 1 一 1 e 一 (P+9j] 
了 十 9 . p+g 


(理解 1 = 0). 
证 由 定理 2,P 是 离散 骨 哥 的 充分 与 必要 条 件 是 全 = e%, (QE KK). 此 时 Q 必 嘻 下 撒 





o-( 了 ?) (p>0,4g>0) (13) 
由 归纳 法 知 
QO"=-1)" (p+9" 9 
Ba 
(py)=P=e® = T+ 2 1)"-1 + To 
其 中 


pui=1-p- (p+g)(-p)/21+ (p+q9) (-p)/3! 一 
-2] (ptq) 
1 s+ e 2P 4 ) 
类 似 求 出 p12,pzi,p22 后 即 得 证 (12). 口 


系 2 P=( ”1 。) (0<r<10<s<1) 是 离散 间架 的 充分 与 必 归 条 件 是 


r++s<1，( 亦 即 |P| > 0) 
证 如 兄 是 离散 内 架 ， 则 它 可 表 为 (12), 故 
r+s=1—e (Pt9) < 1 


反之， 设 r+s<1. 如 >=s=0, 显 然 刀 = 了 是 离散 骨架 ; 如 >+s> 0, 由 下 二 方程 








p 一 9 一 
T= 一 一 (1] -er(p+q))，s 二 一 (1 一 er-(p+9) 
Fra ) | ) 
可 解 出 
=—— logll >0 
p= -7 lgll— ("+e)) > 
9 = -logll (r+s)>0 


道 过 此 p,q 可 把 PP 表 为 (12) 的 形式 故 由 定理 3 即 得 所 和 欲 证 口 
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如 果 P(t) 满足 (3), 我 们 称 P(t) 是 P 的 连续 扩充 . (10) 中 好 的 连续 扩充 是 P(t) = eQt; 
(12) 中 了 的 连续 扩充 是 


1 ll — e-(p+9)t], ll 一 er-(P+9j 
PT pTH 
P(t) = gq 


-4 e- p+a)t], 1- 一 上 -人 一 e™ (P+9) 引 
p+g p+g 
(五 ) 现在 讨论 P 的 连续 扩充 的 唯一 性 仍 设 巨 = (1,2,…,n) 只 含有 穷 多 个 状态 ， 我 
们 知道 ， 这 时 每 一 标准 转移 矩阵 P(t) 都 由 它 的 密度 矩阵 Qf(e K) 唯一 决定 ， 而 且 P(t) 可 
道 过 8 来 表达 ，P(t) = e2 如 果 好 有 二 连续 扩充 ， 那 么 就 有 Qi < K, 9 e K, 使 P=eQ， 
刀 = e%， 故 
eq ~ ecQ9a> (14) 


这 样 ，P 的 连续 扩充 是 否 唯一 的 问题 就 等 价 于 e9 是 否 唯 一 决定 8 的 问题 . 
当 =2 时 ， 连 续 扩 充 是 唯一 的 . 实际 上 ， 如 上 所 述 ， 这 时 任意 8 € K 必 可 表 为 (13)， 


ce 必 可 表 为 (12). 设 
Q=- (2 了 Q(B) (15) 


而 且 (14) 成 立 ， 于 是 由 (12) 得 








P| 一 e 一 (P+9)] 了 [1 一 e+9)] (16) 
p+g p+g 
— _[1 -er@+g)] = 人 [1 — e-(p'+a)] | (17) 
p+4 Pig 
不 妨 设 gq >0, 以 (17) 除 (16) 得 ， 
4 = 了 或 p= 9 (18) 


以 (18) 代入 (16) 得 p+g=p’ +q. 由 此 式 及 (18) 即 得 p =p',g =g, 亦 即 Qi = Qs. 
但 在 一 般 情况 ， 连 续 扩 充 不 唯一 ， 如 下 例 : 
例 1 取 


_ 2 一 委 入 V3 1 一 3 和 . V3 

a(A) = ae COS pe b(A) = Be 2° sin A 

1 +a(X) 二 OA) $+) 

ent=| -tN) 1+aN) 了 -2 -oO 
二) 4- +6) § + a(M) 

#+a(p) + -bp) 

e = | $3- -bp) §+a(p) $3 — “+6(p) 
$+) §- -un) +alp) 
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pti err ee 


DTA 


注意 eQ! 依赖 于 入 故 定 记 为 ce:(A)， 同样 ， 记 ee 为 eez( 由 当 和 = 器 人 = 下 2 
时 ， 5( 和 ) = 0, 故 
2KT 2KTr 
QI 全， 2 
万 ) « (%) 


显然 尹 = eq! (六 ) 是 随机 捧 阵 ， 它 对 应 于 二 不 同 的 矩阵 Qi e 天 , Q2 € 太 , 故此 P 至 少 有 
二 不 同 的 连续 扩充 为 


Pl) = et= ed (NM); P= er = ee (pt) 


-1 1 0 -1 1/2 1/2 
Qi=|[0o0 -1 1|, Q@=|1/2 -1 1/2 
1 0 -1 1/2 1/2 -1 


则 对 应 于 Qi 的 转移 矩阵 P(t) 中 ， 


例 2 到 





1 2-3 V3 
P11(t) = p22(t) = p33(t) = = + 3t/2 cos 一 一 
3 3 2 
. 1 2 - V3 27 
p12(t) = p23(t) = p31(t) = 卫士 本 3t/2 Cos ( 生 : 一 字 ) 
、 1 2  。/ V3 27 
p13(t) = p21(t) = p32(t) = 3 十 了 3t/2 cos (St 十 字 ) 


浆 对 应 于 @2 的 转移 矩阵 记 (t) 中 ， 





1 2 _ ，， 
p11(t) = p22(t) = p33(t) = 了 十 3e 


1 1 
3 ae "(#7) 


= 时 ， 妃 伯 = 肠 (大 为 任意 整数 ， 


pij(t) = 


.496 





十 六 革 生 灭 过 i 
第 十 六 章 生 灭 过 程 的 基本 理论 
$16.1 ”数字 特征 的 概率 意义 
(一 ) 设 铸 = {zi(w),t 之 0} 是 定义 在 概率 空间 (9, 和 ,pp) 上 的 齐 次 马 氏 链 ， 具 有 标准 的 


转移 概率 矩阵 (pij),i,jE 避 = {0,1,2,…}. 称 久 为 生 灭 过 程 , 如 果 它 的 密度 矩阵 8 具有 下 
列 形式 : 


—bo bo 0 0 0 0 
a (oath) bh ... 0 0 0 .B.. 

Q=|... i i (1) 
0 0 0 :an 一 (on 十 加) bn 


也 就 是 说 ，Q 满足 下 列 条 件 : 


qiitl = bi qil= ai | 


(2) 
qi = —(ai+bi),gi; = 0(|i— 有 |>1) 


这 里 5; > 0(i > 0), a; > 0 (i> 0). ao 虽 无 定义 , 为 方便 计 ， 补 定义 oo = 0. 以 后 令 ci = ai 二 bi. 
我 们 称 (1) 中 的 矩阵 为 生 灭 矩阵 . 
容易 看 出 ， 为 使 (2) 满足 ， 充 要 条 件 是 : 当 上 一 0 时 


bi + o(t) 如 7 =i+1 
pij(t) = | ait + o(t) 如 7 =i 一 1 (3) 
1— (gi+t+b)t+o(t) 如 7=i 


对 于 8@ 重要 的 是 下 列 数字 特征 : 


i—l 
QiQi—1:** Qi—k ( 1 . ) 
,= =—,i>0 4 
> 和 Bibi i bpbikl \ ， (4) 





1 之 bibir1 .bi . 
6i= 一 二》 一 (i > 0) (5) 
Qi 0 Vitl Qi 二 大 Qi 十 大 十 1 
R=- Ym Ss- 0 
+ 一 0 1 一 | 


以 及 





n—l 
2Zo =0 2 =1+》 Zo lim 2, (7) 
大 1 下 CD 


bibz -bp ’ 


(二 ) ” 试 分 别 曾 述 各 数字 特征 的 概率 意义 .从 现在 起 ， 我 们 假设 XX 是 典范 链 ， 因 而 它 
有 强 马 氏 性 ， 而 且 在 第 一 个 飞跃 点 前 样本 函数 是 右 连 续 的 ， 采 用 $13.3 中 的 记号 ， 以 n(w) 
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表 第 :个 飞跃 点 ， 以 4.(w) 表 首 达 状 态 寺 的 时 划 ， 即 


) - 的 :t>0, z(t,w) = n), 如 右 方 t- 集 韭 空 


8) 
co， 否则 


注意 生 灭 过 程 人 下 列 特点 ， 它 将 多 次 用 旬 而 不 再 明确 说 明 : 自 纪 出 发 经 一 次 卡 跃 只 能 到 
i 二 1 或 i 一 0 出 发 则 只 能 也 必定 到 1 因此 ， 为 使 自 ; 经 有 穷 多 次 跳跃 到 居 四 必须 
经 肋 与 1 之 间 的 一 切 状 态 RG < < 或 > 天 > 由 几 此 可 见 ，、 如 7 < 六 则 以 已 概 这 工 
Tz(w) 等 于 首 出 (0,1,… ,nn 一 1) 的 时 间 ， 办 即 首 达 (+ 1 的 时 襄 ， 因 而 根据 815.3 5 
理 2 得 . 


Ww) = lim mw) (a.s.) (8’) 


这 里 (a.s.) 对 卫 或 户 (i >0) 而 言 均 可 . 

定理 1 mi; = Einm4i; R= Eon 

证 回忆 c=ai 二 + 本 ; 令 d;= Emri. 内 市 di 是 自 i 出 发 首 达 i+1 所 需 的 平均 时 间 . 
我 们 证 明 : d; 满足 差分 方程 





1 
do = 一 
0 
(9) 
b; 1 1 1 7 
由 二 和 + 人 di 十 由) (i > 0) 
Ci Ci Ci ei 


实际 上 ， 以 关 表 第 :次 跳跃 点 ， 册 (n> 和 =e %! 及 Bom = Bon 得 (9) 中 前 式 ; 又 由 
M+1 一 刀 二 0 (Pas. < (10) 
及 强 马 氏 性 得 
di = EiTy + Bibr Misl = > + bibErcr nis 


1 、 
三 一 + Ei+imNni+t+iPi(dw) +/ Ei_1ni41Pi(dw) (11) 
Ci (zx(T1)=:2+1) (x(71)=i—1) 


由 于 Bipimir1 一 0 及 P(x(n) = i-1)= 全 ， 故 


1 i 
di 二 一 十 FE, 10i+1 (12) 
Ci Ci 
其 次 ， 对 7>0 及 n>0 有 
到 一 nC—1 
EjNj+n = E; [Pom 一 m1 一 >》， Pj [Ej (nsit1 — ny+i | Nnj+i)] 
?一 人 i=0 
nl nl mn- 1 
= DB; [Bj(0% 5 nti#1 | NTH = 》， Ej[EjriN+iti] = >》 dj+i (13) 
z=0 i= ?一 人 
由 (12),(13) 得 
1 Qi 
i 二 一 十 一 (di_ i 
d ata( i 十 di) (14) 
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这 就 是 (9) 中 第 一 式 ， 
解 方程 (9) 得 





= 


- 工 
:二 这 QiQdi—1 Qi 一 天 = m; (15) 
全 bibi1 “bikbik--1 


这 起 说 明了 (4) 中 数字 特征 m; 的 概 康 意义 : mi = 已 ii 即 mi 是 白 i 出发， 首次 到 达 
i 十 工 的 平均 时 间 ， 由 (13),(15) 


nl 


Eo'm = 3 di = 一 2 WA 


根据 积分 单调 收敛 定理 ， 
n—l 
Eon= lim Eonn = lim >》 mi 一 R. 口 
i=0 





由 定理 1 知 : RR 是 自 0 出 发 ， 沿 生 灭 过 程 的 轨道 ， 首 次 到 达 “oo” 的 平均 时 间 ， 下 面 
证 明 : 相反 地 ， 在 一 定 意义 下 ， 从 “co” 到达 0 的 平均 时 间 恰 好 是 5. 所 谓 在 “一定 意义 下 ” 
的 准确 含义 应 如 下 理解 : 


考虑 NN +1 级 矩阵 
—bo bo 0 0 0 0 
a1 (al + b;) bi “ 0 0 0 
Qn=|... .. i ， ,. ， (16) 
0 0 0 1 aN-1 ~(@N-1+bN-1) bN-1 
0 0 0 .. 0 aN +bN 一 (aN 十 bv) 


它 由 Q 中 前 入 十 1( 横 ) 行 与 前 和 N+1( 直 ) 列 上 的 元 构成 ， 但 要 将 第 N + 1 行 与 第 N 列 上 的 
元 ev 换 成 an + bn. 设 Xw={znwtbo)t2>0} 是 以 Qn 为 密度 矩阵 的 典范 马 氏 链 ， 相 空间 
为 (0,1,…,N). 直观 上 ， Xn 的 轨道 可 如 下 得 到 : 设 质 点 沿 XX 的 轨道 自 i < NN 出 发 而 运 
动 ， 每 当 它 到 达 入 时 ， 下 一 步 跳跃 人 为 地 要 它 回 到 N -1 然后 照 原 运动 ， 这 质点 运动 的 
轨道 就 是 Xw 的 轨道 ， 

由 (16) 可 见 0 与 NN 都 是 Xn 的 反射 壁 ， 定 义 


mo) = inf(t:t> 0,7n(tw) =i) (Og<igN) (17) 


它 是 XN 首 达 i 的 时 刻 . Xw 的 转移 概率 P(t) 及 集中 在 一 点 i 上 的 开始 分 布 所 产生 的 
测度 记 为 PN, 关于 PW) 的 数学 期 望 记 为 EL 
定理 2 Aim_ EWin™) = S. 


证 定义 
= En ™ (18) 


et) 是 白 i 出 发 ， 沿 Xw 的 轨道 ， 首 达 i 一 1 的 平均 时 间 . 像 证 明 (9) 一 样 ， 可 见 ev) 满足 
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差分 方程 组 : 





(NW) 1 
已 二 一 一 
CN 
Qi 1 b; 1 ~N 
el 站 一 下. 二 二 (= e+ cf) (19) 
Ci Ci Ci Ci 
解 (19) 后 得 
-2 一 ; 
1 bibs: bs > bib; .eb -一 四 
el™) 二 一 十 _ 十 十 大 十 +1 N-!1 (19)) 
Qi UiQitl Qi 二 Qi 类 十 QiQi+l''"QN-IAN 


k=0 


回忆 ei 及 5 的 定义 (5) 及 (6), 即 得 


lim ev) ~ e; (20) 
(N) (NN) ~ ( 
. N) (N) _ i. N) 
EN WW = SD By 
1 二 


直观 上 ， et 是 当 N 为 反射 壁 时 ， 自 i 出 发 首次 到 达 i- 1 的 平均 时 间 ， 训 elN) 是 自 N 
i=1 
出 发 首次 到 达 0 的 平均 时 间 ， 因 此 ， 由 (20),(21), 可 分 别 理解 e, 5 为 : 当 “oo” 是 反射 避 
时 ， 自 二 出 发 首次 到 达 i 一 1 及 自 “oo 出 发 首次 到 达 0 的 平均 时 间 . 
现在 来 看 ,2 的 概率 意义 ， 定 义 
Pi (m,n) = Pi (nm < Ih) (mkgn 或 m2>k>n) (22) 


gk(m) = Pe (nm < 7) (23) 


因而 pr(m,n) 是 自 玉 出 发 ， 沿 天 的 轨道 ， 在 首 达 ”以 前 先 到 m 的 概率 ; gx(m) 是 自 k 出 
发 ， 沿 天 的 轨道 ， 经 有 穷 次 跳跃 而 到 达 m 的 概率 ， 显 然 ， 天 (mn) 及 qx(m) 也 是 嵌入 马 
氏 链 {yw.}( 风 $15.3(4)) 的 同样 事件 的 概率 ， 至 于 qx(k), 我 们 理解 它 为 自 & 出 发 ， 沿 闫 的 轨 
道 ， 离 开 上 后 ， 经 有 穷 多 次 跳跃 而 回 到 上 的 概率 ， 通 常 称 为 回转 概率 . 

定理 3 外 设 m<k<n, 则 








ZZ Zk 2Zm 
Pi (m,n) = pa P.(n,m) = ZZ (24) 
(ii) 

Z— Zk 
Z Zn 如 k > 

gk(m)= 4 1, 如 k < mm (25) 
Qak bx ZL — Lk+1 
一 一 ,一 -一 一 - k= 
ek + Ck Z—2Z 如 区 

(理解 号 = 1); 


(ii) 当 且 只 当红 = oo 时， 嵌入 马 氏 链 的 一 切 状态 都 是 常 返 的 . 
证 对 周 定 的 m,n, 简 记 Pi(m,n) 及 Pr(n,m) 为 大 及 政 . 对 X( 或 嵌入 链 {yn}) 用 强 马 
氏 性 (或 马 氏 性 ), 立 得 


ak br 
Pk = Dk-L1 + Dk+l 
Ck Ck 
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或 
aGRDK- 1 十 IDRTI 一 CKP 二 0 (m<k<n) (26) 
显然 ， px 应 满足 边 值 条 件 
pr 一 1, pn 一 0 (27) 
解 (26),(27) 即 得 (24) 中 前 式 . 
同样 可 证 {Br} 也 满足 (26), 但 边 值 条 件 应 换 为 


pm 一 0， pn 一 1 (28) 


解 (26),(28) 即 得 (24) 中 后 式 . 
对 m<k<n, 当 nn 一 vo 时， 除 差 -- 0 测 集 外 


(z(0) = k, Im < rn) + (x(0) = k, nm < 7) 


对 两 边 集 取 条 件 概率 Pe, 并 利用 (24), 即 得 (25) 中 第 一 式 ， 为 证 第 二 式 , 在 (0,1.…,m) 上 
兆 虑 搬入 链 ， 只 是 把 m 改造 为 反射 壁 (pmm-l = 1), 所 得 的 新 链 不 可 分 ， 常 返 ， 因 而 对 此 
链 自 kk < m) 出 发 ， 经 有 穷 多 步 到 达 m 的 概率 frm = 1. 但 在 到 达 mm 以 前 ， 新 链 与 嵌入 链 
有 相同 的 轨道 ， 故 ok(m) = fxm =1 最 后 ， 对 嵌入 链 用 马 氏 性 得 


b 
gr(k) = ge 1(k) + geri(k) 
Ck Ck 


以 (25) 中 前 二 式 代 入 此 式 即 得 (25) 中 第 三 式 ， 口 

在 实际 应 用 中 ， gr(0) 称 为 灭绝 概率 , 即 开 始 时 有 大 个 个 体 ， 终 于 (经 有 穷 次 转移 后 ) 
完全 灭绝 ( 即 到 达 状 态 0) 的 概率 . 

(三 ) 试 讨论 数字 特征 间 的 关系 式 ， 考 虑 到 (5) 中 ei 的 通 项 ， 引 进 下 列 数量 : 





bob1:- :bn 
Wo=1, pn = Ht (29) 
al1a2 -an 
于 是 
二 CC boD -bn 
>》 和 =1+》 一 一 一 一 1 二 boel (30) 
SC 1 CC al .ak Z 
= 二 |1 一 |= 二 31 
2 Bi 点 ( + 之 2 ) bo B31) 


{4} 的 概率 意义 见 85(43), 那里 证 明了 : 在 一 定 条 件 下 ， { 过 一 } 是 过 程 的 极限 分 布 


lin 











由 直接 验算 ， 容 易 证 明 下 列 等 式 : 
i bo bobi po pc 1 | 1 
vs 人 + toat t+ Ql ) = FZ Zi) 2p (32) 
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CC 


R= Dm D2 让 一 民 3 一 ij 


10 :一 0 .=0 “一 人 


把 有 R 叶 成 于 角形 求 积 的 形式 ， 并 技 对 角 线 求 和 ， 


CDxw 


1 Qn nsdn 
R= (; tL +1dnt2 1] 


m0 bbntl bnbns1bn+2 








CT 
bobi + bi (To QIQ2 CQr+l CI1C2 Qnr 十 2 
bob1 :Bb,, bob1 -brnrl bob1 :brnt2 


CC2 CT 
ni 二 0 


= 


n=0 = 


- ei 与 9， 则 有 





bipti 





1 b: bibi+1 
十 - 十 
Qi CiQi 十 1 CiQit1ti+2 


COQCI -Qi_1 2 Li 一 < 
站 


n=z 


( 令 ao = 了 








2 Zi Zi 1 之 
S= ei 二 bo 和 


?一 上 1 一 1 


由 以 上 可 见 ， 2 与 ps 是 基本 的 ， 因 为 其 它 的 数字 特征 可 通过 它们 表示 出 来 ， 由 定义 ， 


然 有 











1 
R>—2, S>el 
bo 
引 理 1 R+S= (et )2 
0 
证 
。 a (e 四 二 ) = 甸 “on ， Q2 On 
"a, blib, ! bib2...b 
Q3 :Qn Qn 1 
b2b3 0 bn, bn—1bn bn 


以 它 代 入 3 = > 得 一 二 重 级 数 ， 按 对 角 线 求 和 ， 并 注意 


n=1 


问 时 利用 (34) 中 第 一 等 式 ， 即 得 





口 





So-eZ- (R- 2)= (a +E)z R 


由 (39) 立 得 :一切 ei(i = 1,2,…) 或 同时 有 穷 ， 或 同时 无 穷 ， 
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(33) 


(34) 


(35) 


(36) 
(37) 


(38) 


(39) 





系 1 下 列 三 条 件 等 价 : 
1) R+S = oo; 
2) Z+el= oo0; 
ce 71a1 an DID 
3) bo 十 i) 二 
证 1)2) 的 等 价 性 由 (38) 推出 ; 而 2),3) 的 等 价 性 则 来 自 (30),(31). 
注意 ， 如 上 所 述 ， ei(i = 1,2,…) 或 都 为 无 穷 ， 或 都 为 有 穷 ， 故 2) 中 的 el 可 换 为 任 -- 

















系 2 设 尺 =eco, 又 el<oo, 则 72= oo. 

系 3 设 RR<o 则 5 <o 的 充 要 条 件 是 el < cc. 

证 利用 (37),(38). 口 

注 在 系 2、 系 3 中 ， 将 R,S 对 调 ，e1,2 对 调 ， 所 得 结论 仍 正确 . 

Feller 在 [3] 中 曾 根 据 这 些 数字 特征 而 区 分 四 种 情况 : 

i) 正则 : 2 < co，el < ooi 

ii) 流出 : 2 < oo, R<o0, el = oo; 

ii) 流入 : 了 = co，S < co 

iv) 自然 : 其 它 情形 . 

系 4 (i) “正则 ”等 价 于 R<o%,5S<o; “流出 ”等 价 于 R < oo，5 = oo; (二 ) “流入 ” 
等 价 于 尺 = oo,，5 < o0; (iv) “自然 ”等 价 于 R= oo，5 = oo. 

证 (由 (38) 推出 ， (ij) 由 系 3 推 出 ， (说) 由 系 3 及 注 即 得 (iv) 由 于 上 述 三 种 情 
形 分 别 等 价 ， 故 各 剩 下 一 种 情形 也 应 等 价 . 口 


816.2 向 上 的 积分 型 随机 泛 函 


(一 ) 设 基 ={ze(c)t>0)} 为 生 灭 过 程 ， 考 虑 它 的 首 达 状态 ”的 时 刻 加 (w) 及 首 达 co 
的 时 刻 亦 即 第 一 个 飞跃 点 m(w), 它们 的 严格 数学 定义 见 $1(8) 及 (8). 又 V(i) > 0 是 定义 在 
状态 空间 五 上 的 函数 (ie E), 我 们 自然 假定 V 不 恒 等 于 0. 我 们 的 目的 是 研究 下 列 二 积分 
型 随机 泛 函 的 分 布 : 


nn (w) 
£0 (w) = 上 V[z(bwjjd 上 
7n(w) 
eo) = vietoole (2) 
记 & 的 分 布 函数 为 
Fen(z) = P(E™ & 7) (3) 
考虑 En(z) 的 Laplace 变换 
pkn( 入 ) = Br exp(—AE(™) = ap (3’) 
0 


Pkn( 和 A) 至 少 对 入 >0 有 定义 ，-- 般 地 ， n(x) 可 自 pxn( 和 ) 经 反 Laplace 变换 而 得 . 
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注意 ， 如 站 三 1 则 各) 与 分 别 化 为 mr 与 也 

本 节 中 只 讨论 开始 状态 <2 的 情形 ， 这 时 所 n(xz) 是 自 大 出 发 ， 上 限 为 首次 到 达 更 
大 的 状态 1 的 时 刻 的 积分 的 分 布 ， 或 者 说 积分 是 向 上 的 ; 下 节 将 研究 向 下 的 ( 即 向 状态 0 
的 ) 积 

基本 引 理 设 4 为 EF 的 任 一 非 空 于 集 ，7T(w) 为 首 达 4 的 时 刻 ， 即 


7(w) = inf (1 ; z(t,w) E 4), 如 右 方 1 集 不 空 
= x 否则 


T(w) 
fr,a(N) = Erk exp ( 一 :| V [z(t,w)) tt 
0 


则 (和 ) 三 fi,a(X) 满足 差分 方程 : 


Qkfk1(N) — crefr(A)+ brfret1(N) — AV (KE)fE(A) = 0,(k € A) 
fr(A)=1, (Re 4) 


证 以 8 表示 过 程 的 第 一 个 跳跃 点 ， 它 是 马 氏 时 刻 ， 6- 前 o 代数 记 为 Fo. 令 


F(z)= PB ST)=1—e *” 


令 


Ee™ AVR) 一 三 一 AY(DzdPrry 二 Ck 37 
4 » (7) = HT 03") 
以 下 采用 记号 有 三/ V(zw) 对 
设 kEA, 则 有 
fr(N) 三 Ere A 一 ErEr(e 2 | £3) = ErExr(e sf 个 上 | £8) 


= Erle sf Erle sf | Fo)] 一 pe ep es 


利用 (3”) 以 及 








Pe(z(B) = k+1) = ~ Pla(B) = kD) = 
即 得 
f= 二 从 儿 + 和 全 太 -人 
bx 
= XV Tex fr+1( 和 A) 十 NR Fe hei)) 


最 后 ， 如 ke 4, 则 因 PP(7=0)=1 喜 所 和)=Bl=1. 口 
定理 1 存在 常数 有 >0, 使 当 入 > 一 h 时， 一 切 wxn(A) (和 mm) 都 有 穷 ; 而 且 满 足 差 分 
方程 组 ! 
CDk-Ln(A) 一 CEORn(A) 十 办 PEHn(A) 一 AF(RJPpkn(A) =0 (Og<k<n) 
Jrn(A) 一 1 | 


:此 方程 组 是 815.3(36) 的 特殊 情形 . 
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因而 





6tt+ VO) (nt1) 
这 里 
Do bo 0 0 0 0 0 
a Di b: 0 0 0 0 
= (5) 
0 0 0 0 Qn—2 D2» bn_2 
0 0 0 0 0 an-! nl 
0 
0 
其 中 Di = -(AVYG+co = 01 mn- 了 而 上 (AM) 是 以 列 向 量 : 代替 6%.(A) 中 第 
0 
—bn_1 
k 列 所 得 的 行列 式 . 


为 证 此 定理 需要 二 引 理 . 
首先 注意 ， 按 最 后 一 行 展开 (5), 得 


6n(A) = —(AV(n 一 1) 十 Cn-1)6n_1(A) 一 an_1bn_26n_2( 和 A) 
61(M) = —(AV(0) + co) (6) 
50() = 1( 设 ) 


引 理 1 存在 常数 9 > 0, 使 当 入 > 9 时 ，56.(X) 不 等 于 0 而 与 (-1D)" 同 号 . 
证 对 60( 和 ),61( 和 ) 结论 明显 ， 设 对 一 切 6.0 和) (0 和 大 入 一 1) 正确 ， 下 证 对 如 (A) 也 正 
确 ， 由 于 6%.( 和 ) 是 入 的 连续 函数 ， 帮 只 要 证 当 入 >0 时 ， 6n( 和 ) 与 (-1)" 同 号 ,计算 


Cs = -V(05(AN + V(D(AV(O) + co)5zz() 


一 V(2)65ss(A) 一 Y(3)544(A) 一 一 下 (人 一 3)5-2n-2(A) 
vt -ovym 1) + esl6n_ av -15 10 (7) 





其 中 65(A) 是 自 56.(X) 中 删 去 第 1 行 与 第 i 列 后 所 得 的 n 一 1 级 行列 式 .， 622( 和 ) 是 自 56.(》) 
中 删 去 前 二 行 与 前 二 列 后 所 得 的 n -2 级 行列 式 ， 因为 (A) (和 > 0) 的 符号 只 依赖 于 
它 的 元 的 符号 而 不 依赖 于 它们 的 数值 ， 故 511( 和 ), 622( 和 ),63s (入), 644( 和 )…… ,6n-2n-2( 和 ) 分 别 与 
bn_1(A),6n_2(A),6a(A)5 -3(A)，63(A)6-4( 和 ) ,5n-s(A)52(A) 同 号 . 由 归纳 法 前 提 ， 知 (7) 右 方 
各 项 都 与 (-1)" 同 号 , 因而 二 5n(A) 也 与 (-1)” 园 号 . 既然 其 6。(A) 连续 ， 可 见 当 入 > 0 时， 


6,(X) 6.(0) = / 名) dz 


0 
仍然 与 (-1)” 同 号 ， 最 后 只 要 注意 ， 由 (6) 及 归纳 法 ， 易 见 60(0) = 1 


6 (0) = (—1)"6,_1b, 2.-.b1ibo 
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引 理 2 X 设 为 任意 典范 链 ，E(o) 为 F{z(t,w),t 之 0} 可 测 沙 数 ， 又 7T(w) 为 于 的 己 氏 
时 刻 ， 如 果 V (zi)04& 是 (t,w) 可 积 的 ， 则 


EE; 人 V (ze)0é dt = FE; 人 (zi 五 ed (8) 


证 以 玉 (t) 表 (0,oo] 的 示 性 函数 xco0,oo(t). 由 于 


(r—-tgO0eEM+:o= (F(z us) 


s>t 


BiBilV (zt)H(r ~ t)0é | Wi] = EilV (sO)H(7 ~ t) Bi(0ué Wo (9) 
由 此 得 
也; / V (zi)0é dt = 也; [ V(rz)H(T 一 t)0é at 
一 [ EV(z)H(T 一 t)0é dt = / Ei:[E:(V (zi)H(7T 一 t)0é | Niro)] dt 


=- BlV (edHtr -OB(0é | No a= B Vlad Bet dD 


定理 1 的 证 令 h=, min, (vey;0) > 0, 其 中 应 理解 8= co (c > 0). 对 入 > -hh 考虑 
线性 代数 方程 组 
QkWK-Ln(A) 一 ckWkn( 和 A) 十 BEVKETIn(A) 一 和 AV(E)Wkn(A) = "| 


(10) 
Van(A=1 (0<k<n) 


由 引 理 1, (10) 的 系数 行列 式 不 等 于 0, 因此 它 有 唯一 解 


(k+1) 、 
wrn(A) = 多 (0<k<n, m+D)(M) 一 6(A)) (11) 
如 果 能 证 明 一 切 ekn(A) (k < n) 都 有 穷 ， 那 么 根据 基本 引 理 知 pkn(A) (k < n) 是 (10) 的 解 ， 
因 之 ， phpn( 和 A) 二 Wren (和) 而 定理 得 证 . 
为 证 ean(A) 有 穷 ， 分 成 两 步 . 
1° 简 记 wen(A) 为 ww(k), 试 证 





Vk) = -ME [ ws)V (st) dt+1 (12) 


实际 上 ， 以 7n 表 X 的 第 一 个 跳跃 点 而 考虑 线性 算 子 %, 它 把 行 向 量 (8(0),… ,b(n 一 1) 变 
为 (&Lb(0)， ,b(n 1)) 


Ab(k) = 2 = [oC 十 了 十 6 -1)— 5 /二 
一 axrb(k 一 1) 一 cxkb(Kk) 十 brb(k 十 1) (13) 
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于 是 (10) 可 改写 为 


A (k) 一 AV (KY(E) = | (14) 


pn)=1 (0 入 有 < m) 
以 6(k) 表 (12) 的 右 方 值 ， 显 然 C(n) = 1 = %(n) 而 (12) 于 k=n 时 正确 ， 其 次 


| - ABs Bs, 上 yz0V (ze) dt + AE, / ” vladV(e) | 





1 
EkTl 
= AE, / ye)V (sdt/ Een = AV(R)W(K) 


故 由 (14) 及 % 的 线性 得 
AW(k) = CK)]=0 (Og<k<n) 


这 个 线性 代数 方程 组 的 系数 行列 式 56,(0) 关 0, 它 只 有 零 解 ， 从 而 
wk) =C(k) (0< hk<n) 


2° 如 入 > 0, pim(A) 显然 有 穷 ， 故 只 要 对 -h< 和 A<0 证 有 穷 性 ， 定义 


Um(k) 一 一 入 广 V(zi)um-i (zi)dt 十 | (15) 
0 


根据 (12). 并 用 归纳 法 ， 可 见 
um(k) < p(k) (0 入 大 乏 m) (16) 
由 定义 ， 
wo(k) =1, wu(k) = 1 AB, 广 V(zi) dt 
mm mm nn 
wu2(k) = 1 — AE, [ V(x1) dt + A2E. [ vlan |B, [ vcd dt 
但 由 引 理 2 
E, / ” Vn) |E., / ™ vteoa dt = E, / ™ [View / ™ Ve) a dt 
= E, f° f° V(z)V (zi) dsdt = 1 | 广 ve 


Tn X22 nn 2 
u2(k) 一 二 一 ‘Bp. / V (zi) dt 十 Et I/ vcd 
0 “ 0 
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一 般 地 有 


um(k) = Ds -> Te 1 Eexp ( 一 人 reeo di = %kn( 入 ) 








由 (16) 可 见 
em(A) < bk) (0 < kN) OD 


(二 ) 现在 来 求 &") = J0"V(ze)dt 的 各 级 矩 ， 令 


ml) = 本 KE (1= 1,2,..) (17) 
定理 2 
(D) (DD) 
mn 一 Cm, (0O<k<n-1l) ii8) 
md =0 
其 中 1 


四 一 1 ! 一 
CD) 一 IV (om 1 十 3 aiai-1 "airlV (一 大 一 Dm (19) 
= 二 bibi_1:-- DikDi_k_1 


证 令 pO(0) = 各 pxn( 和 )]-o, 则 








ml = (-1to (0) (20) 


我 们 已 知 {pxn( 和 A)} 是 (10) 的 唯一 解 ， 以 它 代 入 (10) 中 的 {Wrn( 和 A)}, 对 入 求 1 次 导数 (由 (11) 
知 pxn( 和 ) 可 微分 任意 多 次 ), 并 令 和 = 0, 乘 以 (-1)' 后 由 (20) 得 


也 


md 一 (Og<k<n) 


nn 


apm 1 cpm, + bem ,+IV(E)m EY = "| 人 


解 (21) 得 
mi = Se+D(O)/5n(O) (0 < k<n) 


V (Om 
其 中 各 + 是 以 一 | : 代 赫 5.(0) 中 第 +1 列 后 所 得 行列 式 . 展开 此 二 行 
Vln Dm), 
列 式 即 得 (18),(19). 口 
由 定理 2 知 : 高 级 矩 mW 可 通过 低级 矩 mk 表示 . 特别， G4 与 nn 无关， 简 记 它 
为 Gi, 由 (19) 得 
V » ?一 1 
G; 三 十 2 


aia a pV ik 1) 
=0 


bibi 1 bi_ kbi kl 








(22) 





:自然 ， mm = 1 由 此 及 (19),(18) 可 求 出 m 由 .一 般 地 ， 已 知 m4 由 (19),(18) 即 可 求 出 m 中 , (0 <k<n). 
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如 V 三 4, 则 em(o) = mm(o). 由 (18) 及 (22) 
n—l 1 一 工 
(1) 1 QiQi-1 Qi 一 K 
六 多 = Ei = 二 (s+ 二) (23) 
(三 ) 现在 研究 &(w). 回忆 (2) 并 由 积分 单调 收敛 定理 ， 得 
= Exl€(2))] = lim mi (24) 
i—l (1-1) 


(1) | 、 可 
. ( IV (i)m aiai 1 aa kV ko 1)m; rl 
GO = lim GO = -i 十 p> i 
4 il tT 已 bibii -bi_Rbi kl 





k=0 
由 (24),(18) 各 下 定理 中 结论 人 

定理 3 (i) = 

( 各 级 甜 0 (k,l = 0,1,2,.…) 有 下 列 集体 性 质 : 或 者 它们 都 无 穷 ， 或 者 它们 都 有 
穷 . 

证 只 要 证 ( 训 . 简写 GW 为 Gi, 由 

my) = Eoé(w) = SG, (26) 

1i=0 


如 my) < o0, 因 为 m6) > mm 人 > mm 和 >…, 克 由 (i) 及 (25) 


ml 忒 >», cj & 21(rn0)2 


z 一 大 
设 mmg < -TD 的) 则 仍 由 (iD 及 (25) 得 
mg nm pt 二 ml 的) (0 入 大 < co) (27) 
这 得 证 -- 切 me < co (k,n = 012) 如 mb) = co, 由 全 及 (25) 易 见 一切 mt = oo 
(k,n = 0,12 小 口 
注 1 如 三 1 由 (25) 及 知 ， Gi 与 my 分 别 化 为 引 中 (4), (6) 中 的 mi 及 RR. 
re 人) < oo 不 仅 使 一 切 ml < oo (n= 1,2,.…;k 二 0,1,2,…) 甚至 还 使 E(w) < oo (PP 
-a.s.), 上 二 0,1,2,…, 这 是 下 定理 的 一 个 结论 . 
定理 4 对 一 切 整数 k 之 0， 只 有 两 种 可 能 : 
(a) 或 者 Pe(&(w) = co) = 1, 充 要 条 件 是 


Eoé 一 入 c， OO 
i=0 


(b) 或 者 Pk(&(w) < ce) = 1, 充 要 条 件 是 


Bat = YGi<o0 


?一 0 
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在 情况 (b) 下 ， 对 入 > 0， 


5A+! } (A) 


Pk (和) 三 Ek exp(—XE) 一 im 6 (A) 





除开 :常数 内 子 外 ， 它 是 下 列 方程 组 的 唯 一 非 平 贱 有 界 解 “: 
CR -1(A) -ckeOk(A) 十 PHIOA 一 和 YUR)Pe(A) =0 (k20) 
先 证 “中 理 
引 理 3 设 户 >0go >0n>l)) 又 0 和 xzo<z<z<…) 而 且 
znt1— zn = fuzn +t gn(zn — zn-1) 


如 {z} 有 界 的 充 改 条 件 是 


D(a + gnfn-1 十 十 gngn-i1 一 -92 万 十 gngn—1: -9g291) < Oo 


n=1 


证 反复 用 (30) 得 


Zn+l 一 2m 一 fnzn 十 gnfn_izn-1 十 … 十 gngn-1 一 .92 万 zl 十 gn “ “g291(21 


故 如 记 Fh, 二 fn 十 gnfn-1 十 -十 ggr1 -92 万 + gn … 9291， 则 
Zni+l Zn < Fnzn 


另 “方面 有 zl 一 加 > 及 (2 一 zw). 由 此 二 不 等 式 得 


ni—1 nl 
21 十 (21 -20) 》 及 C2n 21 [IlG+F) (n>1) 
天 一 1 k=1 


这 表示 当 且 内 当 吴凤 < oo 时 {z%} 有 界 ， 口 
大 一 ] 


定理 4 的 证 因 及 < Eoé, 故 如 Bog = Gi < oo, 则 结论 (b) 成 立 . 
t=0 


0 和 ok(A) 乏 1, 故 由 积分 控制 收敛 定理 及 (ii) 即 得 (28). 


(28) 
(29) 
(30) 
(31) 
z0) 
由 于 入 > 0， 


仿照 基本 引 理 的 证 明 , 或 直接 由 $15.3 定理 2, 知 {px( 和 )} 满足 (29). 除了 平凡 解 以 外 ， 
由 二 ao = 0,(29) 只 有 一 个 线性 独立 解 ， 但 可 能 无 界 . 任 取 wo(A) > 0, 由 引 理 3, 可 见 此 解 有 


界 的 充 要 条 件 是 





人 区 全 上 anV(n—1) anan_iV(n— 2) +. 
n=1 b,, bb 1 bnbn_1bn_2 


Qndn—1 :a2V (1) Qnran-l ui 
二 


bnb, -1 b2b1 bnbn_1 0 bl 





1 参看 815.3(37). 
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后 一 条 件 在 V 关 0 时 等 价 于 二 6 < oo 


如 入 Gi = co, (28) 中 的 {ek(A)} 只 可 能 是 平凡 解 ,因为 此 {fpx(A)} 有 界 . 这 样 ，Pk(A) 三 0， 
1 一 0O . 
(Ek 之 0, 和 >0), 匣 P(E(w) = o00)=1. 
如 2 Gi < oo,(28) 中 的 {pi(A)} 不 可 能 是 平凡 解 ， 否 则 势必 Pe(&(w) = co) = 1 从 而 


Ené = YG = oo. 这 与 假设 矛盾 口 


定理 4 的 一 个 重要 推论 如 下 : 

系 1 (Jo6pymmm) 对 一 切 整 数 上 > 0, 第 一 个 飞跃 点 7(w) 或 者 以 PP 一 概率 1 无穷 ,或 
者 以 请 - 概率 1 有 穷 ; 这 两 种 可 能 性 分 别 次 定 于 R(= B09) = co 或 尺 <oo. 以 810) 中 的 
为 密度 矩阵 的 生 灭 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 R= oo. 

证 取 V=1, 则 定理 4 中 的 &, Eot = 2 Ci 分 别 化 为 7, Eon = ,于 是 由 定理 4 得 前 


一 结论 ， 由 此 及 $13.3 定理 4(ij 即 得 后 一 绪论， 口 
作为 定理 3 的 推论 有 
系 2 由 (2) 定义 的 随机 泛 洋 t(w) 的 分 布 


F(x) 一 Pr(é(w) < rx) (k 一 0,1,2，. ") 


由 它 的 矩 m 耻 (1 = 0,1,2,… mt) = 1) 所 唯一 决定 . 
证 由 (27), 当 ”< 5 时， 有 





oo m(™) oo 1) 
2 < Dm < 
n=0 


n=0 


故 由 矩 问题 中 一 熟知 定理 !， 如 mL < oo (或 等 价 地 ， m4) < co), 所 需 结论 正确 ， 如 
mi) = oo0, 由 定理 4(a) 得 P(E(w) = oo) = 1, 因而 (xz) 二 0, ze (~-00,00). 口 

例 1 设 V(0) =1,V(k) =0(k> 0). 这 时 &(" 是 首 达 n 以 前 在 0 的 总 共有 逗留 时 间 ， 
< 是 在 第 一 个 飞跃 点 以 前 在 0 的 总 共 逗 留 时 间 (如 果 7 = oo, 则 & 是 在 0 的 总 共 逗 留 时 间 )， 
又 (22) 中 的 G; 化 为 g;: 


1 QiQdi 1 U1 
90 wo’ 9i 二 Bb bibo (32) 
根据 (和 , 用 归纳 法 可 证 
nl —1 
pon(A) = Eoexp(—X™) = p Dgit | (33) 
1=0 
由 Laplace 变换 知 _ 
(n) /Ts 
PE‘ SI)= 1-e io , x20 (34) 
0 rz<0 





1 参看 H. Cramer, 统计 学 数学 方法 ， 815.4. 
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由 定理 2 


于 一 上 


Eoé(™ 一 > gi 


由 定理 4, 瑟 (6 < co) =1 的 充 要 条 件 是 Bot = 二 9 < co; 在 此 情况 下 ， 我 们 有 


一 1 


po(A) = Eo exp( 一 6- > 9i 十 | (35) 
-z/ S 
P(E<2)=11-e 3 2z20 (36) 
0， r<0 
Eoé = 》 9; (37) 
2 一 0 


(四 ) 至 此 , 我 们 已 对 上 ") 及 的 分 布 和 各 级 矩 研究 清楚 ， 所 用 方法 是 解 差 分 方程 (10) 
与 (21), 但 在 实际 应 用 中 会 遇 到 解 方程 的 不 便 . 因此 ， 我 们 来 叙述 另 一 方法 - 递 推 法 ， 仿 
nk+1(w) 
hi(X) = Er exp ( _A [ Vlz(t,w)] dt) (38) 
0 
我 们 有 
Prn (A) = hireri(A) ha-1(X), (n>k) (39) 
实际 上 
pra lA) Ere f°" V(re) dt Ee ft Vr) dt A V (zi)} dt 
Ee ho V(z) dt. Eerie™* Jo” V(rze) dt 
= ke(A) ,kin( 和 ) = hr)REri A) hn 1(\) 
内 此 ， 要 求 pn(), 只 须 求 出 h(X). 为 此 ， 仿 照 基 本 引 理 的 证 明 ， 我 们 有 














b 
hr(A) = NT 十 TT 1( 和 hx(A) 
亦 即 
hi(A) = br: DAV(KE) 十 Ck 一 arhe_1(A)] (40) 
如 能 求 出 po(A), 利用 上 式 就 可 求 出 一 切 hx( 和 A). 然而 
Af Vd) dt AV(ON bo 
ho(A) = Eo € Eo € V(0) 一 AVIO) Fb (41) 
由 (40),(41) 得 hx( 和 A) 的 连 分 数 表达 式 
ha(N) = 和 (42) 
DE ak kl b 
Dk-1— akt < pb 
Dk_2— ak- 2 - “3 
， b 
Di 1Do 
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其 中 Pi = AV(i) + ci. 特别 地 ， 有 
bo 
ho(A) = AV(0) Fbo 
bi[AV (0) + bo] 
hi(A) 一 [AV(0) 十 co][AV(1) 十 cl] 一 Q1b0 
he( 和 ) = Ueri(A)/LEt1( 和 ), 其 中 D(A), Lx( 和 ) 分 别 是 不 高 于 -1 次 及 k 次 的 和 的 























一 般 地 ， 
多 项 式 ， 由 (40) 得 
Uni(AN) _ hi(A) = brLe(A) 
Leri(M) [AV(k) + cr]Lr(M) 一 akURON 
故 除 一 常数 因子 外 ， 可 取 
Ukt1(N) = bk Le(A) (43) 
Li+1(A) 二 [AV(E) 十 ck]Zk(A) 一 apk Uk(A) 
由 此 可 见 
(A) = hoON)hi(N) hi(A) = Bob bn-1 
pon 三 ho 1 n—l 二 Ln la) 
oo 凡生 Oh 和 ci = Gon 
_ brbkg+1°:*bn_1Lk(A) 
zt (44) 
这 里 L,(^) 满足 递 推 关系 式 : 
Lo(N)==1, Li1(N) = AV(O0)+bo | (45) 
Ln(M) 一 DAV 一 1)+ cn_1]Ln-1( 和 A) 一 Cn_libn_2 了 nm_2(A) 
显然 ， Za(A) 中 最 高 次 项 入 的 系数 是 V(0)V()…V(n 一 1); 常数 项 是 b00b1:……b,1. 
有 时 考虑 多 项 式 
Ln(X) 三 PCJ -1 (46) 
本 bobi1:. ‘bn_1 pon(A) 
更 方便 ， 由 (45), 显然 有 
Go)=1(); N= YO 
" (47) 
Ln,(\) 上 AV(n 7 1) 二 Cn-1 Cn_1(X) Ca(A) 
也 一 上 nl 
例 2 设 V(0)=V(1)=1,VG)=0,i>1. 则 
(48) 
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其 中 g; 由 (32) 定义 ， 因 Ca(A) 是 连续 函数 ， 而 且 Cz(0) > 0, Ca(-b) < 0, C2( 一 00) > 0, 故 它 


”有 两 个 不 相等 的 负 零 点 ， 设 为 -二 , -十 , 即 
Ca(A) = (ai+1l)(azA+1I) (az > al > 0) 


由 于 此 时 f0”V(ze) dt = 7h, 故 


1 
(ai 入 十 1)(az 入 十 1) 


取 反 拉 兽 拉 斯 变换 ， 可 见 自 0 出 发 ， 首 达 状 态 2 的 时 间 ms 有 双 指 数 分 布 : 


Z et/o — et/o2 
Po(7a & 7) =/ 一 一 一 一 一 一 必 
， 0 CC Q2 


已 0oe 一 xm? 一 





首 达 时 间 的 一 般 性 研究 见 下 节 . 
下 面 讨论 停留 时 间 的 分 布 ， 利 用 (48) 及 归纳 法 ， 容 易 证 明 


nl 


NW= (LT, + (Tureys +1 


?一 | 4 一 0 = 


(49) 


注意 ， 此 时 上) = Jo V (zi) )dt 由 于 Y 之 特殊 性 ， 而 化 为 在 首 达 状 态 ” 以 前 停留 在 状态 0 


与 1 的 总 时 间 ， 由 1 


Cn(A) 





AE(™) 
Eoe x 三 on(A) 一 


及 (49), 并 简 记 Eo 为 巨 得 


Eé®™ = —pon(0 -Dat 


Gn = -二 9i 一 i ot G = 》 4; 
考虑 随机 变量 上” , 它 的 分 布 的 Laplace 变换 为 
1 








和 
Pon (em ) 一 ab2Gn i 
(a1boGn_1+artblG, 5 


分 母 显 然 有 两 个 不 相等 的 负 零 点 ， 因 此 ， to /EEC 也 有 双 指数 分 布 


E(m) 也 ei/B1 — et/B2 
P < 一 一 一 一 一 一 (此 
1 (ze =) | Dey 


其 中 - 赤 , 一声 是 (52) 右 方 分 母 的 零点 ， 6。 > PB1 > 0. 
今 考虑 当 n ”co 时 的 极限 分 布 ， 分 两 种 情况 : 


和 X2 十 入 十 1 
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(50) 


(51) 


(52) 


(521) 





1) Gs。1G = co. 由 (52) 得 





. 入 1 
vm (FW) -AT 人) 
也 就 是 
eR 1 (9 


注意 G = oo 等 价 于 2 = co( 见 $1(7)), 故 由 1 定理 3, 我 们 证 明了 : 如 嵌入 马 氏 链 常 返 ， 则 
让 5y 有 渐 近 指数 分 布 (54). 
") Gn1G < co. 由 (52) 立刻 看 出 : 总 5 有 渐 近 双 指 数 分 布 ， 亦 即 


. él") 人 e- 吉 一 ee 二 . 
一 -所 一 一 一 一 一 性 
im, RP ( Bem =) 0 Cl Q2 d (55) 


abeG 


0 AMT+A 一 
(alboG 十 ai TG” t+A+1=0 (56) 


的 二 根 ， as2 > ai >0. 
816.3 ”最 初 到 达 时 间 与 逗留 时 间 
(一 ) 在 本 段 中 ， 我 们 来 研究 V(i) 三 1 的 特殊 情形 ， 这 时 上 (wo) 化 为 yw(w), 即 最 初 到 


达 状 态 n 的 时 刻 ， 而 $2 中 (45) 内 的 多 项 式 递 推 关 系 化 为 


Lo(A)=1, Li(N)=A+bo | 


元 (入 ) = (入 十 cn_1)Ln_1(A) 一 Qn_ibn-2Ln-2( 和 A) (n 之 2). () 
引 理 1 设 4n( 和 ) (n= 0,1,2,…) 为 如 下 定义 的 多 项 式 ， 


4o(A) 三 1，A1(A) = A++eo | ， 
An(N) = (A+ fri)An ai) 一 en lian az(A) (n>22). (2) 
其 中 大 为 实数 ， en > 0,4.(0) > 0, 则 

4nu(A)=0 (nz21) 


的 根 为 负数 ， 互 不 相同 ， 而 且 被 4。:(A) = 0 的 根 所 隔 开 ， 即 
4 =TIQ-Am)， 


t=l 


0> AD > MD > MY > MD > > AD > AD > A (3) 
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证 4(A) = 二 0 只有 一 个 负 根 -eo. 当天 =2 时 ,由 假设 42(0) > 0, 又 A2(—eo0) 


A2( 一 00) > 0, 故 (3) 对 n= 1,n=2 1 中 确 ， 即 有 
0 > 和 (2) > A = 一 e0> XG?) 


今 设 对 n>23 和 有 有 
0> MN D> NY > > > A 


则 4-2(X*”) 与 (=D)"™? 有 相同 的 符号 ， 即 
sgn 4n_a(A 0) 一 (Dr (= 二 2 一 
由 (2 A 和) = -eol4n-2(0X 0) 所 以 由 (外 得 
sgn A MN” DVD) = 1) GG=1,2,...,n— 1) 
因为 sgn 4n(-oo) 二 (1)", 可 见 下 列 各 区 间 
(~—00, (CA 人 人 + (MY,0) 


中 各 含 4,( 和 ) =0 的 一 根 ， 口 
现在 来 讨论 (1) 中 多 项 式 L,() 的 性 质 : 


1. Zn(A) =0 的 根 是 互 不 相同 的 负数 ， 而 且 被 L,-_1(A) = 0 的 根 所 隔 开 . 


这 由 引 理 1 推出 . 
2. 7 人 (A) 中 最 高 次 项 即 和 " 次 项 的 系数 是 1, 常数 项 等 于 bobi .……b,_1. 
这 由 (1) 直接 看 出 . 


el < 0， 


(4) 


3. L400) 中 ， 和 的 系数 等 于 守 a + 实 b. 因 此 ， La(》) =0 诸 根 的 和 为 此 和 数 的 


负数 . 
这 由 性 质 2 及 归纳 法 推出 . 
4. Znf(A) 中 ， 入 的 系数 为 bob1… bn_1Eon. 口 


事实 上 ， 由 82(44) 知 
bobi bai 


pon (和) 二 Ln(A) 


但 pon(A) 一 ooe- xm， 故 ) 
0 
Eom = 一 on(0) = 0 

利用 性 质 2, 可 见 入 的 系数 ( 即 Li,(0)) 为 bob1 … bn_1Eon. 
定理 1 自 0 出 发 最初 到 达 n 的 时 刻 加 有 分 布 密度 为 


bob1 “ bn-1 tn) 
fon(d) = 5 nl ont 
k=1 Li (pl™) 


这 里 -pW 是 三 (A) 的 零点 ， 


Ln(A) = IIa + ph”) 
炎 一 1 


. 516 ， 


(7) 


(8) 





而 

















和 d 7 了 
Lp) = 二 请 = 0" - x) 
3 
证 由 性 质 1, (8) 式 成 立 ， 故 
Eye— 和 m bob1 -bn_l (9) 
IL (+ AD) 
二 
取 反 拉 普 拉 斯 变换 即 得 (7). 口 
对 rm <m, 由 于 82(44) 
—An _ Pon (和) bmbm+1 -bn_1Lm( 和 ) 
We TN pO) Li0) 
故 得 
定理 1 自 m 出 发 ,最初 到 达 n 的 时 刻 加 有 分 布 密度 为 
. bmbm+1 biLm(—p)) mn) 7 
fmnlt 一 € tk (m < n) (7’) 
© 3 Lud) 
(二 ) 现在 来 研究 当 一 co 时 mh 的 渐 近 分 布 ， 考 虑 多 项 式 Cu(A) = KE 全 一, 设 
Ln(A) = 1 十 cn1A 十 cn2AX2 十 …: + cnn 和 A™ (10) 
由 上 述 性 质 4, 知 
Eom, 二 Cn,l (11) 
由 82(47), 得 ) 
Lo(A)==1,， £1(A)=1+o 
bo 
Lani) = Ln) = 作 [Cn0) = Lota) 
Qn fan 入 
一 2{ Ee [CT1(A) Ln_2(A)] 十 Ln)} 十 be") 一 
= Db pCi(N) + Co0) (2) 
这 里 的 rw 与 $2 中 (32) 相同 ， 即 gn = Pe. 
引 理 2 诸 系数 cn 间 有 下 列 关 系 : 
1) cn+14 一 cn = gn 2 Pt (nl—1, c=0,cko= 1). (13) 
=I—1 
2) 一 切 cn > 0， 而 且 Cntul > Cn (n 之 1); 
3) Cnl < Cn 一 1cmn,1i; (14) 
4) cr < SN (cn Ti) /1 (15) 
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证 1) 以 (10) 代入 (12), 比较 六 的 系数 即 得 (13). 


2) 由 上 段 中 性 质 2 
A bob1: :bi_i >° 
再 反复 利用 (13), 即 得 所 和 欲 证 . 
3) (13) 右 方 放生 以 ea 为 最 大 ， 故 





nn Th 
1 Ck,0 
Cn Cnt < cniign 》， bror = Cn,l—i9n b (利用 (13)) 
ko Pk9k ko OK 


一 cntl-1(Cnt11 一 Cn,1) < Cn+tl,--1Cntll 一 Cnl—1lCn,l 
(16) 两 广 对 nn 自 1-1 起 全 n 止 求 和 ， 得 
Cn+li & Cntll-1Cntl,l 一 CEI-1C-11 < Cntll-1Cn+l,1 


4) 注意 


al(b—a)< /= 和 
当 1=1 时 (15) 正确 ;， 设 它 对 ! 正确 ， 则 由 (16) 前 半 式 及 (17) 
1 i+1 1+1 


C 
Cnt+l,ltl 一 Cn,i+l < Cnl(cnt1,1 一 Cn,1) < 了 (cot 一 Cn,1) < ( 十 1)! 


i+1 
Cm,1 
Cml+l < CE 


以 下 简 记 五 071n 为 Mon, 它 等 于 Cn,l. 考虑 多 项 式 





c(i) = CB) = THAt da te dN 


显然 dn = 全:, 由 (14),(15) 得 


“ 1 
dnl < dri-1; dnl < i 


现在 可 以 叙述 所 需 的 渐 近 分 布 ， 我 们 有 
定理 2 为 使 





lim m( Tn <1) ~1—et 
Ton 


充 要 条 件 是 下 列 三 条 件 中 任何 一 个 成 立 : 
() lm, dna =0 


全 We 一 2 (一 oo) 
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Cnt1,1 Cn,1 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 
(23) 





3 [e+ mk 加 
?2 一 0 二] (24) 


OO 





(iii) lim 


其 中 
nm 工人 + bi_xre 二 
证 (i) 注意 (21) 右 方 分 布 的 拉 普 拉 斯 变换 为 ,而 Eoe > = 1/Ln( 和 ), 故 (21) 等 价 
于 : 对 任意 有 限 区 域 中 的 A, 均匀 地 有 


lim c(i ) =1+A (25) 


因而 由 (19) 可 见 (22) 的 必要 性 是 明显 的 , 反之 , 设 (22) 成 立 ， 考虑 复 平 面 上 任 一 有 限 区 域 
A, 令 R=sup|A|>1. 对 =>0 选 0 使 并 贰 < 生 再 选 no, 使 得 当 m> no 时 ，da < 于 和 
€ li>lo 


由 (20), 当 n>no 及 AEA 时 有 


(2 -) -1-A< Dnt De LR! 


li>io 





这 说 明 对 入 e A,(25) 均匀 成 立 . 








(i 由 于 、 | 
一 入 -rz 
Boe mw = po 人 元- TATdna Nt dn nM 
mI) ae 


这 里 Bon( 和 ) = pon( 芭 >), 故 显然 可 见 ，(22) 与 (23) 等 价 (附带 指出 : (21) 右 方 指数 分 布 的 
二 级 矩 也 是 2, 故 (23) 要 求 丽 ; 的 二 级 矩 趋向 极限 分 布 的 二 级 矩 ) 

(iii) 由 82(18), (19), (23) 立刻 看 出 : (23) 与 (24) 等 价 ， 口 

下 面 给 出 一 个 简单 的 充分 条 件 ; 

定理 31 如 果 及 = co, el < co, 则 (21) 成 立 ， 这 里 Bei 分 别 由 $1 (6) 及 (5) 定义 

证 由 ei 的 定义 及 $2 (32), 易 见 


1 i111 
-一 -一 十 一 
Ql bo 2 i 


故 el < oo 等 价 于 沁 态 < ce. 由 (13) 并 注意 os 一 0, 得 





nl1 n—l 大 c n—l1 n~l c 
11 1 
Cn2 二 > (ck+1,2 一 Ck,2) = gk > Pp gk > 一 一 
k=1 pl DO pl "9 





1 在 此 定理 的 条 件 下 ， 必 有 了 = oo, 见 1 系 2 
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但 i 大 1 1 
天 1 天 一 月 
、 — 1 1 
c, 一 Evn, = ‘ 一 (1+ 一 > 、 
.1 WR >》 I Bi = >》 gk big, 十 Dg 
人 =U {=0 k= 人们 大 一 0 
故 nl 
1 2 2 Cl 
Wp, 2 
‘nl ~ 1 1 一 1 bigi 
对 >0, 选 @， 使 2, 天 < 5. 固定 此 bo， 由 于 cn = Eon —» R= oo (mn 一 coh)， 故 可 选 
k=kotl 
使 
Cko 1 EL 
Cnol 2B 
其 中 _ 
1 
5 立志 
A brgk 
于 是 当 n> no 时 ， 
ku 入 一 
ad ， 之 ~ Ckl . 1 十 》、 CR1 1 
7, 
人 1 Cn] bi gk kkotl Cnl Dk gE 
< B+ 》 < 
Cl kkotl brgr ~ 13 


此 后 会 看 到 ( 见 $5 定理 4), 当 忆 = oo 时 ， 
以 wr 表 自 大 出 发 ， 最 初 到 达 
系 1 设 R=o,el < o, 则 


Tkr 


lim PP (人 


得 一人 OO 


证 由 于 R= co, Blm 一 oo) =1 95 mo om R= oo (mn 一 oo). 注意 Tie = Th 一 


了 里 
mga 二 Mon 一 ok; 得 


n(>) 的 时 刻 ， 





el < oo 等 价 于 存在 平稳 分 布 . 


<t) =1-e 








Pp Dk <tIl=P Dn <t Pp Tn 1— 六 之 t 
km om SU 二 fo mo “1 mor t 一 e (no00)0 
CYL CT 了 mon 


(三 ) 现在 来 研究 逗留 时 间 ， 设 


V(i)=1,0<i<n, TO 


这 时 上 9 = 
然 8 -风化 为 最 初 到 达 半 的 时 刻 ， 
定理 4 设 Z=oo, 则 


人 
im 1 人 ( 
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Jo"“*V(zz) dt 是 在 首 达 nn 二 让 之 前 . 
回忆 81 (7) 中 2Z 的 定义 . 


DEC) 


7 <1) =1-e 


而 Mpgn 是 它 的 平均 时 刻 ( (mn 一 Ton ). 


710), 


(27) 


Cy 


=0, J 之 n (28) 
在 (0,1,..…,n— 1) 中 总 共有 逗留 的 时 间 . 显 


(29) 








其 中 Bottm 由 82 (18), (22) 给 出 ， 即 


nt+k 
Foct = 和 (8 ) 开 oe 2 3 2 了 y) (30) 


bij-1 
i=0 37 一 0 一 7 7 


这 里 V(2) 满足 (28). 
证 仍然 利用 (10) 中 的 £,( 和 A). 由 十 (28) 及 82 (47), 有 





Lnti L, = 一 六 (nr 一 CC 1) 
an Qn 
Lnt2 Cntl 二 b + (en 和 Ln-1) 
nl vn 





Qntk—l Gntk—2 Qn 
(Ls La 
Dntk-1 bntk-2 pb.. ( ) 
将 这 些 等 式 相 加 ， 得 
Lntk 一 Lr 十 (Ln 一 Ln_1)Ank (31) 
其 中 


Kk—1 
Qnadn+1 Zn 十 
Ank = 


二 0 bnbrrl 0 bntj 


Lr 是 入 的 于 次 多 项 式 ， 因 此 ，&fm 的 精确 分 布 也 类 似 于 (7). 以 (10) 代入 (31) 的 右 方 ， 
得 


人 CR 人 (和 二 1 十 > 4nk(cni 一 cn-1i) 十 cni] 入 (Cn_in 一 0) 


由 于 Eo exp( 一 Xe )) 三 po, n+k(A) 二 [Ce(A)] 一 ， 故 
EK ol™) = 一 —po.n+k(0) 二 Ank(Cn,1 Cn1,1) 十 cn,1 
Bop( Em) = [een (a)] 
tr 二 nn 十 nn 


Le 四 


nk (call 一 cn LI) 十 cn 直 : 





对 复 平面 上 任 一 有 限 区 域 人, 令 R= 江 则 











a (k 为 某 常数 ) (33) 
但 由 (33),81(7) 及 假设 2 = co, 得 
i Ea 





故 当 天 充分 大 以 后 ， (33) 右 方 小 于 任意 小 的 正 数 s,, 这 得 证 对 入 eA, 均匀 地 有 
(n) 
dm, Boexp ( ~ Em) =1+ 入 
这 等 价 于 (29). 口 
注 如 果 Z< eco, 则 lim hns = 4< oo. 在 (32) 中 令 k 一 co 后 右 方 括号 中 是 入 的 ” 
次 多 项 式 ， 如 果 它 有 7 个 互 异 的 负 根 ， 那 么 它 对 应 的 极限 分 布 密度 仍 类 似 于 (7). 注意 ， 
$2 例 1 及 例 2 均 是 本 定理 的 特殊 情形 . 





816.4 向 下 的 积分 型 随机 泛 焉 


(一 ) 继承 上 节 的 记号 ， 考虑 过 程 X 的 首 达 状态 0 的 时 刻 mo(w),, 在 生火 过 程 的 实际 
应 用 中 也 称 mo 为 灭绝 时 刻 , 我 们 来 研究 


no(w) 
tw) = / yetbojjd (VGi) > 0) (1) 


的 分 布 函数 
Fr(7) = Prlé < 1) (2) 
为 此 ， 取 它 的 Laplace 变换 1 


Pr(N) = Ere—*é = 用 erqdF(z) (3) 


像 前 节 一 样 ， 研 究 的 方法 仍 有 差分 方程 法 与 递 推 法 两 种 ， 与 上 节 大 同 小 异 ， 因 此 我 们 这 里 
的 叙述 从 简 ， 只 着 重 于 不 同 之 处 . 

注意 ， 如 果 V( 三 1, 那么 &(w) 化 为 灭绝 时 刻 mo(w), 而 及 (z) 则 化 为 灭绝 时 刻 的 分 布 
函数 . 因此， 自然 称 (1) 中 t(w) 为 V- 灭绝 时 间 ， 于 是 灭绝 时 间 重 合 于 1- 灭绝 时 间 . 

定理 1 wk( 和 ) 满足 差分 方程 组 


QkPk-1(N) 一 CRPR(A) 十 pptI(A) — AV(k)PE(A =0 (k>0) (4 
oo(A) =1 


证 在 2 基本 引 理 中 取 4 = {0}, 即 得 (4),(5). 口 

要 求 (4),(5) 的 解 ， 还 必须 预先 求 出 一 个 mi(A) (i 关 0), 当然 ， 能 求 出 wa(A) 更 好 ， 但 这 
是 比较 困难 的 ， 我们 在 下 面 两 种 特殊 情况 下 可 以 给 出 完满 的 解答 . 

(二 ) 第 一 种 情况 是 : 设 V(i) = 1, 这 也 是 应 用 中 特别 重要 的 情况 . 以 六 表 第 上 个 0- 
区 间 (网 14.1( 一 )) 的 长 ， 以 ys 表 第 大 次 离开 0( 因 而 来 到 1) 起 ， 首 次 回 到 0 所 需 的 时 间 . 


令 


一 、 
on 


Ei = (n>t) 





! 如 时 要 采用 上 节 的 记号 ， 下 式 中 的 pk(A) 应 记 为 pko(A) 但 因 本 节 中 状态 0 始终 固定 ， 故 简写 pko( 和 ) 为 pk (和). 
局 理 ， 后 面 的 mt 也 是 mm 他 的 简写 . 
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n 
B= (Pmt) ) < t< 》 (二 了) ) + mn) 
k=1 


k=1 


显然 转移 概率 poo( 满足 _ 
poolt) = > pol En) (6) 


户 (B1) = et， 为 求 Po(,) (n 之 1), 注意 Tk, 和 独立 ， (Rk = 1,2,…) 独立 同 分 布 ， 又 
Tk 十 Yk (二 1,2,…) 也 独立 同 分 布 ， 故 


P(E,) = 人 eeo( 人 sd (zy) (7) 


其 中 F(z) = 庆 e-mtz-9dPio(s), Fio(s) 是 自 1 出 发 , 首次 回 到 0 的 时 间 不 大 于 。 的 概率 ， 
而 F(z) 是 FO)(z) 的 nn 次 着 积 ， 亦 即 是 之 (7k 十 4) 的 分 布 函 数 ， 于 是 由 (6),(7) 得 


ce 
poo(t) = ebot 十 二 / e-bolt-z)dP(n)(z) 
n= 二 1 0 


在 此 式 两 边 取 Laplace 变换 ， 令 po(A) = /0 poolt)je “dt 得 








1 
po(A) = Et rm) P10)= A+ boll 一 ea(Aj] 
从 而 
b A 1 
PN = Th hop ® 


总 结 以 上 所 述 ， 得 

定理 2 当 V(i) = 1 时， (4),(5),(8) 给 出 灭绝 时 间 m 的 分 布 的 Laplace 变换 px 和) 
(k > 0). | 

注意 (8) 中 p1(》) 依赖 于 poo(#), 当 且 仅 当 五 = oo 时 ， poo(b 才 由 ai,5i 唯一 决定 ， 见 
§13.3(42),(41) 或 (40), 此 时 poo( = foo(t) 即 最 小 解 . 

(三 ) 另 一 情况 是 : 将 过 程 X 稍 加 改造 ， 使 状态 N 成 为 反射 的 ，(N > 0); 即 设 系统 到 
达 N 后 ， 以 概率 1 回 到 N - 1, 而 且 逗 留 于 N 的 平均 时 间 为 二. 换言之 ,我们 以 另 一 状态 
数 为 N+1 的 生 灭 过 程 X= {X(t,w),t > 0} 代替 原 过 程 X， x 的 密度 矩阵 Q@N 由 81(16) 定 
义 , 当 质 点 在 到 达 N 以 前 ， 二 过 程 的 概率 法 则 是 相同 的 ,因此 (5) 及 (多 当 0<k<N 时 对 
X' 也 成 立 ， 于 是 我 们 共有 N 个 方程 ， 为 了 要 决定 N +1 个 未 知 函 数 px(X), (0 Sk < NN)， 
(wen(A 对 X' 定义 ， 就 像 wk(X) 对 定义 一 样 ), 还 要 给 出 另 一 方程 .考虑 


nPn(N) = Ewe Ye 一 Ey 人 Vat- fo vs dt 


一 五 —AV(N)T .Fy -Am V(x!)at 一 Cn 》 
Ne N-1€ WIN) Fe "Pm ) 





1! 下面 6 家 X 的 首 达 0 的 时 刻 . 
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由 此 得 出 另 一 方程 
cwwPw_i(A) 一 (cv 十 AV(N)) “NwPw (和) =0 (9) 

总 之 ， (9) 连同 (5) 及 满足 0 < 有 <N 的 (4)( 在 其 中 以 wek(A) 代 赤 pi(A)) 唯一 决定 
Pi) (0 <k EN) 

我 们 指出 : 由 于 对 X', N 是 反射 状态 ， 而 且 所 研究 的 随机 积分 上 限 是 首 达 0 的 时 刻 
70; 这 种 情况 恰 与 842( 一 )( 二 ) 段 中 的 情况 相对 称 ， 内 为 那里 对 X, 0 是 反射 状态 ， 而 所 研究 
的 随机 积分 上 限 是 首 达 ?m 的 时 刻 mw 因此 二 者 的 结果 也 应 该 是 对 称 的 . 下 面 便 将 这 一 思想 
具体 化 . 

用 解 线 性 代数 方程 的 熟知 方法 解 (9) 及 满足 0<&< N 的 (4), 得 


veok(A) = ANI(AJMAN(A) (k=1,2,...,N) 


其 中 
D1 bi 0 0  …: 0 0 0 
Q2 DD» b» 0 “1 0 0 0 
AnW= Qa0) 


0 0 0 
0 0 0 


0 
试 求 各 级 矩 ， 令 sm 和 = Ex | J V(z) dd] 1 为 正 整数 .将 (9),(5) (0 < < N) 对 入微 
分 1 次， 令 入 = 0, 再 乘 以 (-15 以 ,mW 四 =(-1)',pW(0) 代入 后 ， 即 得 


0 
0 
Pi=-(AVG)+cij, 又 AN(A) 是 以 列 向 量 | 0 | 代 奉 AN(A) 中 第 大 列 所 得 的 行列 式 . 





apml) -caemt) + bam + VE)mE =0 (0<k<N) a 
cm 一 cn 十 IUCN)mAD) =0 
其 中 mt = wm 多. 由 于 m = 0, 我 们 得 
和 (AN) 
( AN (0) . 
NMi’ = ANO) (OQO<k<N) (12) 
V lm 
~ 9 { 一 1) 
其 中 A)(0) 是 以 列 向 量 -| “(33 | 代替 ANw(o) 中 第 上 列 后 所 得 行列 式 ， 展开 (12) 
V(N)mt 
中 二 行列 式 ， 便 得 
大 ， 
ma 一 > net) (13) 
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一 一 2 一 ， 1-1) 
we Vvm! 9 + 区 bibir1 1 birriV (i 十 大 十 1) . NT 


Qs ko Qilitl Qir+kOtk+t+l 


十 bibir1 bnw_1lV(N)- Nm 








(14) 
Qi “UNICN 
内 此 ， 高 级 矩 可 通过 低级 矩 表示 : nm) =1,(k>0). 
特别 ， 如 VD 三 11=1, 则 wel 化 为 红 (19) 中 的 el 六 
我 们 最 感 兴趣 的 ， 自 然 是 当 反 射 壁 入 一 x 时 的 情况 ， 由 (13)(14) 直接 可 以 看 出 
在 极限 
xm ml = Jim rm 人 -> al! (15) 
Se = im we - WV wm 
DR 十 天 十 mt， 
二 二 8iGi 十 1 Qi 十 上 Qi 十 k 二 1 016) 
直观 上 ， 可 把 mt 解释 为 : 自 出 发 而 且 当 虚 状 态 oo 为 "反射 壁 ” 时 ， fC Vlz(t,w)] dt 


的 /级 矩 、 当然 中 的 引 孝 可 能 发 散 特 训 ， 当 VV) 1 时 et 重信 于 G6) 中 
ei, 叉 dim a cormg ) 重合 于 81(6) 中 的 5. 


Sp 所 ( /JW2V[etho) dt) . 注意， 一 般 地 mg 人 并 不 等 于 wm 区 ,因为 前 者 的 定义 
中 不 需要 “oo 为 反射 壁 " 的 假定 ， 直观 地 猜想 ， 如 果 自 大 出 发 的 质点 无 需 到 达 oo( 因 而 不 
管 oo 是 否 “ 反 射 壁 ") 就 来 到 0, 那么 ml 会 等 于 mi 这 一 想法 的 精确 化 是 下 定理 : 

定理 3 设 2Z=o, 则 


ok(A) = Ym Ner(A) mp = mm) (17) 


这 里 pis( 和 A) 由 (3) 定义 ， 又 2 的 定义 网 $5.1(7). 

证 如 = oo0, 则 由 红 (25), qi(0) = 1, 即 对 过 程 半 = {z(t,w),t > 0}), 自 % 出 发 ， 经 有 
限 多 次 跳 贱 来 到 0 的 概率 为 1. 因此， 如 以 M(= M(w)) 表 自 出 发 ， 在 来 到 0 以 前 所 历经 
的 状态 中 的 最 大 者 ， 则 Pi.(M < oo0) = 1. 其 次 ， 注 意 过 程 X = {X(t,w),t > 0} 依赖 于 N， 
面 且 在 到 达 wN 以 前 ，X' 与 XX 的 样本 函数 重合 ， 即 z(t,w) = z(t,w), t < nw(w), 现在 任 取 
w EE({M<o0), 并 设 M(w) = 二 n,n<N, 则 对 此 w, no < nw(w), 从 而 


Wo(w no(w) 
f Vlz(w)ldt = f Viz(w)ldt, ~ 切 N>n 
0 0 


sf ViziJdt 1 大 vt) -= P(M < %)=1 


NPRA) T pM); ym | mW OO 


因此 ， 当 入 To0 时 


于 是 


GT 
人 
ot 





简写 m(0 = im sm 由 = 和 ve 的. 完全 仿照 82 定理 3 的 证 明 ， 我 们 有 
下 DO 1 
mt < Nm i 


因此 ， - 切 m0 (1=1,2,…), 或 者 同时 都 有 穷 ， 或 者 同时 都 无 穷 
(四 ) 现在 用 递 推 法 以 求 wk(A). 令 


oO = Ek exp | - /人 eadl (18) 
DO 


与 推导 82 中 (39) 式 类 似 ， 我 们 有 
pi(A) = g1(A)9g2( 和) 9K(A) (19) 


注意 ， 在 推导 (19) 式 时 ， 需 要 利用 下 列 事实 : 自 上 到达 0 必须 以 概率 1 顺 次 经 过 大 一 1K 一 

,1, 这 在 R= oo 的 条 件 下 是 成 立 的 ! (如 果 R < oo, 则 每 个 飞跃 点 以 概率 1 有 穷 ， 因 而 
白 上 出 发 ， 可 以 以 正 的 概率 ， 不 通过 上 列 方式 而 经 过 首次 飞跃 直接 到 达 0, 例如 Doob 过 程 
就 可 以 如 此 ). 仿照 82 (40), 得 





oO = HT + 0) ge 
亦 即 
gen N= (> 0) (20) 


bx brgx (A) 


因此 ， 如 能 求 出 g1( 和 ), 则 (19),(20) 给 出 在 R= oo 时 间 题 的 完全 解 . 特别 ， 当 V(i) 三 1 时 ， 
91( 和 ) = wp1( 和 ) 由 (8) 给 定 . 

(五 ) 以 上 结果 可 以 用 来 研究 与 回转 时 间 有 关 的 问题 . 以 6.(= 564(w)) 表 自 来 到 上 的 时 
刻 算 起 ， 离 开 k 后 ， 首 次 回 到 的 时 间 ， 并 称 5 为 上 的 回转 时 间 . 令 ? 


Ok 
-Eee(-、/ V(t (21) 
并 称 J/*V(zi)qt 为 V- 回转 时 间 ， 仿照 82 基本 引 理 的 证 明 ， 易 见 
We(A) = 


bk 
Te 十 NTE) TF ere) (22) 


其 中 各 -CA gx() 的 定义 分 别 见 82(38) 及 本 节 (18) 
{ 
n= Bk( JV(zi) dt) , 它 可 由 微分 Ye( 和 ) 1 次 而 求 得 , 也 可 用 下 法 . 设 m1 < oo， 





1 如 果 RR < co, 那么 当 X = {ze(w)} 为 最 小 过 程 时 ， (19) 仍 成 立 . 
2wpe (和) 不 等 于 以 上 定义 的 pkk(A), 后 性 由 定义 等 于 1. 同 理 ， 下 面 的 n(0 也 不 等 于 mm 人 包 ， 后 者 按 定义 等 于 0， 
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简 记 6 = 元, 则 


8 6k ! 
nt =F( / V (zi)dt + / rteod] 
0 B 

{ 


= BE: [> J" (VK)B): ( | “ vod 
-Evo aa( 太 room 





由 于 _ , 
Er(8)’ -人 ticre™c*tdt = 可 
及 ( [ vteod = Bs( / ™ veodi 十 站 Bn( 人 vod 
放 2 
0 et » 
特别 ， 当 1! - 1 时 (我 们 略 去 上 标 1) 有 


根据 82(25) 


天 一 2 
Y(R 一 1 jg og VR 2 ; 
mek = Ge i= -DY 0 V2) 


(24) 


bk~1 fo Bribe-2 bei1~ibk—2-; 
如 果 2 = co, 则 由 定理 3 及 (15),(16); 得 
V(E+1) brber2...b Vk+2+j 
mk = esr = C+D oS bebeta, beritiV CR+ 2 +) (25) 


Qk+1 j=0 Qk+1QOkRT2 ”CR 十 1 十 7QKE 十 2 二 了 


例 1 取 VG) 三 1 于 是 fo V(zt) dt = 6k, 而 Wr( 和 A) 化 为 k 的 回转 时 间 6 的 分 布 的 
Laplace 变换 . 由 (22) 


Vr(A) = NT 1( 入 ) 十 





br Kt) (26) 
根据 82(40),(41) 及 本 节 (20),(8), 得 


hr—1(A) = be-1[A + ck-1 — | 


Apo(A) = 5 人 十 如- 7 





16 与 /4* V(ze)dt 关于 Pe 相互 独立 ， 这 由 Chung, K. 二., D] JIE 815 定理 2 推出 . 
2 下 式 中 如 VCR) = 0 应 理解 00 = 1. 又 ao = 0. 
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_ A+ck ak 
gr+1(A) 去 了 OO (28) 
(0) = 
多 bo bopo (和) 
特别 ， 1 
NI 1 29 
人 9 
aibo al 
J 0 30 
P10) (A+ ci)(A+bo) + (入 十 cljgu(A) 0) 
设 2 = co, 现在 来 求 k 的 平均 回转 时 间 mk = Ex(6x). 我 们 来 证 明 
CI102 .ak 、 
Dob be er 一 Dre! 十 boel) k>0 
nk 二 1 (31) 
bo 十 Cl， k =0 
el 的 定义 见 831(5). 
实际 上 ， 在 (23’) 中 取 V(k) 三 1, 得 
nk 二 rm 1 十 Beni 十 工 (32) 
Ck Ck Ck 
以 (24),(25) 代入 后 有 
oni 1+a Pe 十 3 QK_1GQK -2 QK_1 1 + be (33) 
人 “| bp A bp-ibk- 2 bk 1 -idk 21 tl 
另 方面 ， 由 es 的 定义 ($1(5)). 可 见 
ei= + en (i>0) (34) 


反复 利用 此 式 ， 











大 
G1G2 .ak Q1G2 "ak Dl bob1 + .bk 

ee b 二 一 
zaopi DLL (1 + 0e1) bobi 站 的 -pt | 十 十 CR+1 (k > 0) 


此 式 右 方 与 (33) 右 方 一 敏 ， 故 二 省 左 方 也 相等 而 得 证 (31) 对 > 0 正确， 设 k=0, 则 由 
ao 二 0, bo0 二 ci 而 (32) 化 为 (31) 中 第 二 个 等 式 ， 

例 2 设 2Z= oo. 试 求 自 上 出 发 在 首次 回 和 到 以 前 在 状态 0 的 平均 时 间 wk. 如 = 0， 
显然 no = 去. 下 设 k>0. 取 V(0)=1,V(k)=0(k>0). 由 (23),(24),(25) 


Uk bx 
NEE MkIIkR Mk k 
Ck Ck 


QR-1Gk-2'°°Q1 


; MA+Ik = 0 
bk 1Dk-2** bo 


klk 一 
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故 
QkQR—1 Q1 
eben bo > 
816.5 几 类 KonMoropoB 方程 的 解 与 平稳 分 布 
(一 ) 设 已 给 矩阵 ®, 满足 $1 中 (1),(2). 对 此 @ 写 出 向 后 方程 组 
pij(t) = —{as t+ bi)pi(t) + bipir1j(t) + oipi13(t) (i> "| 本 
po; (t) 一 —bopo;(t) 十 bopij(t) (t 之 0， 7 一 0， 1, 2， “ :) 
及 向 前 方程 组 
Pij(t) = ~—(ai + bj)piy(t) + bj;_1pij-1(t) + ayt1pij+t1(t) (7 > "| (2) 
pio(t) 一 —bopio{t) 十 a1pu(t) (t 之 0， 1 二 0， 1 ,2， … ) 
我 们 希望 在 开始 条 件 : 
pij(0) = 6i; (3) 
下 解 此 二 方程 组 . 在 813.3 中 已 知 ， 一 般 地 有 无 穷 多 组 解 ， 但 如 
R=0o0 (4) 


(R 的 定义 见 $1(6)), 则 由 $2 系 1 方程 组 (1) 或 (2) 各 只 有 唯一 的 转移 应 数 解 ， 而 且 (1),(2) 
的 解 相同 . 
在 本 节 前 三 段 中 , 我 们 总 设 (4) 满足 ,因而 只 要 在 (3) 下 解 此 二 组 方程 中 的 任何 “组. 
理论 上 ， 这 个 问题 已 在 $13.3 中 完全 解决 ， 因 为 所 求 的 唯一 转移 函数 解 就 是 最 小 解 
fij (t): 


f(t) = 和 sp (5) 
这 里 mpij(t) 由 $13.3(40) 或 (41) 以 及 81(2) 定义 . 
这 个 解答 不 十 分 使 人 满意 的 是 mpij(t) 必须 通过 递 推 方程 定 出 ， 实 际 的 计算 量 是 很 大 
的 .因此 我 们 希望 找到 fi;(t) 的 明显 表 式 ， 在 一 些 特殊 情形 ， 这 愿望 可 以 实现 . 
为 确定 计 ， 只 考虑 向 前 方程 组 (2), 并 对 固定 的 i 简写 pij(t) 为 pj;(t). 
(二 ) 情形 甲 设 aj;=a>0,6b==b>0. 这 时 (4) 满足 因为 


方程 组 (2) 化 为 
py(t) = —(a + b)pj(t) + bp;-1(t) | (6) 
polt) = ~bpo(t) + ap1(t) 
定义 pjy(t) 的 母 函数 、 
Pp(2,t) = > p(t)z1 (7) 
j=0 . 
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它 在 jzj < 工 中 收 伍 ,以 w+! 乘 (6) 中 方程 两 边 并 对 了 求 和 ， 集 项 后 得 
oP!(z, t) 


se = (1 a)l(o ~ be)P(z,t) ~ apolt)) (8) 


由 (3) 得 开始 条 件 为 
P(z,0)= x’ (9) 


以 f*(s) 表 f(t) 的 Laplace 变换 ， 即 
r= ea 
由 (9) 得 


ce oo % ， 
1/ eta =e “Pl(z, 引 | 十 =/ etP(z,t)dt = —z: + sP*(z, s) (10) 
0 0 


现在 对 一 级 线性 偏 微 分 方程 (8) 两 边 取 Laplace 变换 ， 并 利用 (10) 即 得 
一 2 十 szP*(z,s) = (1 — z)[(a ~ bz)P’*(z, s) 一 apx(s)] 

故 | 
ztl— a(l -23(s) (11) 
sz— (1—z)(g— bz) 
下 面 把 P*(z, s) 表 为 z 的 短 级 数 ，z” 的 系数 p*(s) 是 pn(t) 的 变换 ， 因 而 取 反 Laplace 变换 
后 就 求 得 pn(t)(= pin 人 ). 

由 于 P*(z,s) 在 单位 圆 内 及 其 上 对 Re(s) > 0 收敛 ， 所 以 (11) 中 分 母 在 那里 的 零点 必 
须 与 分 子 的 零点 重合 ; 但 前 者 为 
b+a+stl(b+ats)? — 4a0]1/? k 

2b ， 


ak(s) 中 的 s 有 正 实 部 Re(s) > 0 aa(s) 表示 (12) 中 根 号 前 取 正 号 的 根 . 

现在 要 用 到 复 变 函 数论 中 的 

Rouché 定理 : 设 f(z) 及 g(z) 都 是 在 闭路 C 内 及 其 上 的 解析 洋 数 ， 而 有 在 C 上 
lg(z)| < If(z 儿 则 f(z) 与 f(z) 二 glz) 在 C 内 的 零点 个 数 相同 . 

今 应 用 此 定理 于 (11) 右 方 的 分 母 ， 令 


f(2)= (a0+b+s)z, gz)= -be -a, C={z: 时 二 了 


则 定理 条 件 满足 ， 因 而 f(z) 与 f(z) +9(z)( 即 分 母 ) 有 同样 多 个 零点 ， 即 只 有 一 个 零点 于 
lz = 1 内 由 于 lasz(s)| < laa(s)| 而 且 在 |z| = 1 上 无 零点 ， 故 分 母 在 |z| = 1 内 的 零点 必 为 
z= ao(s). 


如 上 所 述 ， (11) 中 分 子 也 以 az(s) 为 零点 ， 从 而 


P*(z,s)= 





ak(s) = = 1,2 (12) 


Ci 


= 2 (ak = ak(s), & = 1,2) (13) 


pob(s) 





! 见 A, Vi. MaprkymeBnyd: Teoprg aHanMurnydecKMX 中 yHKIMAM, 1950, 第 四 章 ， §3.5, 317 页 . 
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以 (13) 代入 (11) 得 


全 [aa 7-oa (1-2)z+! (1 -zat 
一 bz 一 ai)(z 一 ao) bai(z — a2)(1 — z/ai)(1 — a2) 
CD (aaa -aa 
~ boi(z— a2)(1 — zj/ai)(1 — a2) 
(z 一 aa)( 革 十 az 十 十 鸣 ) 一 zas(z 一 aa)j(z1 十 asz ?2 二 .二 a 
bai(z — oa2)(l1 ~ z/al)(1 一 ao) 


消去 公 因 子 (z - az), 减 去 并 加 上 as++, 在 分 子 中 提出 公 因 子 1 - az, 并 注意 (1 一 z/a1)-! = 
(e/a) , 得 





P*(z,s) = 








) (14) 


(于 十 aaz + 二 3) — za2(27 1 + az D+ oy) — oadt!l+at! 











Pz,s) = boi(l — z/a1)(l ~ a2) 
(z+ oz li +od) — oa2(zi+ az!l+. +zay!+as)+adt! 
和 pe . 
于 十 az 1 十 ,十 0 af1 
az) + Bal z/a)(l oo) 
1 ，， /zk 
= po (e+ oe + tia (EE) (15) 


其 中 用 到 | 去 | < 1. 
(15) 右 方 第 二 个 本 中 ，z" 的 系数 为 


af 可 ait! co AN 只 2 oo 
barti(1 ~ a2) bant! (>%) (各 2 :) 
1/b\ntil 它 1/b\ntl CC /Jarl 
-is) i) (6) 


其 中 用 到 [as| <1 及 根 与 系数 的 关系 QQ2 = 全 
另 方面 ， 由 (7) 得 已 *(z,s) = 2 Pn(s)2". 与 (15) 比较 z* 的 系数 ， 并 利用 (16), 得 知 当 
n 之 i 时 








1 1 b b)? 
Pn(s) Tb [mi 十 ns hs + 
(o/b) bt (ey:1 
+ ont + (=) 2, (5) 二 (7) 


今 求 p(s) 的 反 Laplace 变换 pn 人 
c+ioo 
pal) = ep) 


为 此 ， 利 用 Laplace 变换 中 下 列 三 事实 : 
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1 如 f(2) 的 变换 是 产 (s), 则 e-apb0 的 变换 为 f* (sta); 
2° 可 在 (17) 右 方 逐 项 取 反 变换 


3 丫 忆 oa(s) 的 表达 式 (12), 并 注意 [ls + VE 一 465/29-" 是 v(V678)"-17.(2Vabt) 的 


Laplace 变换 ， 其 中 五 (z) 是 修正 后 的 第 - -类 Bessel 孙 数 : 





二 yoyo 了 
人 二 2 i 
它 满足 关系 式 
2v01,(2) = 2 1(z) — Dri(z) 
I,(2) = TL,(2) 
于 是 





ee 一 (ao 二 bt b\n-itl , 
pn(t) = 了 ( -| (nit tlir(2Vabt) 


: 
十 (2 人 2 Dt Tpiti(2Vabt) 
+ (3) > (Vanev 而 | 


< 


利用 公式 (19) 后 ， 得 
je "Vad (2Vabt) — I, i12(2Vadt) 


b 


十 ( 2 "Vadblt, ,42(2Vabt) 一 In-i+4a(2Vabt)] 十 


a 


十 (V:) ”vv 一 ntit2(2Vabt)] 
0 One 





a 


大 二 nn 十 1 十 2 
然而 
(2 3 (V2) [Tx 1(2Vabt) 一 — Te+1(2Vabt)] 
太 二 Tn 十 i 十 2 
bsnt+l QQNn+i+2 
= (DY CD + 5 到 (2 ) re(2vase 
1 (VO) Jpiy2 PVD -Yo > (局 ) Te(2Vadt)] 
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(18) 


(21) 





tL 


(1 -7) DRA > VD ) 到 (2Vabt) 
因此 ， (21) 中 第 -项 中 第 二 式 与 第 二 项 中 第 一 式 相 消 ，…………- ,大 对 n > i 最 后 得 
pa(t) =e- (+6) [(V3) VOD + (V ”rrratvm 4 
10 DD ne 外 
大 一 人 十 1 十 2 


剩 下 要 证 明 : 对 nn< i(22) 仍 正确 ， 为 此 仍旧 仿照 上 面 的 推理 而 用 比较 系数 法 ， 不 过 
(17) 式 昌 换 为 
xx、 1 Qa Vin a Ni-n+l 1 
ms) = 总 -|( 起 ) + (Fi) w+ 


:JOY 的 ”三 全 本 四 


大 一 中 十 2 十 2 


| 人 人 ,it1(2Vabt) + (V ntit2(2Vabt) 


以 下 的 计算 与 上 面相 同 ， 前 后 项 仍然 消去 ， 因 此 ， 只 要 证 在 a < i 时 ， 剩 下 的 首 项 与 (22) 
中 首 项 重合 。 (23) 中 首 项 已 (站 ) 关 ”的 反 变 换 是 


De 


一 (Ve) vv 一 nal2Vait) | 


利用 (20), 并 回忆 上 面 所 说 的 第 二 项 消去 ， 可 见 首 项 与 (22) 的 首 项 相同 . 这 样 便 证 明了 
定理 1 当 aj=a>0(;>0);b=4b8>0(>0) 寺 , 方程 组 (2) (或 (1)) 在 开始 条 件 (3) 
下 有 唯一 转移 函数 解 (pi;), Pin(t) 由 (22) 右 方 给 出 、 

(三 ) 情形 乙 设 a;= ja>0,6;=6b>0. 这 时 尼 = oo, 向 前 方程 组 化 为 
py(t) = (ja + bpi(t) + bp;-1(t) + (7 + Tapy41 “| 
polt) = ~bpolt) + api{t) 

考虑 母 肖 数 (7), 有 
ey = > 及 (2 


j=0 
= —bpo(t)(1 — -了 + api(t)(1 一 z) 一 spr(OU 一 z)z + 2ap2(t)z(l ~ z) + 
= 一 入 1 一 ad 2 +a(l—z ) 和 jp， 的 2 一 1 


了 一 1 


OP(z, 1) 
Oz 





= -6(1 ~ z)P(z,t) +a(l — 2z) 
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因而 得 证 母 函 数 满足 偏 微分 方程 





aP aP 
到 I (1 — 2z)a B= b(1—z)P (P= Pl(z,t)) 
现在 用 通常 的 方法 来 解 此 一 级 线性 偶 微 分 方程 ， 考 岂 联 系 于 上 方程 的 拉 格 朗 日 方程 
dt dz dP 





1 0-2)a -lz)P 


由 第 一 、 第 二 项 所 成 的 方程 解 得 


(1 — z)e™ "t= 人 ce 


由 第 二 、 第 三 项 所 成 的 方程 解 得 


Pe—(b/o)z = Cy 


内 而 通 解 是 
已 = e/g[(1 — z)e-"] (25) 


现在 利用 开始 条 件 P(z,0) = z’ 来 定 函 数 g.. 在 上 式 中 令 t1=0 得 
zi 一 etb/ozg(1 z) 


令 y=1-z 得 
gy) = eH/ y) 


以 此 式 代 入 (25), 化 简 后 得 


Plz,t) = (1— (1- z)e-°d]iexp | 20 2- co9)]| (26) 


现在 来 求 pn(t) = pin(t). 为 此 注意 下 列 三 点 : 
i. 设 《 是 具有 二 项 分 布 的 随机 变量 ， 


P(E = = (£)e0 -Dt (k= 0 


p 为 参数 ， 则 6 的 母 函 数 为 
EN Lar] NE 
1 = > (k) 0 
=(pz+q)', (gq=1—p) 


ii. 设 7 是 具有 Poisson 分 布 的 随机 变量 ，P(n = 有 = e-* 千 (k= 二 0,1,2,…), 入 为 参数 ， 
则 5 的 母 函数 为 


oo0 


大 
h(z) = 》 er 9 = ee ~ eX1-z) 
k=0 “ 


过, 如 57 独立 ， 则 上 +7 的 母 函 数 是 f(z)h(z). 
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由 此 可 见 ， (26) 右 方 第 一 因子 是 参数 为 e-“i 的 二 项 分 布 随机 变量 & 的 母 函数 ， 第 二 
内 子 是 参数 为 2(1 - e-“) 的 Poisson 分 布 随机 变量 7 的 母 画 数 ， 故 P(z,t) 可 视 为 独立 随机 
变量 上 与 了 9 的 和 上 +7y 的 母 丽 数 ， 从 而 


pn(t) = P(E +7=n) 





-emp[- 0 -eo")] pa () (2) 和 一 (27) 
特别 ， 当 i 二 0 时 ， 
pon(t) =exp [= (1 eo)| [ae /ma (28) 
于 是 得 证 


定理 2 设 oj = ja>90,8;=b>0 (>0), 则 方程 组 (2)( 或 (1)) 在 开始 条 件 (3) 下 有 叭 
一 转移 函数 解 (pij), pin(t) 由 (27) 右 方 给 出 . 
(四 ) 情形 丙 (线性 生长 ) oj = ja > 0 与 = 办 >0. 这 时 尼 = co, 象 上 面 同样 计算 ,可见 
母 函 数 _ 
Plz,t)= 》 pn(bzm，P(lz0) = 天 (pn(t) = pin(t)) 


n=0 


满足 加 = (z- 1)(iz -0) 川 ; 解 之 得 


_ fall 一 el- 划一 z 候 一 aett-o Yi 
Plzt) = { a — be(b-—o)t ~ bz[l ~ e(b—o)t] } 


特别 ， 当 i=1 了 时， 有 


b — belb—a)t b — belb—o)tin—l 
] [> 


a — belb-a)t) [a — belb-a)t 


pn(t) = [1 — pol(t)] 1 一 


ae 一 a)t 
Polt) = 元 


(五 ) 现在 来 研究 一 类 与 生 灭 过 程 关系 紧密 的 过 程 - 纯 生 过 程 . 称 齐 次 、 具 有 标准 转 
移 矩 阵 (pij) 的 马 氏 过 程 {zx1,t > 0} 为 纯 生 过 程 , 如 果 已 = (0,1,2,…) 而 且 密度 矩阵 Q 为 


—bo bo 0 
一 bh 
-ba bs (29) 
0 人 


bi > 0. 也 就 是 说 ， 8 = (gij) 中 ， 
-qi= gitli= 0 >0, gj=0, (#4 7Kit+1) (30) 


可 以 把 这 种 过 程 看 成 为 当 wu =0 时 的 生 灭 过 程 然而 它 不 属于 生 灭 过 程 ， 因 为 对 后 者 我 们 
总 假设 ai: >0. 


“ 535 





在 (了 ),(2) 中 令 oi = 0, 就 得 到 对 纯 生 过 程 的 向 后 与 向 前 方程 . 例如 , 固定 ;并 简 记 pzz 人 的 
为 世人 区, 得 向 前 方程 为 


Pt) = bypy(t) + by-1py-1(t) (7 > "| (31) 
po(t) = —bopo(t) 
此 时 及 化 为 级 数 二 声 . 受累 1 的 启发 ， 我们 有 
定理 3 最 小 解 ( 记 的) 满足 沁 广 () 一 (i> 04 > 0), ( 亦 即 @ 过 程 唯一 ) 的 充 要 条 
件 是 _ 
> 过 00 (32) 
n=0 7 


证 以 {yn} 表 任 意 可 分 Q@ 过 程 的 嵌入 链 ， 则 Po (yn 二 n) 一 1, Po(gy, 一 bn) 一 1, 故 结论 
由 815.3 系 1 推 出， 口 
(32) 中 级 数 的 概率 意义 是 : 以 了 表 可 分 8 过 程 的 第 一 个 飞跃 点 ， 仿 氏 定理 1 的 证 ， 


得 oo 
Bon = > (33) 
n=0 * 
在 开始 条 件 (3) 下 1 (31) 的 解 可 以 如 下 求 出 : 
Polt) = Pi1(t) = = pi-1(d) =0 
pi(t) 一 eb:t | (34) 
PO) = et | ep (s) ds (> 
两 种 特殊 的 纯 生 过 程 如 下 : 


A. Furry-Yule 过 程 : 此 时 
bj 二 放 (j > 1,b>0 为 常数) (35) 
而 且 瑟 = (1,2,…). 这 时 (32) 成 立 ， 又 (31) 成 为 


P(t) = jbp;(t) + (7 — 1)8py-1(t) (7 > 0) (36) 
在 开始 条 件 (3) 下 ， 由 (34) 它 的 解 是 
Pi1(t) = = pii(t) =0 
pi(t) = ( _ ;): (1 et) (> 8 


B. Poisson 过 程 : 
bj; 二 b (7 之 0,b>0 常数 ) 
1! 这 时 (3) 化 为 pi(0) = 1, p;(0) = 0， j 闫 i 
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这 时 (32) 仍 成 立 ， (31) 化 为 











Po 一 三 Di 的 =0 
一 (38) 
PD) 
(六 ) 对 生 灭 过 程 ， 一 切 状态 都 互通 ， 故 由 15.2 (四 ), 极限 
v3; = lim pi(t) (39) 


与 i 无关， 下 设 下 = co. 为 求 vj(j > 0), 在 (2) 中 令 上 一 co, 注意 813.2 系 2 后 ， 得 到 代数 方 
程 组 











Qj+1V7+1 = (Qj + 0;)vi 一 本 (40) 
Q1V1 = bovo 
由 此 容易 解 得 bobi ee. by 
vj 二 ty {7 > 0) (41) 
QI1Q2 "a 
剩 下 要 决定 vo, 由 上 式 
1> Dw=w{1+ + t+} = v0(1 + boe1) (42) 
j=0 1 QQ 
其 中 el = 去 十 = 二 十 … (参看 $1(5)). 
a 站 如果 < = 取 vo = (1+boe1)-!, 由 (41) 得 (40) 的 唯一 解 为 
UO = (1+boel)! | 
加 (43) 
alia2.…aji(1l 十 1 G > 0) 


显然 ， 由 (43) 定义 的 {v;} (7 > 0) 是 (pij) 的 平稳 分 布 . 注意 ， 由 41 系 2, 此 时 2 = oo. 
(让 ) 如 果 el = oo,(42) 式 表示 一 切 v; = 0 (7 > 0). 
现在 再 来 考虑 上 述 二 特殊 情形 . 


在 情形 甲 _ 
1+ho= 7 (2) 
n=0 
如 6 之 a, 得 wv;=0 (i> 0). 如 < ao, 这 时 由 (43) 
= 2)(2) G20) (44) 
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这 结果 也 可 在 (22) 中 (把 n 换 为 7 后 ) 令 1 一 oo 而 得 到 . 


在 情形 乙 : 
wy =e (2) /i G¥0) (45) 


如 果 在 (28) 中 令 一 co, 也 同样 得 到 (45). 

总 之 ， 得 

定理 4 (i) 设 R= co, 则 平稳 分 布 唯一 存在 的 充分 与 必要 条 件 是 ei < oo, 它 由 (43) 给 
出 (ii) 在 情形 甲 ， 如 5>a, 则 wj 一 0G>0), 如 5<a, 则 w;>0 由 (44) 给 出 ，(iii) 在 情形 
已 ，J >0 由 (45) 给 出 . 


816.6 ” 生 灭 过 程 的 若干 应 用 


(一 ) 产生 生 灭 过 程 的 现实 模型 如 下 : 一 质点 在 已 = (0,1,2,…) 上 作 随 机 运动 ， 它 从 
任 一 状态 i 出 发 ， 下 一 步 只 能 到 达 相 邻 的 状态 i+1 或 i 一 1, 但 从 0 出 发 则 只 能 到 1; 如 果 
于 时 刻 t 它 在 i 那么 在 时 间 (t,t +h) 内 转移 到 i+ 1 的 概率 为 bh 十 ol 有 ), 转移 到 i 一 1 (如 
i 之 1) 的 概率 为 aih + olh), 在 (t,t 十 h) 内 发 生 一 次 以 上 的 转移 的 概率 为 o(h). 

以 z: 表 于 时 刻 t 质 点 所 在 的 状态 ，{zi,t > 0} 构成 一 直观 意义 下 的 随机 过 程 ， 以 pi;(t) 
表 它 的 转移 概率 ， 那 么 上 一 段 话 的 数学 表达 是 : 当 h 一 0 时， 


bjh + o(h), 了 7 一 ?十 1 
pij (A) = ajh 十 o(h), 7 一 ?一 | (1) 
1—(a; +b)h+o(h), 7=1 


以 下 设 及 = oo, 这 条 件 在 实际 中 容易 满足 . 
在 许多 问题 中 ， 常 常 需要 考虑 无 条 件 概率 pj(t): 


pi(t) = P(z: = 7) (2) 


我 们 来 推导 {p;(t)} 所 应 满足 的 方程 为 了 计算 pj(t+h), 注意 只 有 出 现下 列 四 种 情况 之 一 
时 ， 才 能 使 质点 于 t+ 时 位 于 j: (i) 于 t 时 位 于 j 且 在 (bt 十 月 中 不 发 生 转 移 ;， (iD 于 + 
时 位 于 ;一 1, 然后 转移 到 j; (ii) 于 t+ 时 位 于 j++1, 然后 转移 到 j;(iv) 于 (t+ 及 中 发 生 一 
次 以 上 转移 并 到 j, 这 种 情况 的 概率 为 o(h). 因此 ， 由 假定 得 


Pi(t + h) = p(t{1 — ayh — bjh} + by_ihp;_1(t) + aj+t1hpy+1(t) + olh) (7 > 1) 
把 pj;(t) 移 至 左 方 ， 除 以 ,再 令 h 一 0, 得 


py(t) = 一 (oj + bj)pj(t) + bj_1p;—1(t) + ay+1py+1(t) (3) 








! 由 红 1 系 2, 此 时 Z= oo0; 又 由 817.8 定理 1 此 时 过 程 为 注 历 的 . 
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类 似 得 
po(t) = —bopolt) + a1p1(t) (你 


如 果 P(zo = 六 = 了 那么 开始 条 件 为 
pi(0) = 1, pi(0) =0 (7 #0 (5) 


反之 ， 解 方程 (3),(4),(5), 就 可 求 出 无 条 件 概率 . 

注意 ， 方 程 (3),(4) 在 形式 上 与 $35 中 向 前 方程 组 (2) 完全 一 样 (如 果 把 那里 的 pz (b 看 
成 pj(t) 的 话 ), 因此 ， 解 向 前 方程 组 的 理论 也 适用 于 解 (3),(4). 特别 ， 我 们 来 求 (3),(4) 的 一 
组 常数 解 : 


这 也 就 是 要 求 过 程 的 平稳 分 布 (参看 815.2, 四 ), 由 (3),(4) 得 


Cj+1d5A1 一 (a; 十 b;)ad; 一 bj_idj-1 
qaidi 一 bodo 


这 与 85 方程 (40) 重合 。 因 此， 如 R= co, 则 当 且 只 当 el < co 时 ， 存 在 唯一 的 平稳 分 布 
{Qj}, dj = vi 由 $5 (43) 给 出 . 

生 灭 过 程 在 许多 领域 如 排队 论 、 生 物 学 、 物 理学 、 传 染病 学 等 中 有 重要 应 用 ， 这 里 只 
举 一 些 例 以 见 一 般 ， 详 见 Bharucha-Reid [1]. 

(二 ) 例 1 在 实际 中 大 量 出 现 排队 问题 ， 顾 客 源源 不 断 地 来 到 某 商店 .他 们 来 到 的 时 
刻 是 随机 的 ， 以 rw 表 第 m 个 顾客 来 到 的 时 刻 . 设 商店 共有 n 个 售货员 . 顾客 来 到 以 后 ， 
如 果 个 售货员 都 不 空 ， 他 便 需 要 排队 等 候 。 以 Bn 表 第 mm 个 顾客 等 候 的 时 间 ， Bm 也 是 
随机 的 ， 显 然 ， 等 候 时 间 依 赖 于 下 列 因素 : 

1) 顾客 来 到 的 时 刻 ,72,… (例如 ， 如 果 mm 一 Tm-1 都 很 大 ，m = 0, 那么 等 候 时 间 便 
短 ); 

2) 为 第 m 个 顾客 服务 的 时 间 am( 如 果 am 都 很 小 ， 那 么 等 候 时 间 短 ); 

3) 售货员 的 个 数 m. 

以 zi 表 于 时 刻 上 时 顾客 总 数 (包括 正在 被 服务 的 和 正在 等 候 的 ), 以 & 表 t 时 正在 等 候 
的 顾客 总 数 ， {zi,t > 0}, {ti,t > 0} 是 二 随机 过 程 . 排队 论 中 主要 研究 的 间 题 是 : Zi, Et, Bm 
的 分 布 或 极限 分 布 等 等 . 

排队 问题 不 仅 出 现在 商店 中 ， 也 出 现在 汽车 站 、 飞 机 场 、 港 口 、 电 话 局 、 机 器 修理 站 
等 等 场所 . 

先 考虑 第 一 个 因素 ， 以 NM 表 在 时 间 (0,4] 中 来 到 的 顾客 总 数 ， 我 们 假定 : 

(A) {Ni,t > 0} 是 简单 型 的 ， 也 就 是 说 ， 它 满足 下 列 三 条 件 : 

(A.1) 在 任意 大 个 不 相交 的 区 间 (ai, 如 ,i = 1,2,…,k, 中 ,各自 来 到 的 顾客 个 数 N(a;, 8] 
是 相互 独立 的 随机 变量 ， 

(A.2) N(a,a 十 本 (t > 0) 的 分 布 与 4 无关 ; 





(A.3) 令 pi(b = PUN(aa+ 昌 = 让 则 


t} 
lim 生 中 =b (b>0) (6) 


1— olt) — wp1(t) 
t 





=0 (7) 


对 第 二 个 因素 ， 我 们 假定 : 
(B) {am} 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 
Plam >t)=e "t: (a>0) (8) 

在 假设 (A),(B) 下 ， 分 别 考虑 三 种 情形 . 

甲 ， 售 货 员 个 数 m” = 1. 

令 pj(t) = P(zi = 让 这 时 的 排队 问题 可 以 化 归 上 述 模型 只 要 把 “顾客 总 数 ” 看 成 “ 质 
点 ”. 如 果 zi 二 说 为 了 在 (t,t+h) 中 转移 到 ;+1, 需要 来 到 一 个 顾客 ， 根 据 假 设 (A), 它 对 应 
的 概率 是 gp1(h) = b4 十 o(h); 为 了 转移 到 i 一 1, 需要 有 一 个 顾客 被 服务 完毕 ， 由 假设 (B), 对 
应 的 概率 为 二 生生 = ah 十 o(h), (一 0); 由 (7),(8), 在 (t,t+ 有 中 发 生 一 次 以 上 转移 的 概率 
为 o(h). 因此 ， 由 (3),(4), 得 pj(t) 所 应 满足 的 方程 组 为 

p(t) = —(a + b)py(t) + bpj-1(t) + apjri(t) (> | 
polt) = ~bpo(t) + api(t) 


(9) 


这 恰好 是 85 情形 甲 中 的 方程 组 (6), 于 是 完全 可 以 应 用 上 节 与 本 节 的 结果 . 特别 ，pin(t) 由 
85(22) 给 出 ， vd 由 85 (44) 给 出 . 

乙 . N= o0. 

这 是 理想 情形 ， 它 可 看 成 n 很 大 时 的 近似 . 这 时 仍 可 化 归 为 上 述 模型 ， 理 由 是 类 似 
的 ， 唯 一 的 差别 在 于 ， 如 果 zt =5i, 为 了 在 (t+ 中 转移 到 i -1, 需要 有 一 个 顾客 被 服务 
完 ， 由 于 n= co, 在 上 时 的 ;个 顾客 都 被 服务 ， 因 此 ， 对 应 的 概率 为 ia. 换 名 话说， 这 时 . 


ai=ia, bi=b 


恰好 是 85 的 情形 乙 ， 于 是 pin(t) 及 vd 分 别 由 85(27) 及 (45) 给 出 . 
再 . n=m < oo. 
同样 的 想法 ， 可 见 这 时 
ai=ia(l <i<m), a=ma (mi), b=b(i>0) 
故 pi(t) = Pr = 7) 满足 微分 方程 组 
polt) = ~—bpolt) + ap1(t) 
p(t) = —(6+ ja)py(t) + bpj-1(t) + oj + Dpjrilt) (1 gj < m) (10) 
py(t) = —(8+ ma)py(t) + bpj-1(t) + mapjri(t) (7 2 m) 
在 开始 条 件 p;(0) = 6;; 下 ， 这 方程 可 以 解 出 ， 方 法 与 85( 二 ) 中 的 相同 (参看 Saaty [1], 第 四 


章 ， 110 页 ). 
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例 2 试 讨论 纯 生 过 程 在 迁移 理论 中 的 应 用 . 设 有 二 不 相交 的 区 域 Ri 与 Ro, 在 Ri 中 
有 许多 质点 要 随机 地 迁移 到 Rs 中 . 以 zi 表 于 t+ 时 已 迁移 到 Rs 中 的 质点 数 , 如 果 zs = 纪 屠 
么 在 (t,t+h) 中 ， 有 一 质点 迁移 到 Ra 中 的 概率 为 bih + o(hk), (h — 0). 以 pj(t) 表 Pl(z: = }), 
{pj(t)} 满足 85 的 方程 组 (31), 即 


p(t) = —bjpy(t) + bi1p;-1(t), (7 > "| 
20( = —bopolt) 


如 果 质 点 还 可 以 自 R2 中 国 到 Ri 中 来 ， 那 么 类 似 地 可 以 得 到 生 灭 过 程 的 向 前 方程 组 . 

例 3 字 宙 射线 主要 有 两 种 : 硬 射线 与 软 射 线 ， 前 者 能 穿 过 一 米 厚 的 铝板 ， 而 后 者 经 
过 10 厘米 厚 的 铅 板 已 全 部 被 吸收 ， 软 射线 由 电子 和 光子 构成 ， 一 个 重要 的 问题 是 : 以 z 
表 能 到 达 厚 度 为 t+ 的 铅 板 层 的 电子 数 ， 试 求 z 的 分 布 ， 这 里 厚度 起 随机 过 程 中 的 时 间 
参数 的 作用 . 

原来 ， 有 两 种 放射 赔 变 : 1) 一 个 光子 穿 过 某 种 媒介 质 中 长 为 t 的 路 程 后 ， 按 一 定 概 
率 放出 两 个 电子 而 消失 ; 2) 一 个 电子 按 一 定 的 概率 在 失去 能 量 后 放出 一 个 光子 . 

一 个 电子 (或 光子 ) 作为 第 一 代 ， 第 二 代 由 一 个 光子 组 成 ， 这 光子 再 产生 第 三 代 的 两 
个 电子 ，…., 从 而 构成 一 电子 - 光子 流 . 

上 述 问题 的 初步 解答 由 BhaBha 及 Heilter 给 出 ， 他 们 认为 ， 作 为 一 个 电子 的 后 代 ， 通 
过 厚度 上 而 且 能 量 大 于 已 的 电子 数 zi 等 于 ”的 概率 p,(E,t) 为 


(1D) 


pn(E,t) = Ce A=A(E) 
于 是 Ex: = Xt. 

Furry 改进 了 上 述 解 答 ， 他 略 去 了 光子 代 ， 并 假定 一 个 电子 经 过 长 为 天 的 路 后 变 成 两 
个 电子 的 概率 为 bh 十 o(h), 而 且 每 个 电子 昱 变 情况 与 其 它 电子 无 关 ， 于 是 他 得 到 了 纯 生 过 
程 ， 如 果 zi = i, 那么 在 (t,t+h) 得 到 ;+1 个 电子 ， 必 须 这 ;个 电子 中 恰 有 一 个 晓 变 为 两 
个 ， 它 的 概率 是 bh 十 o(h), 这 样 便 得 到 Furry-Yule 过 程 b; = 纪 , 从 而 pj(t) = P(zi = 站, 应 该 
满足 85(36), 解 也 由 那里 的 (37) 给 出 ， 即 


pj(t) =e (1 ~ eH) (7=1,2,...,t>0) (12) 


(注意 这 里 开始 条 件 是 p1(0) = 1, p;(0) = 0, jz 1). 
然而 Furry 的 解答 也 有 缺点 ， 因 为 他 没有 考虑 能 量 ， 更 完满 的 理论 后 来 由 Uhlenbeck,， 
Arley 等 人 建立 . 
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第 十 七 章 生 灭 过 程 的 构造 理论 
817.1 Doob 过 程 的 变换 


(一 ) 设 半 = {z(t,w), tz0} 是 定义 在 概率 空间 (9, 下 ,P) 上 的 生 灭 过 程 ， 取 值 于 五 = 
(0,12… 小 密度 矩阵 为 8, @ 具有 816.1 中 (1) 式 的 形式 ， 也 就 是 说 ，@ 是 生 灭 矩 阵 ， 考 虑 
$16.1(6) 中 的 五 与 5, 由 $16.2 系 1, 当 而 且 只 当 R= co 时 ， 以 9 为 密度 窍 阵 的 生 灭 过 程 叭 
一 ; 亦 即 Q 过 程 唯 一 (采用 813.3( 二 ) 中 的 术语 ). 

当 凡 < oo 时 ， 情况 就 复杂 化 了 ， 这 时 & 过 程 不 叭 一， 实际 上 这 时 存在 无 穷 多 个 8 过 
程 ， 于 是 出 现 正 反 两 方面 的 问题 . 

正 问 题 既然 这 时 Q 不 足以 崔 一 决定 @ 过 程 ， 那 么 两 个 8 过 程 还 在 哪些 方面 不 一 
样 ? 或 者 说 ， 还 需要 补 加 什么 特征 数 才能 唯一 决定 它 ? 

以 后 会 看 到 ， 这 些 补 加 的 特征 数 紧 密 地 联系 于 样本 函数 在 第 一 个 飞跃 点 后 的 行为 

反问 题 设 已 给 生 灭 矩阵 8, 满足 条 件 及 < co, 试 求 出 一 切 8 过 程 . 

反问 题 已 在 813.3( 二 ) 中 叙述 过 ， 我 们 这 里 只 重复 一 点 ， 以 说 明 研 究 反 问题 的 意义 : 
求 出 一 切 8 过 程 ， 等 价 于 求 出 向 后 微分 方程 组 


P'(t) = QP(t), P(0)=1 


的 全 体 @ 转移 矩阵 解 P(t). 这 里 ， 如 同 $13.3( 二 ) 中 所 述 ， 我 们 把 8 转移 矩阵 P(t) 与 8 过 
程 XX 看 成 是 一 一 对 应 的 . 

在 本 章 中 ， 我 们 将 彻底 解决 正 、 反 问题 ， 最 后 的 结果 见 86 中 的 基本 定理 .所 用 的 方 
法 是 概率 分 析 方 法 ， 它 建立 于 对 样本 函数 的 深刻 研究 的 基础 上 . 这 种 方法 的 基本 思想 类 似 
于 函数 构造 论 : 根据 样本 函数 的 性 质 ， 可 以 看 出 Doob 过 程 的 结构 较为 简单 ， 然 后 用 这 种 
较 简 单 的 过 程 来 逼近 任 一 8 过 程 . 

因此 ， 我 们 的 讨论 从 Doob 过 程 开 始 . 

我 们 知道 , 密度 矩阵 8 只 决定 在 第 一 次 飞跃 以 前 质点 运动 的 概率 法 则 . 如 果 R < co， 
因而 ni 以 概率 1 有 穷 时 ， 质 点 在 有 限时 间 内 到 达 附 加 状态 oo, 至 于 如 何 从 oo 回 到 有 限 状 
态 的 概率 法 则 则 不 是 由 @ 给 出 ， 那 么 ， 它 到 底 决 定 于 什么 呢 ? 在 85 中 ， 我 们 找到 了 一 列 
特征 数 pgrn > 0, 它们 完满 地 解决 了 这 个 问题 ， 给 出 了 质点 到 达 co 后 如 何 继续 运动 的 
法 则 ， 和 直观 地 说 ， 9 可 看 成 为 自 so 连续 流入 ”( 82) 的 概率 ， 所 谓 “ 连 续 流入 ”可 想象 为 
遍历 一 切 充分 大 的 状态 (…, 十 2m+ln) 而 回 到 有 限 状 态 ，2=1-9 是 非 连续 流入 的 概 
率 ， 而 rn 则 是 非 连续 流入 而 且 立 即 自 ce 到 达 状 态 n 的 可 能 性 的 一 种 测度 ($5 定理 2) 任 
一 @ 过 程 被 它 的 特征 数列 唯一 决定 .读者 不 妨 先 看 一 遍 . 

§5 (三 ) 及 86 可 作为 本 章 的 内 容 提要 ， 其 中 的 结论 可 不 依赖 于 前 几 节 而 直接 阅读 . 

本 章 中 恒 作 下 列 假定 而 不 一 一 声明 : 1)8 为 生 灭 矩 阵 而 且 R < co; 2) 8 过 程 都 是 典 
范 的 ， 即 可 分 、 Borel 可 测 、 右 下 半 连 续 ;，3) 我 们 知道 ， 转 移 概率 pij(t) 不 能 唯一 地 决定 
Q 过 程 的 样本 随 数 (例如 ， 在 一 0 测 集 上 任意 改变 样本 函数 的 值 并 不 影响 转移 概率 ), 虽然 
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如 此 ， 为 理论 的 完整 起 见 ， 二 Q 过 程 ， 只 要 它们 的 转移 概率 相同 ， 我 们 就 不 加 以 区 别 而 看 
成 是 同一 @ 过 程 . 

由 于 Doob 过 程 是 构造 论 中 的 基石 ， 我 们 的 叙述 就 从 Doob 过 程 开 始 .… 

(二 ) 先 改 述 一 下 Doob 过 程 的 定义 ， 使 它 便 于 应 用 . 考虑 生 灭 矩阵 &, 只 < oo 在 某 概 
闪 空 间 (?, 和 下, P) 上 考虑 一 列 相互 独立 的 @ 过 程 zw),> 0 =12 它们 可 分 ,在 
跳跃 点 上 右 连 续 ， 又 z(t,w), m >2 有 共同 的 开始 分 布 为 = (rom…) .98 过 程 zt 人 (bo) 
的 第 一 个 飞跃 点 记 为 rm(w), P(r709 < co) = 工 令 才 =0, 贡 = 站 77), 定义 


v=0 





z(t,w) = z(t — Th 1(2),w), Tn (wv) St < mw) 


并 称 {z(t,w),t 之 0} 为 Doob 过 程 ， 由 于 此 过 程 的 转移 概率 完全 由 Q@ 及 r 决定 ， 故 也 称 它 
为 (Q,7) 过 程 ， 称 
{zO)(t， wt < To)(w)}， 

为 最 小 链 , 它 是 @ 过 程 在 第 一 个 飞跃 点 前 的 那 一 段 ， 它 的 转移 概率 就 是 813.3(42) 所 定义 
的 同 后 方程 的 最 小 解 . ， 

设 yb,> 0 为 取 值 于 瑟 = (0,1,2,…,oo) 的 普通 ( 非 随机 的 ) 函数 ， 称 点 的 。 飞 
跃 点 , 如 对 任意 s> 0, 在 [r-e,r] 中 ， 它 有 无 穷 多 个 跳跃 点 . 

对 生 灭 矩阵 @,Doob 过 程 的 样本 函数 是 所 谓 了 跳跃 函数 . 值 域 为 EE 的 函数 y(t),1>0 称 
为 了 跳跃 的 , 如 果 : 1) 在 任 一 有 穷 区 间 中 , 只 有 有 穷 多 个 飞跃 点 mi(m = 0,7; < Ti41); 2) 在 任 
一 飞跃 区 间 Yr ri 中 ， 一 切 不 连续 点 都 是 跳跃 点 mh, 其 数 可 列 . (Ti = Ti0 < Ti1 < Ti2 < ….)， 
i 二 0,1,2,.…;3) 在 任 二 相 邻 的 不 连续 点 上 ， 有 


|y{7iy ) 一 y(Ti;+1)| = =1 (i,7=0,1,2,...) 


TT 跳跃 函数 称 为 到 跳跃 的 ， 如 在 任 一 飞跃 点 Ti(i > 0 上 ,， yn) gn. 

注意 ， 了 跳跃 函数 右 连续 ， 不 以 oo 为 值 . 

对 于 上 述 Doob 过 程 z(t,w),t > 0, 由 于 及 < oo, 一 切 随机 变量 rii(w) 均 以 概率 1 有 穷 ， 
XT; = P(r(Ti,w) = 7), (= 1,2,...). 

以 后 常 要 用 到 过 程 的 一 种 变换 . 

称 治 数 y(t),t > 0 自 z(t),t 之 0 经 C(ax,bx) 变 换 得 来 ， 如 果 存 在 二 列 正 数 (ax), (bx), 使 


0(= bo) < al 忒 Di < a2 < bo <. -，》 (ak+i 一 bx) 一 
k=0 


而 且 y(t) 如 下 定义 : 
y(t) =z(t), 当 0 < t< di 时 
y(dg +t) =z(bk+t), Ot < ak 一 外 时 
其 中 
di = ai, dk+1 = dg + (akp+1 ~ bx) 


直观 地 说 ， 抛 去 z(t) 对 应 于 [ai, 6) 的 那些 段 ， 剩 下 的 第 一 段 [0,ai) 保留 不 动 ， 其 余 
的 段 向 左 移动 ， 使 [0, 0), [Bi orDG = 1,2,…) 按 原 序 联 结 而 不 相交 ， 所 得 函数 即 y(. 
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今 以 znlt) 表 某 T, 跳跃 通 数 ， 用 下 列 方法 定义 二 列 正 数 ， 这 种 选 代 定义 方法 将 多 次 
引用 . 以 


大 表 xn(t) 的 第 一 个 飞跃 点 (1) 

7 = inf(7 :7>Tm,7 是 飞跃 点 ， 而 且 zn(r) < n) (2) 
如 果 已 定义 六 + 则 令 

Tki+1 二 inf(7:7> 7k,7 是 飞跃 点 ) (3) 

Tki+1 二 inf(7:7T 之 7k.+1;T 是 飞跃 点， Tn(T) < n) (4) 


于 是 


OTETR STH ET Ce CT SC Th < 


设 以 上 诸 数 均 有 穷 ， 而 且 


> (read —7Tk.)=00 (ko=0,7 =0) (5 
?1 一 0 
对 zn(t) 施行 CTkEit1s Tkis1 ) 变换 后 ， 得 一 - 了 Tn-1 跳跃 消 数 zn_1(t), 记 此 关系 为 
fnn-1(Tn(t)) = Tn_1(t) (6) 


故 廊 "1 表 二 ,跳跃 唤 数 到 工 ,-] 跳跃 函数 的 变换 . 注意 (6) 并 不 表示 对 固定 的 上 双方 相等 ， 
现在 考虑 (Q, 四) 过 程 zi(t,w),t > 0(w egD). 这 里 再 m = (p49 ,p49)… ,pl") 是 集中 
在 前 n+1 个 状态 (0,1,.…,n) 上 的 分 布 ， 使 P(zi(5,w) = 力 = of) 为 简单 计 ， 设 p54? > 0. 
利用 (1),(2) 定义 随机 变量 列 ri(w)， Thi4s(w)(i > 0), 则 由 于 R< co 及 pg) >0, 它们 均 以 
概率 1 有 穷 而 且 (5) 成 立 ， 对 过 程 zn(t,w),t > 0 施行 Clraii(w),rsv(w)) 变换 后 ， 得 一 二 
元 图 数 zi1(t,w),t > 0(we€ 0), 即 


， fran-1(Tn(t, w)) 一 Tn-1(t,w) (7) 
引 理 1 zxn_1(t,w),t>0 是 (Q,p("-n) 过程， 这 里 
nl 
A /To Oci<n) 四 
zi 一 0 


证 对 国定 的 w, 由 定义 知 zn-1(t,w) 是 T，-1 跳跃 消 数 ， 今 证 对 每 固定 的 t,x 1(t,w) 
是 随机 变量 .以 ov(w) 表 za-1(t;w) 的 第 4 个 飞跃 点 (oo = 0), 并 令 


£ 
Ww) = P(r (w) — Tk st1(w)), (ko = 0) (9) 


(换言之 ， mm(w) 是 在 Tke(w) 以 前 ， 自 zn(t,w) 所 抛 去 的 区 间 的 总 长 ) 注意 z(t,w) 是 右 连 
续 过 程 ， 故 是 Borel 可 测 的 ， 央 而 
(Zn_1(t, wy) = 和 elw)<t 有 oacri(w)) 


一 (zxnlt 十 Ve, w) 一 ,Tkg (w) <t+t Te(w) < Tke ri (wm)) 
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是 可 测 集 ， 故 (zibo) == 避 (zn-i(b,w) =i 04(w) < t+ oori(w)) 也 可 测 ， 再 留意 


=0 
zn_1(0;w) = zn(0,w), 即 得 证 zn_1(t,w), t 之 0 是 一 随机 过 程 ， 它 还 是 (8, Pm- 人 了) 过程， 因 
为 对 任意 &> 1, 令 7m 为 zn(t,w) 的 第 m 个 飞跃 点 ， 由 (8) 得 


P(xn_1(0¢) 一 7) 一 P(xn (Tk, ) 一 7) 一 > Pl(zn (Tr, ) = j| Tk2 一 Tm) Pl(Tk, 三 Tm) 
m=t 


oo (n) -1 (mn) (nm)1m 一 《 
1 一 n “ 1 “ n 
_ (1— pn ) 2 [en | Pr, = 71) 





因为 pi >0 故 P(re < mk < 00)=1, 即 二 P(r = Tm) = |， 从 而 


Plzni(o) =7)=97" (0<jgn-)) 

最 后 ， 根 据 Doob 过 程 的 定义 ， 还 要 证 明 zw-ifbw) 是 由 相互 独立 的 最 小 链 组 成 
=。i(tw) 是 由 最 小 链 组 成 是 显然 的 ， 故 只 要 证 独立 性 ! . 以 mci 分 别 表 zn(t,w) 及 
zn-_1(t,w) 第 i 个 飞跃 点 后 第 7 个 跳跃 点 (7 > 0), 天 (zi1, 妇 ,22,y2,…) 表 任意 无 穷 维 Borel 
可 测 函 数 ，4 = 1,2,…. 令 

FD(w) = f(zn_1(0v0),0v1 ~ ov0, Tn_1(0601), 0v2 一 aol) 

FI (w) 一 fu(Tn(Tv0), Tvl 一 Too0y Zn(Tol),Tu2 一 Tuol -) 
设 ! 为 任意 正 整数 ， ct ……ct 为 任意 4 个 实数 ， 则 

P(z li(ou) 一 jo, FI-D) < cum 一 1, ” ,人 
= P(zn(Tk, ) = jy FD) < co 一 1 6) 
一 》 P(k,(w) 一 7nuyzn(Tmo) = jo PY < cv=1,..,6) 
一 DP(zn (Tm,) = jo, FY < co 三 1 本 

Zn(T) = n,m,# m2 天 7 < nw) 

这 里 及 以 下 的 》 表 对 正 整 数 me > me_1 >… > mi 之 1 求 和 和 ， 由 于 zn(t,w) 是 Doob 
过 程 ， 故 构成 z(t,w) 的 最 小 链 是 相互 独立 的 . 因此 ， 如 以 Pi 表 开 始 分 布 集 中 在 i 上 时 最 
小 链 所 产生 的 测度 ， 即 得 上 式 最 右 项 


站 4 ~ 
一 [eg]m ， [pm tl) ， [pl mem +1) II Pj, (FY < cv) 
v=1 


4 [4 
= [I P(r < ce)/(1— et) = TI Pen) = ,FD < co 
v 二 1 


v=1 


€ 
一 I P(zn_1(0%) 一 JR) < cv) (10) 


v= 二 1 


! 此 独立 性 也 可 由 83 定理 1 推出 
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然后 对 7 自 0 到 nn 一 1 求 和 (v = 1,.…. ,2), 即 得 


PF YD) < ev=1,.,0)= [I P(t Y <6,) 


此 即 表 诸 构 成 z,_1(t,w) 的 最 小 链 的 独立 性 ， 口 
类 似 于 fnn_1, 定义 另 一 种 变换 Ynn—l 如 下 : 对 了 跳跃 函数 zn(t), 仿 (1)-(4), 令 


九 为 za 人 的 第 一 个 飞跃 点 () 
Br = inf(t :t 2 71,7Tn(t) <n) (2 
Tki+1 为 Br; 后 的 第 一 个 飞跃 点 (3") 
Bhs = inf(t :t 2 Thtis Tn(t) < n) (4) 
仍 设 此 诸 数 答 有 穷 而 且 
Daim Bi) = (ko—0,6o=0) (5") 
i=0 


对 zn(t) 施 以 CTkit1, Gy) 变换 后 ， 得 一 Tl 跳跃 函数 zn-_1(t), 记 此 关系 为 
gnn—1(Zn(t)) = Zn-1(t) (11) 


或 者 ， 为 以 后 方便 ， 记 成 
gnt1in(Tnt1(t)) = zn(t) (12) 


这 表示 灾 换 Ynt+l,n 把 Tn+1 跳跃 范 数 变 为 Th, 跳跃 函数 . 
今 考虑 (Q,Vm1)) 过 程 z+1(t,w),t > 0, 这 里 


Vn+1) 一 (V+), Vi{™+D), ,. ,VA™+1)) 
表 某 集中 在 (0,1,…,n 十 1) 上 的 分 布 ， 它 的 样本 函数 是 T,41 跳跃 函数 .由 (12), 令 
gntin(Tnt1i(t, w)) = Zn(t,w) (13) 
则 类 似 地 得 
引 理 2 zn(t,w),t >0 是 (@Q,V") 过 程 ， 这 里 


of = /Pe™ tule) (j <n) 


0 rion/ (DY te) (9 
n n+l 

2) 

i=0 i=0 


其 中 cx = qk(j) 由 $16.1 (25) 定义 ， 它 是 自 出 发 ， 沿 @ 过 程 的 轨道 ， 经 有 穷 次 转移 而 到 
达 j 的 概率 . 
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证 证 明 仿 引 理 1, 不同 处 在 于 证 (14). 分别 以 oz(w),Te(w) 表 zn(tw) 与 zrri(t,w) 的 
第 4 个 飞跃 点 ， 
vi™) = Pl(zn(oe) = 7))= P(rnti(Bk,) = 7) 
= Plznti(Bk) = jlrm & Bk < mnt Pr & Bk < Tm+1) (15) 
m={ 
由 于 尺 < oo, 对 znHilto), 自 出 发 ， 经 有 穷 步 到 达 j(>) 的 概率 为 1, 到 达 k 一 1 的 概率 
为 cx,k-1, 故 


A= S v1) 十 vt en tn >0 
i=0 


是 自任 一 飞跃 点 出 发 经 有 穷 步 : 到 达 (0,1,…,n) 的 概率 ， 因 而 


(1 加 A)™-1At lw" + or) 
= 一 人 一 ，(0 芝 jj 忒 m) 


P(zn+i(Oke) = jlTm & Bke < Tm+1) = A)m-iAl A 


类 似 地 有 


P(znri(Bre) = nT & Bre < Tmtri) = (vtD) 十 vt en pn)/A 


以 此 二 式 代入 (15), 并 注意 易 证 P(r < Bke < %) = 1 


P(lim 7;=o00)=1 


即 得 证 (14) 中 前 二 式 ， 最 后 一 式 是 显然 的 ， 口 
更 一 般 地 ， 对 n> m, 定义 二 变换 


frm = fm+im 太太 (16) 
gnm 二 gm+lim Jn-in—29nn—1 (17) 


它们 都 是 把 T 跳跃 函数 变 为 Fw 跳跃 函数 的 单 值 变 换 ， 逆 变换 三 1,g-4, 则 把 ,跳跃 函 
数 变 为 工 , 跳跃 函数 ， 但 后 者 一 般 是 多 值 的 . 

(三 ) 仍旧 考虑 (Q, mm) 过 程 z(t,w),t > 0. 根据 随机 过 程 的 表现 理论 ? , 可 以 取 基 本 
事件 空间 Q = Q。 这 里 Q, = (wn) 是 全 体 Th 跳跃 函数 的 集合 ， 而 且 基本 事件 w, 与 样本 函 
数 za(twn), 重合 ， 即 z(t, wn) = wn(t), (t 2 0). 这 样 取 定 的 概率 空间 记 为 (Q 大 ,PP 已 完 
全 由 Q, ("及 一 开始 分 布 决定 ， 今 如 取 由 (8) 定义 的 分 布 惠 "-0, 则 由 (7) 及 引 理 1, 定义 
在 (Qn; Fn,Pn) 上 的 过 程 fri(zn(twn)) 是 (8, -DD 过 程 ， 由 此 易 见 fm(zn(t,wn)) 是 定 
义 在 (Qu PP 上 的 (8Q, 鲁 (") 过 程 ， (m < n), 这 里 


om = 8" / D0 (Ogigm,) (18) 
一 0 
此 式 是 (8) 的 推广 
10 步 也 算 作 有 穷 步 . 


2 见 Doob 站 第 一 章 §6. 
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今 设 已 给 一 列 非 负数 (wi), 使 
0 < 》 9i 入 oo (19) 


(注意 此 级 数 可 以 发 散 ), 故 至 少 有 一 pi > 0. 不 失 以 下 讨论 的 一 般 性 ， 设 po > 0. 由 (wi) 作 
集中 在 (0,1,.…,n) 上 的 分 布 


BI™) 一 (pH, ol), 人) 


其 中 
of) 一 2/ Dp (20) 
i=0 


显然 ， 分 布 列 (®") 满足 关系 (18). 

引 理 3 存在 概率 空间 (Q,, P), 在 其 上 可 以 定义 一 列 (Q,(") 过 程 zw(t,w),t>0 
(n= 0,1,2,…), 使 满足 关系 (7). 这 里 "由 (20) 决定 . 

证 国定 一 分 布 (v;) 作为 开始 分 布 ， 如 上 所 述 ， 对 每 一 n > 0, 存在 (9 万 ,已 ) 及 
定义 于 其 上 的 (Q, 8m) 过 程 zn(t,wn), t > 0， 对 任意 (> 1) 个 非 负 整数 n1,… ,nx, 任 取 
nn 之 max(ni,… ,ng), 定义 在 (8% 三) 上 的 过 程 za 人心 wn) = fnizn(t,wn)) 也 是 (Q， 再 (1)) 
过 程 ， 故 与 zu 人 twn), 上 > 关 0 有 相同 的 有 穷 维 分 布 ， 今 对 到 Ee [0,00) 及 ji € EB(i= 1,.…,k)， 
定义 天 维 分 布 


Frnt ngts (1, 由 , Jk) 二 P, (zn (ti, wn) 一 ji 1 二 1, “0, k) (21) 


易 见 此 分 布 不 依赖 于 的 选择 ， 而 且 有 穷 维 分 布 族 {Fi4,…nit} 是 相 容 的 . 故 根据 Kor- 
MOrOPOB 定理 ， 存在 概率 空间 (0, 7, P), 及 定义 于 其 上 的 过 程 列 zn(t,w),t 之 O(n 一 0， 1,2, 小 
使 

Pl(zn, (ti, w) 一 Ji 一 二， k) 一 了 (1, 机 ,Jk) (22) 


由 此 及 (21), 特别 地 知 zn(t,w) 与 zn(t,wn) 有 相同 的 有 穷 维 分 布 ， 其 次 ， 按 上 引 定 理 ， 可 取 
0 = (w), 其 中 w = wln,t) 是 取 值 于 的 二 元 函数 (n= 0,1,…,t€ [0,o0)), 并 且 zn(t,w) = 
w(n,t). 由 于 对 一 切 n> mm > 0, P,(fam(zn(t, wn)) = zm(t, wn)) = 1, PP.(zn(t;won) 是 人 跳跃 函 
数 )= 1, 故 可 自 9 中 除去 一 0 测 集 , 以 使 对 每 w,zn(t w) 是 工 , 跳跃 函数 , 而 过 程 z(t,w),t>0 
则 成 为 (&Q, 亚 (”)) 过 程 ， 并 且 使 (7) 成 立 . 清洗 (缩小 ) 后 的 概率 空间 仍 记 为 (9, 下 , P) 则 此 空 
闻 符 合 要 求 . 口 

逐 句 重复 引 理 3 的 证 明 ， 作 显然 的 记号 上 及 字面 上 的 修改 后 ， 即 可 证 明 下 面 的 

引 理 4 存在 概率 空间 (9, 下 , P), 在 其 上 可 以 定义 一 列 (Q,V(") 过 程 zu(tw),t> 0(n = 
1,2,…) 使 ， 满 足 关系 (13), 这 里 VY = (oo ae) = 1,2,3,…) 是 (14) 的 任 一 列 
非 负 解 . 

$17.2 ”连续 流入 不 可 能 的 充 要 条 件 


(一 ) 设 z(t,w),t20 为 可 分 Q 过 程 ， 由 814.1, 不 影响 转移 概率 ， 对 每 ie E, 可 设 t- 
集 Si(w) = (t: z(t,w) = 引 以 概率 1 是 有 穷 或 可 列 多 个 左 闭 右 开 的 不 相交 的 i 区 间 的 和 ， 而 
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且 在 任 一 有 界 区 间 中 ， 只 含有 和 穷 多 个 i 区间， 在 任 -- 定 点 上 后 有 第 一 个 断 点 ， 它 是 跳跃 点 

定理 1 对 任意 可 分 Q 过 程 z(t,w),t 之 0,t- 集 T(w)=(t:t 是 xz(s,w),s >0 的 飞跃 点 ) 
是 闭 集 (a.s.). 

证 对 固定 的 w, 称 4 是 T(=T(w)) 的 左 极限 点 ， 如 a 是 T 的 极限 点 ， 但 存在 e > 0, 使 
z(t)j 在 [a 一 ,a) 中 为 常数 . 记 工 的 左 极限 点 集 为 4, 并 令 B= (5:z(t) 在 b 不 连续 ， 而且 在 
某 [5 一 6,6) (6 > 0) 为 常数 ). 显然 4c B. 但 男方 面 ， 因 [58-6,8) 必 含 于 某 i 区间 之 中 ， 而 且 
B 中 不 向 的 i 不 能 含 于 同一 i 区间 之 中 ， 故 B 是 可 列 集 (a.s.). 记 B=(b), 则 加 不 是 跳跃 
点 的 概率 等 于 0. 否则 ， 存 在 +€ R( 可 分 t- 集 ), 使 P(r € [6% 一 6,b%) 而 且 5b 非 跳 跃 点 )> 0. 
于 是 > 后 第 一 个 断 点 以 正 概 率 不 是 跳跃 点 ， 此 如 上 述 不 可 能 . 故 娃 由 跳跃 点 构成 ;然而 
由 4 的 定义 ， A 中 的 点 均 非 跳跃 点 ， 故 4B = 9, 从 而 A = 9(a.s.). 

如 点 Y 是 工 的 极限 点 ， 但 7E4, 则 在 任 一 了 5 一 e,b) 中 必 有 无 穷 多 个 跳跃 点 ， 故 YET. 
因而 得 证 T(w) 是 闭 集 (a.s.). 口 

任意 固定 wp > 0. 由 定理 1, 可 定义 


Tp(w) = max(Y :7 & p,Y ET(w)) (1) 


换言之 ， re(w) 是 yp 前 的 最 后 一 个 飞跃 点 (如 右 方 括号 中 集 是 空 的 ， 则 令 7p(w) = 0). 它 是 
随机 变量 易 见 几乎 处 处 存在 极限 0) 实际 上 ， 如 说 不 然 ， 必 存在 ieE 蕊 使 


Pl lim z(t, 0%) > a z(t,w)=i)>0 
. 由 于 P(re(w) < vp)=1, 故 上 式 表示 以 正 的 概率 在 [0,p] 中 有 无 穷 多 个 i 区 间 ， 此 不 可 能 . 
定义 z(row) = Jim z(toj， 如 对 任意 p > 0 有 Plz(ro,w) = co) = 0, 则 说 质点 不 能 


自 co “连续 地 ”流入 有 穷 状 态 ; 不 久 可 证 ， 其 充 要 条 件 是 5 = oo. 这 里 S 由 816.1(6) 定义 . 
(二 ) 设 x(#bo),t>0 是 取 值 于 王 的 典范 链 ， 对 [0,co) 中 任 一 子 集 B, 以 Be 表 含 一 
集 (z(t,w) = 站),(t € B,j E EB) 的 最 小 o- 代数 . 设 随机 变量 Cw)(< co) 为 马 氏 时 刻 ， 记 
Qc = (Cw) < co). 令 
B[0, <] = (4:4CQ, 对 人 Et > 0, AN(C zt) € B[0,4d) (2) 
则 810,4] 是 Qc 中 一 c- 代数 . 由 强 马 氏 性 ， 对 任意 B es Bl0,co), 在 Qc 上 ， 除 去 某 0 测度 
集 外 ， 有 
P(9¢B| Bl[0, ¢]) = Pz(e)(B) (3) 
引 理 1 设 &(w) 为 随机 变量 ， 满 足 条 件 : 
(i) 对 任意 s>0,t>0,w- 集 4,=(€>s)eBl0,s), 而 且 4 ES A, No0,Ai; 
(i) 存在 TT> 0,a > 0, 使 对 一 切 ke E, 有 P(AT)<1-—a. 
则 五 上 < eco. 
证 因 4, € 8B[0,s], 947 e 83lsco), 由 马 氏 性 得 


P(AsiT) < P(A,s Nb,AT)= 人 Pz(s) (AT) PE (dw) < (1— a)P.(A,) (4) 
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从 而 P(A,T) < (1 一 a)”, 并 且 
cc CO (n+1)T 
Eré =/ P,(é > s)ds = 二 人 P(E > s)ds 


oo Oo 下 
<T》 P(E >nT)=T) P(AnT) < 二 < oo 
1 二 0 


n=0 





由 于 ke 任意 故 Et < oo. 
(三 ) 定理 2 设 8 满足 5S= co, 则 对 任意 @ 过程 z(t,w),t>0, 有 P(z(7y,w)= 00)=0, 
这 里 > 0 任意 . 
证 如 丸 =co, 则 因 第 一 个 飞跃 点 r(w) = oo(a.s.), 故 mo(w) = 0(a.s.) 而 定理 显然 正确 . 
设 情 < oo 令 Wio)=intt:ztbo)= 刘 则 五 (9 < co)=1. 引进 随机 变量 











Ex (Ww) = inf(t : z(t,w) = ,zn,w) = 00) (kK € Bb) (5) 


(如 右 方 括号 中 集 是 空 的 ， 则 令 &(w) = co). 试 证 P(&4(w) = co) = 1 
先 证 P(&o(w) = co) = 1. 如 说 不 然 ， 则 P(t0 < co) > 0, 故 至少 有 一 i€ EB, 使 PPB(éo < 
co) > 0. 既然 P{&0(w) 之 T(w)) = 1, 故 


P,(éo < oo) = Po(n; < oo to 一 ni < oo) 
对 和 用 强 马 氏 性 即 得 
Poléo < co) =/ Poléo ~ mi < oo |Blo,ni]) Poldw) 


(mi<o0) 


一 / Pn;)(éo < oo)Poldw) 
(m<o0) 


因为 z(m) = i,Po(m < co) = 1, 故 由 上 式 得 Pt < oo) = Pto < eco) > 0, 于 是 存在 
人 >0a>0, 使 局 (人 入 7T) > a， 既然 对 任意 ke EB, 有 


Pléo < T) < Poln & T,éo0— nk <T) 


- / Paléo — mn < TIBiom) Pldw) = Pléo < TP (mn < T) 
(nx 人 T) 


故 Pi(éo < T)> (to < T)2a, 即 Pi(éo >T)<1-a,(ke BE), 从 而 引 理 1 条 件 (i) 满足 ; 


lim Eon 一 9 一 oo 
on 为 自 出 发 ， 经 有 穷 步 首 达 0 的 时 间 ， 故 存在 入 使 
Eow > 2Eéo (6) 
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男方 面 ， 放 欠 代 法 定义 


oi(w) = inf(t: x(t.w)= NN) 

w) = inf(t:t > aw), rt,w)= N+1) 
ak(o) = inf(t :it > Di) z(t,w)=N-1) 
Bi(w) = inf(t:t> ar(w), rthw)= N+1)(k>1) 


由 于 届 < ceo, 易 见 :Pak < oo0,B4 < oo0% = 42,…) = 1 今 保存 区 间 [ax(w),Bi(w)),(k = 
1,2,…) 而 抛 上 去 其 它 区 间 ， 并 将 保留 区 间 向 左 按 原 序 平移 ， 使 ai{w) 重合 于 0, 并 使 各 区 问 
相 联 面 不 相 父 ， 所 得 为 @w 过 程 zw 人 bw) 汪 > 0( 见 816.1(16))，P(zN(0w) = N) = 1 显然 
ON{w) 一 inf(t :zw(t,w) 二 0) < &0(w), 上 故 Een < Eto. 此 与 (6) 矛盾 ， 故 P(&0(w) = co) = 1 
大 
其 次 ， 几 P(éo < co) > P(Ej < oo) 11 az; 得 


一 


PEk(w)=coy==1 (KE 五 ) (7) 


今 如 说 定理 不 真 ， 即 对 某 pw > 0 有 P(z(re) = co) > 小 则 必 存 在 ke 已 使 P(z(7p) = 
coyz(P) =k) > 0 页 Pt < 00) > P(x(7p) = 00,z(p) = 上 >0. 此 与 (7) 了 矛盾 口 
系 1 如 5 = oo, 则 存在 Qo0,P(Q0)=1, 使 we Qo 时 ，t- 集 H,=(t: lim zts,w) = co， 


而 且 存 在 。 > 0, 使 在 (t,t+e) 中 无 飞跃 点 ) 是 空 集 . 

证 只 要 令 no = 人 (6w :tk(w) = co). 口 . 

反之， 如 5 < co, 由 下 面 86 系 2, 知 存 在 8 过 程 使 定理 2 中 结论 不 成 立 ， 故 3 = co 是 
不 可 能 “连续 ”流入 有 穷 状态 的 充 要 条 件 (参看 8 中 定理 2 及 定理 3), 这 一 结果 在 构造 论 
中 会 起 到 重要 作用 . 


$817.3 一般 8 过 程 换 为 Doob 过 程 


(一 ) 是 否 可 变 任 一 @ 过 程 为 Doob 过 程 ? 本 节 给 出 一 般 方 法 ,此 时 8 不 变 而 转移 概 
率 的 变化 则 可 控制 得 很 小 ?. 
设 8 为 保守 矩阵 ( 见 813.3(12)) 而 且 gq; > 9, 一 切 ie 五 称 矩阵 @ 为 原子 的 , 如 满足 
Po = jl = = 各， (i,7 € E) (1) 
的 蕊 氏 链 (&%)(n > 0) 具有 性 质 : 对 任 一 集 Rc E, 不 论 开始 分 布 如 何 ， 存 在 正 整 数 N(= 
N(w)), 使 
P(e。 ERb>N)=0 或 1 (2) 
称 @ 过 程 为 原子 的 , 如 8 是 原子 的 ; 而 由 (1) 定义 的 马 氏 链 (&%) 则 称 为 此 8 过 程 的 嵌入 马 
氏 链 . 


:这 也 可 从 83 定理 2 证 (0 推出. 
2 参看 84 定理 3 的 证 明 . 








艺 见 生 炎 过程 是 原子 的 ， 实际 上 ， 以 4 表 (2) 中 左 方 括号 中 的 wo 一 集 ，4 是 (8&1) 的 
不 变 集 ， 仿 815.2(16), 得 


2 b; ， 
P(A)= 于 +t Pr(A) (i>l) 


To(A)= P(A) 


解 之 得 疡 (4) 三 c 从 而 瑚 (4) =0 或 =10e 瑟 ), 故 PL4)=0 或 1 

今 设 (4,w),t 之 0 为 可 分 的 Borel 可 测 齐 次 马 氏 链 ， > 为 其 第 一 个 飞跃 点 ; 又 设 〈 为 
马 氏 时 刻 ， P(C < co) =1P(z(0) = oo) 一 0,7 为 C 后 的 第 n 个 跳跃 点 x= Jim 元 ”是 
《后 的 第 “个 飞跃 点 ， 易 见 赤 ”为 马 氏 时 刻 . | 

定理 1 如 过程 ztbo),t>0 是 原子 的 ， 且 P(7 < 0)=1, 则 

P(9,. BI Bor))=e (3) 

这 里 BE Bo 义 Boro 是 含 一 切 Bo ,wy(n >o(e = 0) 的 最 小 cc- 代数，C 为 不 依赖 
于 (《 的 常数 . 

证 除 大 -0 测 集 后 ， A" < "ty, 多 on， = . 先 证 BL. ] 和 Bo mht 任 取 

6 
4E Bi SE 则 4C 和 ce， 又 1 
”5 [g 


(4 <t)=(4 
Leon 站 亲人 (全 < 
2” 一 _ [I\ Du < ~ ou 


门 (EN < 了 艺 2 使 =( 世 ) z <( 世 )) € Blo 


故 4 € Bro 于 是 Blo T Bo) 由 强 马 氏 性 ， 得 





P(Or. BI Blo, re)) 一 一 im P(07.B| Bi -95) = = lim Fr (x (gr B) (4) 


任意 取 实 数 wa > 0, 令 R=(i:P(0,B) >a), 由 (4) 
Plw: P(07. BIBI07)) > a) 
= P(w :存在 N(= N(w)), 使 pn > N 时 ,zx(7L™) € RR) 


然而 (z(72))(n = 0,1,2,…) 是 @ 过 程 的 嵌入 马 氏 链 ， 开 始 分 布 为 m = P(z(C) = DG > 0). 
由 原子 性 得 
Plw :Pb .Bl Bor)>oa=0 或 1 


由 于 a 为 任 一 正 数 ， 故 以 概率 1 


PUB| Bor) = C(O) 





1(A,B) 丰 ANMB. 
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这 里 C(O) 表 ， 和 常数 ， 它 可 能 依 顿 二 5. 和 精确 些 ， 可 能 依赖 于 开始 分 布 i = P(z(C) = ie 
). 利用 与 氏 链 理论 中 下 列 简单 事实 : 设 (71) 为 号 氏 链 ， 7 为 实 值 函数 ， 如 对 任意 开始 分 
布 ， Hz 当 一 00 时 以 概 闵 1 工 收 伊 二 常数 ， 划 此 常数 与 开始 分 布 无 关 1 . 因此 ， 在 此 事 
实 中 取 zw = ze (zn) = 已 ,49B), 妈 得 C(O) 与 (无 关 ， 口 

朋 此 定理 证 见 ， 事 件 呈 三 Bo 中 的 事件 

(二 ) 现在 进 -- 步 设 @ 为 生 炎 逢 阵 而 且 R< oo0, 用 和 迭代 法 定义 


(2)(=7(w) 为 zf) 的 第 一 个 飞跃 点 加 
人 = i TW) (tw) < n) (6) 
如 Tw-1(w), B41(w) 已 定义 ， 则 令 
Tm (2) 为 B90 1(w) 后 的 第 一个 飞跃 点 (7) 
Bn) (2) = inf(t:t> nw),7(t,w) & n) (8) 


此 外 ， 令 8 四 (w) 为 B49(w) 后 的 第 大 个 跳跃 点 . 

”对 Q 过 程 z(t,w),t> 0 施行 C(t(w), P90(w)) 变换 后 ， 所 得 过 程 记 为 zn(tyw),t 之 0. 

定理 2 如 中 < oo, 则 za(t,w) 为 (Q,V09) 过 程 ， 其 中 VC = (ov on) 满足 
81(14). 

证 为 证 此 只 需要 证 明 下 列 结论 

对 一切 n,m = 1,2,:….P{ (90 < < »)=1; 

Gi) 对 任意 周 定 的 m > 1 al)tm = 1.2,…) 对 立 同 分 布 ， 而 且 vt) = Plzlgt) - 
满足 81(14); 

(i) 对 任意 国定 的 n> 1, 随机 变量 族 


(z(BR); (BUD — BN) k= 0,1,2,...) (BW = Bl) 
不 依赖 于 随机 变量 族 
(zB Bj = 0 m1: k=0,1,2,...) 


如 果 这 些 和 
义 推出 ， 见 $13.2 定理 5,6.) 而 且 在 飞跃 点 上 的 分 布 为 Plz(6t) = 让 = wo)(0<i 和 四, 故 它 
是 (Q,V(") 过 程 . 

(0-(ii) 的 证 明 分 成 四 步 : 

(A) 由 玉 < co, 存在 3S>0 及 pe 天 ,使 


P(B(® < 00) > Plr < s,2(s) < £)>0 (9) 


由 此 可 见 ? 存在 了 > 0,a > 0, 使 对 任 一 Re E, 有 Pi(8!) < T) > a 从 而 根据 $2 引 理 
1 立 得 EB(9 < oo, 故 有 P(8( < oo) = 1 今 考虑 ybw) = z(B(O(w) 十 刀 w),t > 0, 由 关于 


:实际 上 ， 先 设 开始 分 布 4 = (wi) 满足 w > 0, -切记 则 由 P(f(zn) 一 c(w)) = 1 得 Pi(f(zn) 一 cl) = 1, ce(w) 
为 可 能 依赖 于 + 的 常数 ， 另 方面 ， 由 假定 PA(f(zn) 一 c(di)) = 1, di 表 集 中 于 单 点 1 上 之 分 布 ， 故 c(w) = c(d;). 今 
设 uw’ 为 任意 分 布 ， 则 至 少 存在 一 i 使 ui > 0, 重复 上 推理 得 c(w’) = c(di) = c(w). 

2 实际 上 ， 巾 (9) 至 少 有 一 EE 使 PH < oo) > 0; 从 而 由 下 < co 知 Po(8( < co) > 0. 故 有 Ta 使 
PB CT) Fo 于 PAB CT 2 PPD 1) > a 








20 的 强 马 氏 性 它 也 是 Q 过 程 ， 仿 (6) 过 此 ge 定义 的 9) 记 为 才 o) 则 由 上 知 
POO(w) < oo) = 1 于 是 由 人 WG) = (0) + (ee) ) 得 (和 < oe) = 1 旭 此 本 续 ， 生 这 
P(B 的 一 oo) 10 > 臣 皮 然 首 时， P22) 并 12), 政 们 对 n>Ff 椒 确 ， 
(B) 癌 定 mw 全 令 页 二 0 取 BBi=(r(B9)= 训 并 于 定理 1 中 令 62) 二 有 (on 
2.3 1) 得 和 [说 事件 
0 B; = (7 (307) ) 王 让 (i=0,.1,..n) 


5 Blo) 中 的 事件 独立 ， 特 别 与 事件 2(39) = 站 < mi = 0 及 其 安 独 站 ， 从 而 谤 
zf (mn > 1) 桂 开 独立 ， 再 在 定理 1 让 次 令 Cw) 二 0,C(w) = Bt" Wi G(w) = AB) (ww), 
可 见 诸 事件 b Bi; = (z(p800) = 站 .9 Bi = (zl = 站 有 相同 的 概率 

(CO) 为 证 GD) 对 zn(2 人 成立， 只 需 证 (z(3 人 一 有 02 
的 事件 独立 ， 对 任 二 组 整数 < 有 < <hky, mc<ra< < 有 


TL : 于 了 n) ~ 一 - 
(zx (有 ) 二 1 ,zB ) 一 i BO +l BO > ,BD) +1 Bo 一 1,) 加 95.B 


其 中 B= (z(Bik) = (BR = i 


BA) ,1 - oh > 1 一 Bl > 如) 
然后 仿 (B) 利用 定理 1 即 可 . 
(D) 证 (2),0Gi),Gii) 中 的 结论 对 任 一 n(> 1) 成 立 ， 只 要 证 P(8WW < co) = 1 即 可 .如 
v9 = P(z(8 四 ) = D > 0. 则 由 (A) 及 (B) 得 P(84 < co) = 地 二 (1- vO)*=1; 如 w=0， 


则 取 (< ,使 9 > 0, 于 是 P20 < co) = ao 党 (vem)" 一 1 然后 利用 (A) 中 之 


n=0 
方法 得 证 P(80) < co) = 1(k > 1). 故 (i) 完全 得 证 .为 完全 证 明 (iii), 只 要 在 (B),(C) 中 
以 1 换 4 最 后 注意 orun(zntitto)) = zn(t,w), 故 (vt ) 满足 $1(14). 口 
对 于 民 < oo,S= oo 的 @, 尚 可 如 下 把 Q 过 程 变 为 Doob 过程， 代替 (5)-(8), 令 


大 (WJ) 为 Z(t) 的 第 一 个 飞跃 点 (10) 
atm(o=inftt:t > Two),t 为 飞跃 点 ,zlbw) < nn) (11) 
Tm(w) 为 a 1(w) 后 的 第 一 个 飞跃 点 (12) 
a (w) 二 inf(t :t+ 之 Tm(w),{ 为 飞跃 点 ,zft w] <n) (13) 


此 外 ， 令 ago (wu) 为 a 多 (w) 后 的 第 个 跳跃 点 . 

对 0 过 程 z(t,w),t 之 0 施行 C(zm(w),al(w)) 变换 后 ， 所 得 过 程 也 记 为 z(t ww),t 之 0. 

定理 3 设 及 < 00,5 = o0. 则 zn(t,w),t> 0(n ZL,L 为 某 非 负数 ) 为 (Q, BI™) 过 程 ， 其 
中 更 0 = (yg,p9,… ,p40) 满足 81(8). 

证 取 p>0, 使 P(r <w)>0. 由 2 定理 2, P(x(7%) 关 00)=1, 这 里 ro(w) 是 yp 以 前 
的 最 后 … 个 飞跃 点 。 豆 存在 Le€ E, 使 Pl7y < Tp,z(7Ty)= 0)= Pn <p,z(7p) = f) >0, 从 而 


Plal < co) > Pln & zs,2(7s)=£)>0 


故 得 到 了 与 (9) 类 似 的 式 子 ， 然 后 只 要 逐 句 重复 上 定理 的 证 明 至 (D) 以 前 ， 并 作 显 然 的 改 
变 即 可 口 
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8174 5 < 00 时 过程 的 构造 


(3) 同 定 任 “ 生 严 知 阵 Q, 使 尼 ，eo 考虑 红 中 方程 组 (14), 任意 全 定 v0 < 
1 则 wh 唯一 决定 ， 如 果 (oo 已 求 出 ， 则 任意 给 定 v0,0 < ott 区 1 后 ， 可 
用- 交 是 COPD 内 下 次 让 下列 (0) 后 后 (以 后 简 记 为 (vw), 即 w 二 so) 可 
唯一 决定 红 中 (14) 的 一 组 解 . 为 使 此 组 解 中 每 (000,00) (nn 一 12 ) 的 是 概率 分 
名， 不 难看 出 ， 充 娄 条 件 是 (w) 满足 条 件 

ll 之 vi 宛 0 

Un+1(z 一 zn+1) 

(2 ~— Zn) 一 Vnt1(Zntl 一 zn) 





1 之 wn 之 之 0， (n 之 1) (1) 


由 $3 定理 2(ii), 立 得 
引 理 1 设 已 给 @ 过 程 z(t,w),t 之 0, 使 R< co 则 序列 (wm) 


= Plzx(B™) = n), n>21 (2) 


满足 (1). 

本 节 中 ， 以 下 恒 设 RR<oc,5 < co. 

重要 的 是 ， 以 后 会 证 明 : 设 已 给 满足 (1) 的 序列 (v), 则 必 存 在 8@ 过 程 z(t,w),t > 0， 
满足 (2), 市 且 此 过 程 是 唯一 的 . 为 此 要 作 相 当 准 备 . 

设 已 给 一 列 满足 (1) 的 (vn), 它 决定 $1 (14) 的 一 组 解 记 为 (V0), 7 = (v0 v4) 
由 $1 引 理 4, 可 在 某 空间 (9, 了 ,P) 上 作 一 列 (@,V) 过 程 zw(4,w),t > 0(n> 1), 并 且 


gnma(Tn (tw)) = zm(t,w), (nm) (3) 


换言之 ,对 zt,w) 施行 CC (w),B4™™(w)) 变换 后 即 得 zm(t,w), 这 里 7 (ww), B04 (w)) 
仿 83 中 (5)-(3) 对 过 程 z,(t,w) 定义 ， 即 
Tw (w) 为 zn(t,w) 的 第 一 个 飞跃 点 ( 
Bw) = inflt :tp Tw), p(t w) & m) ( 
TD)(w) 为 8 (w) 后 的 第 一 个 飞跃 点 ( 
Bl™ Tw) = inf(t : t > Two za 人 w) < m) (7 
六 人 的 第 个 飞 了 点 ( 
人 (w) 为 rt (w) 后 的 第 7 个 飞跃 点 ( 
先 考 虑 一 特殊 情况 ， 即 vn 一 1(n 之 1) 时 ， 此 (vn) 所 决定 的 81 (14) 的 解 记 为 (Ttn))， 显 
然 
Tt) 一 (nl™, ~ ,Tn , rl)) 二 (0， 0， 1) (10) 


引 理 2 对 (8,7") 过 程 z(t,w),t > 0, 令 Em(w) 表 使 Bo) < BI™0(w) 的 i 的 
个 数 ， 则 


Ea nn ni, Z 
Ee(™m)(w) >》 PB! "mn) < Bl 0)) 一 FF (11) 
这 0 77 
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这 里 了 及 2 由 816.107) 定义 . | 
证 定义 mo)=1 或 0, 视 3 < 与 香 面 定 . 区 BE 中 = Em= > PCB 


一 1 
(9)). 但 (Br < 人) ) 一 (1 cmo)’ 1， 地 [和 416.1(25 ) 并 问 忆 Gnd = gqm(0), 得 时 


Oo 


, 1 Z 
EF (mn) 一 1 -cn i rr 
: 2 " 9) Ct) Z 和 Zm 
对 (Q,rc) 过 程 z(t,w),t 之 0, 定义 
Tt)(w) 一 3 “wj Fw (n > ") (12) 


故 T™") 是 自 二” 算 起 ， 初 次 到 达 > 的 时 间 ， 注意 Plzn(71) = n) = 1, 故 BT 是 在 

“质点 自 n 出 发 ， 到 达 ce 后 立刻 回 到 mw” 的 条 件 下 ， 质 点 初次 到 达 7 的 平均 时 间 ， 因 此 ， 

它 不 超过 在 “ 自 % 出 发 ， 到 达 oo 后 ' 连续 地 回 到 有 穷 状态 “的 条 件 下 ， 此 时 间 的 平均 值 
5 ek( 见 $16.1(5)). 此 直观 上 明显 的 事实 可 如 下 证 明 . 


大 一 7 十 1 
引 理 3 对 (8, 中 ) 过 程 ， FT") < 3 ey < S(n»> ry>0). 
K=T+1 
证 首先 注意 一 简单 事实 : 设 有 差分 方程 
Dr = -er T+- De Lt Des (0 < n<heN) (13) 
kh 


其 中 cp = akg + bp,ax > 0,bk > < < NM = 00, 则 令 ec 一 0, 在 边 值 条 件 D, = 
0, Dw = clc>0) 下 之 解 记 为 (DE,D9),… ,D0), 则 Dz DDOngkgN). 
今 以 fi 表 对 (Q@,x("”) 过 程 自 i 出 发 初次 回 到 i 一 1 的 平均 时 间 ， 仿 816.1(19), 得 


Ci Ci Ci 2 


ft (tf tt) (Si 各 (4) 


或 所 = 二 十 香 fi1(l < i gn). 故 如 已 知 fi41, 则 


nl1--1i 


b; it bi bib: ” b,, 
十 1 十 大 十 二 十 了 六 1 (15) 


Qi 人 0 QQi 二 1 Qi 二 Qi 天 十 ] Qiaihl Qn 





故 如 能 证 +1 < enti, 则 由 (15) 及 816.1(5) 立 得 f; < ei, 而 


oc oe 

{7,7) 

<< > fi < 》 er 一 六 
?2 一 十 工 ?一 沁 十 1】 


为 证 fi < en 考虑 N >> 以 BW) 表 自 大 出 发 初次 到 达 ”的 平均 时 间 ， 但 
当 到 达 N 时 ， 立 刻 间 到 n( 更 精确 些 ， DV) 为 对 (@.r,) 过 程 ， 自 上 出 发 初次 到 达 含 二 点 
之 集 fw] 的 平均 时 间 ); 而 1 区 家 对 Qw 过程 ( 见 ener 16)) 自 大 出 发 初次 到 达 半 的 平 
均 时 间 . 易 见 (DM) 与 Br Js < N) 分 别 是 (13), Mie = oo 时 在 边界 条 件 D, = 0， 
Dw =0 及 Di =0,DN = 人 > - 人 下 的 解 , 故 由 上 让 DB < $B,,, {BN fn: 
==(N) 、 (ON) (N) 


D,14) Tent LN 下 OO [注意 D,,,) -一 cc， W516.1( 20). 上 自 - 式 ], 故 frrl NA Pril-: 0 
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对 任 e,0 <e < oo, 考虑 网 数 


fe(z)=7xz, 如 0<zr<e 
一 < 如 zy>e (16) 


设 £(> 0) 是 具有 分 布 宫 度 ce- (fc > 0) 的 随机 变量 ， 则 易 见 Bf(&) = :501 一 e-*). 特别 ， 
Ejfo(t) = +. 
对 (Q@Q ,rt 过 程 及 n>7, 定义 


Tr) (w) 一 >》, fe(rY i(w w)— TO (w)) (17) 


TV Sr Bi") 


特别 ， 7 = TD， 直 觉 地 说 ， 将 (8,7) 过 程 zn(t,w),t > 0 的 常数 区 间 如 下 变 
形 : 如 其 长 不 小 于 e, 则 缩短 之 使 其 长 变 为 6, 如 长 小 于 es 则 保留 不 变 ， 于 是 TZ"*"(w) 是 
[79(w), 8")(w)) 中 变形 后 的 区 间 的 总 长 . 

引 理 4 对 (Q,rtm) 过 程 ， 





Buber1: -bere (1 — ecrtene 
ET(™ 7) < » [0- + kUOkR+1 天 十 好 ( € ) < S (18) 


人 天 人 "a a 
k=r+1 kdkt+l1 K+ 天 十 & 十 二 


证 (Q,xeo0) 过 程 的 并 区间 经 如 上 变形 后 ， 有 平均 长 度 为 Bf(8) = 去 (1 es) ， 然 
后 重复 引 理 3 的 证 明 ， 只 要 换 J Ex 去 为 去 (1 一 e-c) 及 去 ( -er-ee) 即 可 ， 口 

由 于 (3) 对 冉 定 e> 0, 有 78™(w) < TY 中 (w), 令 Tw) = ,lim TY (0). 

引 理 5 对 (Q@,r() 过 程 ， lim ET:(w) = 0; P(lim Te(w) = 0) =1. 

证 由 


00 _ 一 ck+e+IE 
再 Tin 0) < 5. = >》 Fr 一 ee) 十 > brbrt1 -beretl C 1 所 9 < oo 
Qk QkQk+L “Qk+LAkR+L+1 





~ 


得 ET. & Se, lim El < lim Se = 0. 又 由 Te(w) 关于 < 的 单调 性 ， 存在 lim Te(w) 一 T(w) 之 0. 
根据 积分 单调 定理 BT(w) = lim BTe(w) =0. 从 而 P(T(w)=0)=1. 口 


今 令 


Li () = PB (0) = (wo), 如 Br ™ (0) < | 7) 


=0, 如 Bo(w) > Bl™ (0) 
故 二 LL 外,(w) 是 经 (3) 自 zn(&,w) 得 zm(tywo) 时 ， 在 root so 中 所 抛 去 区 间 之 总 
长 . 由 (3) 可见 | 





l—e ct 1 


之 0， 
1 注意 aeso-1 ,二 8 为 第 一 个 跳跃 点 . 
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故 存在 La(w) = Jim Limbw). 
Mm] 
引 理 6 对 (@,7090) 过 程 ， im ELn(w)=0,& Pl ee =0)=1. 


证 由 (@, 机 过 程 rl ol >0 的 构造 Bm (2.71) 个 依赖 ， 于 事件 (A Tn) 有 
Hi™ ,()) ) )， 向 十 由 0 TO iv 1,2,...) 加 问 分 布 ， 故 生 4 je 2 及 了 Cn, em ,) 一 To， 得 


x, x 


~ CT) Cr (rm) (OU CIT) (nt)) 
PP 


| i 


2 -De ny) 一 了 7 了 力 P(302) 一 3 0 


Ov 
E(BM™™) 加 Tt 7n) )》 PP P( 8 77) (n, B30™0)) 
z=1 


Z 





= E(Bl™) — TD) 元 一 元 (8) 
再 出 引 理 3 及 $16.1 (5), (7), 经 简单 计算 后 
i=1 k=m+1 Rm a102 oOkOk+1 “ QkQk+1 





oo 
注意 2< 0R< oo 二 5 人 < S< oo, 故 
天 = 


1 CGIG2 ORGKAT 


im ET = im, (1 > > 57) =0 


泗 由 La(w) 之 L411(w) 即 得 P( lin Ln(w)=0)=1.D 
由 (7) 及 (3) 可 见 8(™Y(w ) < Btw), 故 存 在 模 限 B99)(w) = lim "0(w). 由 定义 
P( lim 0)(w) = 00) = 1(n 宛 了 即 然 8 中 (w) < B19)(w), 故 得 


Pllim BO(w) = 00)=1 (20) 


?下 CD 


以 下 “ 儿 平 - : 切 娟 系 对 Lebesgue 测度 而 言 . 

定理 1 以 概率 1(Q,rt”)) 过 程 的 样本 函数 za(tw) 当 n 一 oo 时 几乎 对 - : 切 寺 收敛 ， 

证 除 上 大 -0 测度 集 后 ， 可 设 对 每 一 wo e 9,zn(t,w) 在 任 一 有 限 区 间 中 只 有 有 限 多 个 
i 区 间 (> 0ae 刀 . 如 向 左 平移 使 每 z,(t,w) 为 常数 的 区 间 ， 而 且 每 区 间 平 移 的 虐 离 木 大 
二 6; 则 在 [0,802(w)) 中 ， 使 ratbo) 不 等 于 zw.(t,w)(n > m) 的 点 土 所 成 区 间 的 总 长 不 赵 
过 e 寺 TD(w) <e+T(w). 固定 大 取 n>m>Z(> 有 癌 . 由 于 bo0(o) > Bo0(w) 得 


L(t: te 08 (w)), cally wo) # zm(t, 2) < Lelw) + Tr lw) (21) 


令 00 = (Zi(w) 十 Ti(w) 4 0)(f 一 00) 由 引 理 56 得 P(Q0) = 1， 国定 we Qo， 由 (21) 知 
zw)(= zu(O) 在 0,8t20) 中 依 测度 工 收 伊 ， 故 存在 一 列 n; 一 oo, 使 xz.(1) 在 [0, 8 中 ) 


1 好 对 任意 实数 a 果 件 (8 77) 二 < a), C7 (nn) < 3l "0)) 独 训 vy 





en 
en 
oe 








中 对 几乎 一切 二 收 伐 ， 固定 一 收 敏 点 如. 由 于 Doob 过 程 的 相 空 间 为 五 , 故 存 在 M < ,使 
zni(t0) 一 MM, (i 一 00). 由 于 五 离散 ， 有 正 整数 工 , 使 


今 证 存在 上 整数 也， 使 n> L 时 ， zn(to) 一 M, 从 而 {zn(to)} 收敛. 因为 ， 否则 必 存 在 - - 列 


DO 使 
Ts (to) 天 M 


由 此 式 及 (22), 并 根据 gum(zn(t,w)) = zm(tyw), 即 知 在 [0,to] 中 ， zxm(t,w) 有 无 穷 多 个 不 同 
的 M 区 闻 ， 此 与 证 明 开 始 时 所 说 的 矛盾 ， 

于 是 得 证 在 [0, 8 中 (w)) 中 ， 定 理 结论 成 立 ; 令 有 一 co 即 得 在 [0, P49(w)) 中 也 成 立 ; 
同样 得 证 在 [0, 8 (w)) 中 成 立 ; 再 由 (20) 即 得 证 定理 口 

(二 ) 今 考 虑 一 般 情况 ， 取 31 (14) 的 任 一 非 负 解 了 = (vi ,…,v4),n > 1. 下 面 看 
到 ， 在 证 (8,V() 过 程 列 的 收敛 时 ， (Q,rt”)) 过 程 列 将 在 一 定 意义 下 起 控制 作用 . 

定理 2 以 概率 1,(Q,V 中 ) 过 程 的 样本 函数 z(t,w) 当 n 一 o0 时 几乎 对 一 切 t 收 伊 . 

证 如 能 证 引 理 5 及 6 对 (Q,Y(”) 过 程 也 成 立 ， 则 只 需 逐 字 重 复 定理 1 的 证 明 即 可 . 

象 对 (Q,7")) 过 程 列 定义 7 To) 等 一 样 ， 对 (8,VO) 过 程 列 定义 (ww)， 
和 一 短 横 线 以 表 区 别 . 

与 推导 (18) 同样 ， 


B™ m) (mm J 《mn， ) < Ri 0) 
(Sr). 一 ) ) 2 ) (23) 
然而 
— (TT n,0 ua 一 (2 —{n,0 (nN,m 。 。 
PB™™ B®")) = p(B™™ < BV zB ™) = dj = 1 ,i 1) 
di= 
G=1 1) 
Plzn(B™™)) = dj = l,i 1) 


mm ti—1 
= 和 -edPenB™) = ,= ,i 1) 





7 ;=1 
(j=1,.…,i—1) 
< < Br") 
a ， Z 
i—1 
< 20 -cno) = FF (24) 


如 果 能 够 证 明 下 列 直觉 上 显然 正确 的 事实 : 质点 自 (0,…,n) 中 的 状态 出 发 ， 每 当 到 
达 ce 时 ， 立 即 回 到 (0,…,n), 这 样 运动 直到 初次 ! 到 达 (0,…,m)(m < n) 的 平均 时 间 ， 不 
大 于 它 自 n 出 发 ， 每 当 到 达 oo 时 ， 立 即 回 到 n, 如 是 运动 直到 初次 到 达 (0,…,m) 的 平均 
时 间 ， 换 言 之 ， 即 La) 


已 (Bi 本 (25) 
如 自 (0,… ,my) 出 发 ， 则 认为 初次 回 到 (0,…,m) 的 时 间 为 0. 
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则 由 (23) (25) 并 得 


一 于 (人 NT rt .1) Z 
5 zs E(B ) 志 一 2, (26) 


从 市 (18) 对 (QV 正确 ， 故 引 理 6 对 (8Q,V59) 过 程 也 本 确 . 

为 严格 让 明 上 列 实 、 “利用 下 积 空间 的 技巧， 可 造 Q, 同时 义 (@,re)) 过 程 
及 -一列 独立 随机 变量 (so)), 有 相同 的 分 布 PCyn(w) 一 ) = = v9 (i = 0,… ,nn). 将 (Qt 
过 程 的 样本 汕 数 自 第 一 个 飞跃 点 起 全 初次 出 现状 态 me ) 的 时 刻 止 的 那 -- - 自 抽 上 ， 再 将 自 
下 一 飞跃 点 ( 即 出 现 (ww) 的 时 刻 后 的 第 一 飞跃 点 ) 起 寺 以 后 初次 出 现状 态 yz(w) 的 时 刻 ， 
止 的 那 .… 段 抛 去 如 此 继续 ， 经 平移 后 所 得 即 (8,Y(”)) 过 程 ， 因而 已 将 Lv 过 程 冉 入 
于 (Q,r6o5) 过 程 之 中 ， 对 此 过程， 易 见 对 几乎 一 切 w€ ,有 


(1) (n,n sn TTL 
BO -Ts BO w) TH" (wo) 


7 (Nn) 


Te (w) & TE (w) 


因而 得 证 (25),， 并 有 TD) < (ii Felw) < Tw) 由 于 ET(w) —» 0 (e — 0), 
Pim Tw) = 人 0 一 4 即 知 引 理 5 对 (8,VWm) 过 程 成 立 ， 口 


(三 ) 以 z(o) 中 (@， Yo9) 过 程 列 的 极限 . 由 定理 2, 对 几乎 一 切 w ， 存在 工 (Lebesgueju 
测 集 工 ,, 当 te T, 时 ， z(t,w) 导 定 义 补 定义 


rt,w)=00 teET, (27) 


从 而 以 概率 1 ztt oj) 在 0 co) 有 定义 ， 由 于 (Q,V9) 过 程 mbo)jt> 0 Borel 可 测 ， 故 对 
iER,((t,w) :v(tw)=ij EBIxF, 这 里 B1 表 [0,o0) 中 Borel 集 族 ， 而 Bx 正则 表 B1x 厂 关 
于 LxP 的 完全 化 5 代数 ， 内 此 


((t,w) :rtw)= 00)EBxF 


由 定理 2,L(t :z(tw) = oo)=0 对 几乎 -- 切 w 成 立 ， 故 由 Fubini 定理 ， 存 在 世 测 度 为 0 的 
集 工 , 使 teT 时 ， 
P(w :z(t,w) = 00)=0 (28) 


试 证 (28) 对 -一切 te [0,%) 成 并 . 
实际 上 ， 由 (3) 可 见 ， 对 wEQ 及 一 切 n 


zt,w) = rnt,w), t < rT(w) (29) 
这 里 7(w) = rf (wo) 是 第 一 个 飞跃 点 ， 由 此 易 见 


Pet 二 让 z(0) = >e tt ,1 一 0) (30) 





1 蕊 见 这 些 时 和 刘 以 概 闪 1 1 有 守 . 
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而 且 对 任意 给 定 的 +> 0,% > 0, 存 在 5>0, 使 <<5 时 ， 下 二 式 成 立 : 


IP(z(t) # 00| z(0) =i,z(e) =i) ~ P(z(t) # oo0| zx(e) =)| <7 (31) 
IP(z(t) # 00| x(e) =7)— P(z(t—e)# 0%0| 2(0)=i)| <7 (32) 
只 要 用 到 的 条 件 概率 有 意义 ， 对 teT, 有 
Plz( 的 = 让 z(0) =i) > P(z(t) = 2(0)=i, z(e) = 让 Plz(e)= 计 z(0) = 让 (33) 
P(z(t) # ool 2(0) =0) = > P(z(t) =j|z(0) =) 
> P(z(e) = 计 z(0) = 个: P(z(t) # %| rz(0) =%,z(e) = (34) 
今 因 L(T) = 0,0ET, 故 对 7 > 0, 存在 sl 使 1 一 eiET, 同时 使 (31),(32) 对 sl 成 立 ， 而 且 
Plz(e1) = 计 z(0) =i) > 1~7. 于 是 由 (34) 立 得 P(z(t) #00| zx(0)= 引 > (1 一 (1 一 2m). 由 3 
的 任意 性 ， P(z(b 关 col z(0) = 由 = 或 P(xz(t) = 0%)=0. 
定理 3 (i) z(t,w),t > 0 是 8 过程 () 以 PIM(t) 及 Piy(t) 分 别 表 (8,Y)) 过 程 
zn(t,w) 及 z(t,w) 的 转移 概率 ， 则 


lim P(t) = Pi;(t). 


证 如 能 证 z(t,w),t >0 是 齐 次 马 氏 链 , 则 由 (29) 及 @ 中 元 的 概率 意义 知 它 是 @ 过 程 . 
显然 它 的 相 空间 是 E. 由 上 述 P(z(t,w) = co) = 0 及 定理 2, 对 任 一 组 Ot <to<… < 
随机 向 量 (zn( 刀 ),zn(t2),… ,zn(tk)) 当 n 一 co 时 以 概率 1 收敛 于 (z(t1),x(t2),…,z(tx)) 故 
也 依 分 布 收 和 贫 ， 即 


im P(xn (ti) 一 1， , Tn (tk) 三 tk) 三 P(z(t1) 一 ?1， , T(t) 一 x) (35) 
由 此 式 并 利用 z(t,w),t > 0 是 齐 次 马 氏 链 ， 即 知 z(t,w), t > 0 也 是 齐 次 马 氏 链 ， 而且 
lim Pb = Pi(t). O 
过 程 z(t,w),t 之 0 自然 地 称 为 (Q@,V) 过 程 ， 其 中 VV = (vn) 是 满足 (1) 的 任 一 序列 ， 回 
忆 83(6), 有 
定理 4 (Q,V) 过 程 z(t,w),t > 0, 是 满足 


P(z(B(™Y) =n) =v, (n>0) (36) 


的 唯一 @ 过 程 ， 
证 先 证 (Q,V) 过 程 满足 (36). 设 (的 oem > 1 是 51(14) 的 任 一 非 负 解 ， 利 用 
CHIALCEL -LE 二 CLI1 一 1， 用 归纳 法 易 见 


nt+k 
(n+tk) 
0 (nt Dv 
n n J=n 
Vi nk ) = ntk (37) 
(n+k) (n+k) 
也， C7m v Cyn 
了 了 
1=0 J=0 
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RE 2 今 兽 虑 (QtO) 过 程 六 > 0, 对 此 过 程 用 (5) 定义 
po 用 Goes Bo) (> n). 容易 看 出 以 概率 1 有 


im PIC)(w) = 20 (w) 
lim zx (Bk)) -= zB1")) 
根据 (37) 得 


Plz(B80") = 站 = lim P(r(B™) =n) = lim P(r (BPH) = nn) 








(Tt 二 + 太 ) 
2 2 Cjn 
=n (n) 
im rx =v /=v (n>0) 
T° (n+k) 
人 Cjin 
了 J 
i=0 


次 证 如 E(t,w),t 之 0, 为 某 满足 (36) 的 可 分 Borel 可 测 的 @ 过 程 ， 则 它 与 (Q@,V) 过 条 
有 相同 的 转移 概率 ， 实 际 上 ， 利 用 83(5)--(8) 对 E(t,w) 定义 (zm,B89),m > 1, 并 对 它 进行 
C(TmB40) 变换 ， 由 83 定理 2, 所 得 过 程 zs(boj,t>0 是 (Q,V") 过 程 ， 由 (36), 2 = vn 
根据 定理 3, 它们 的 转移 概率 P90(t) 收 傅 于 (8@,V) 过 程 的 转移 国 数 Pij(t). 

另 方面 ， 可 证 对 任意 沧 定 的 上 > 0， P( lim zn(t,w) 二 F(t,w)) = 1, 从 而 P(t ) 一 P(t), 
(Bj(t) 是 Z(t,w) 的 转移 函数 ), 于 是 五 ;( = Piy(t). 为 证 此 令 


SCO)(w) = (t:te |0,0],t 是 X(t,w) 的 飞跃 点 ) 
SW (ww) = (t:tel0,b),2z(t.w)=2) 





则 由 人 2 定理 1 及 $14.2 系 4, 以 概率 1 SO(w) 是 工 测 度 为 0 的 团 集 ， 既 然 [0,8] = SS (wub 
册 SW (w), 赦 以 概率 1 


》 LS (wo)) = (38) 


汪 多 
根据 z(t,w) 的 定义 ， 在 [0, 引 中， 它 至 少 包含 E(t,w) 的 对 应 于 SY(w),i < n 的 段 ， 由 于 
zn(bw) = E(t + 7 ,ww), te [0,0 (39) 
OO 
ws YL SW ()), te lo 


i>n+l 
i 0 


由 (38) 得 lin ro < lim 吏 L(S(w)) = 0， 由 此 及 (39) 得 知 ， P(lim zn(t,w) = 


(6,w)) = 1 对 任 一 国定 点 te 10, 昌 成 立 ， 内 为 + 以 概率 1 是 32(s,w),s 之 0， 的 连续 点 ， 由 
5>0 的 任意 性 即 得 所 和 欲 证 . 














562 ， 





总结 以 上 主要 结果 ， 得 
定理 5 (i) 设 已 给 可 分 、 Borel 可 测 Q 过 程 z(t,w),t 之 0, 使 尺 < oo, 则 序列 (on) 


vn = Plz(B = n), n>2l (40) 


满足 关系 (1). 
Gi) 反之 ， 设 已 给 Q@ 使 及 < oo0,S < co, 则 对 满足 (1) 的 序列 (vw,), 存在 唯一 8@ 过 程 
z(bo))t 0, 使 (40) 成 立 ，11 的 转移 概 闪 P(t!) = lim_ Po(, 这 里 PO) 是 (@,Yeo) 过 


程 的 转移 概率 ， 而 VC = (ago ,v49) 是 81(14) 在 条 件 vt = ww 下 的 解 ，n 之 1 
实际 上 ， 由 引 理 工 得 (). (i) 则 自 定理 3 及 4 推出 . 


$17.5 特征 数列 与 生 灭 过 程 的 分 类 


(一 ) 44 中 结果 的 深化 有 待 于 对 $1 中 方程 组 (14) 的 非 负 解 的 研究 ， 本 节 中 首先 求 出 
此 方程 组 的 全 部 非 负 解 ， 然 后 应 用 此 结果 来 进一步 刻画 全 体 8 过 程 . 以 下 恒 设 < co. 令 


Tl 
Ru = 》 ve0, Ss = vn An= Rt 
i=0 
引 理 1 设 V = (of .oem > 1 是 81(14) 的 非 负 解 ， 则 Jim 息 = p(> 0)， 
lim 至 =q>0ip+qg=31 当 且 只 当 风 "=1Im>I 时 4=1p=0 
证 改写 $1(14) 为 


4 一 Zz 
vty = (1 -ee (j=0,1,..…,n—1) 
(nt1) vy {1 Vt!) 2 二 1 二 和 nD Zntl 
和 " ( + Z— Zn tl ZZn 是 
1 


并 令 


(n+1) (n+1) (n+1) 2m 十 1 一 Zn 
6n+1 二 y Us; 十 nfl Cntin= 1 Vr ~ >0 
< 2 一 Zn 
1 一 


由 $1(14) 及 84(37) 经 简单 计算 后 得 








故 笃 1pospsil 由 公 + 坚 = 得 下 100sesgslp+q=1 如 vw? =1(n 1), 则 
R=0,g=1 反之 ,如 ga=1 则 下 =1na>1lRn=0， 因 ci > 0, 故 9 二 0, 5 < 从 而 





v= 1 (n> 1). 





引 理 2 设 Va" ,n> 为 i1(19) 的 非 负 解 ， 如 存在 天 使 v= 1i<%, 但 vt < 1， 
则 OOD vl > On > k); (22) jo /vi (7) 不 依赖 于 n(> max(j, kk)); (ii) 任 取 一 数 m > 0, 并 令 
77 二 rh (n> max(7,k)); 则 


TD 


0 < > TmCmo0 < Oc (2) 


m=0 
证 因 (v0 “VD vw, of ) = (0,.… ,0,1), (i < k), 由 (1) 得 
v= =0,— 切 n > 7,( =0,1,.……,k—1) (3) 


k+l 二 “日 、 » 
特别 ， v1 = 0,7 <k 一 1 由 假定 o 共 和 <1 v0 >0, 玫 共 ">0, 由 (1) 得 证 (). 
7 一 0 


任 取 n>m > max(j,k), 由 $4(37) 得 








条 un)cem Uk 

£=0 

此 即 的 , 因 rs > 0 而 一 切 wo > 0, 故 得 (2) 中 前 一 不 等 式 . 取 n> 角 由 (3) of- 
oo =0. 由 p 的 定义 及 (ii 与 84(37) 得 





DY (n+1). 
1 
lim ‘=* vr 
p= lim 
To i (n+1) +l (n+1) 
ve ck 十 | > ve Coktl Jck+1,0 
L=R+1 





1 n 人 人 
一 Jim 2 (Dreee) ut (Kk+1) 


+1 
1=k CEO 十 KITT CkE+1,0 


因由 (3),re = 0,4 <, 故 得 


oo 





大 十 1 K 十 1 
prk(eoter Decko + vA ckr1,0) 
》 7tCr0 一 GD <oo 口 
2 一 0 大 


注 p,q 由 解 0,n > > 唯一 决定 ， (7j) 则 除 一 常数 因子 外 唯一 决定 . 


(二 ) 定理 1 为 使 ob n> 1, 是 $1(14) 的 一 非 负 解 ， 充 要 条 件 是 存在 非 负 
数 p,q, rn,n > 0,， 满足 关系 式 


p+g=1 (4) 

0 < 》， rncno < co， 如 p>0 (5) 
n=0 

m=0 (nn 之 0)， 如 p=0 (6) 





使 (v0, 区 9) 可 表 为 : p>0 时， 


of 并 (j=0,1,...n -1) 


x 
>», TpCen 

tn) f= 
OU Y, + XX A 





了 


当 p=0 时 ， 
of) =0 (=0 ,7 一 1] ut 一 1 


其 中 0 < A,, 一 >， 7ecln < Co， 向 


£=0 


pAn(Z Zn) 人 = qAoZ 
PAn,(Z TT Zn) 十 9402 pAn(Z Zn,) 十 qAoZ 








XX, 一 


此 时 p,q 唯 - -决定 ， 而 rn > 0 则 除 一 常数 因子 外 唯 -- 决 定 . 


证 充分 性 ， 设 已 给 满足 (4) (6) 的 p,q,7s. 如 p=0, 则 由 (8) 得 (vv 


(0,…,0,1), ne 之 1, 它 显然 是 81(14) 的 一 非 负 解 如 p>0, 由 (5) 及 


n 


A 一 Ant1Cnt 1n -(527) (1 一 Cntin) 


i=0 
An Ao 


可 见 0 < 4, < 00,0 < Xn < o0. 由 (7),(8) 及 816.1 (25), 有 


所 十 1 








n Xn 
>》 v! 二 cin 一 uns. 十 YhnriCntln 
» An+1 
由 (9) 得 
Yl Z— Zn 十 1 六 
Xt1 | Z— Zn Anti 4 Xn 


利用 Xn 十 Y= 二 1 及 816.1 (25) 有 


全 Xn+1 (2 
An Antl . 








4 十 JiC ， 
Anil n+1 mt) 


以 (12) 代入 得 
Xn = 了 3 (n+1), 
A Ant1 


乘 此 式 两 方 以 7; 和 = 0,1,…,n 一 1) 并 利用 (7),(8) 得 


of = J /Tne (7=0,1,.…,n— 1) 


i=0 


(n) v0) = 


Vn-1 0 


(12) 


(13) 
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中 7),(8) 人 





1 7 二 1 
nn) in+1) 
> 局 J 1 
j=0 j=0 
按 (13) 及 cin = 1(I < NN) 
了 2 一 上 (nt+1) (二 1) 
wl") 1] vw) Un tl Cntln (14) 
- J ntl 
j=0 wt) 
了 in 
i=0 


轩 调 充分 性 证 完 : 

必要 性 . 设 已 给 51(14) 的 一 非 负 解 (60)… ;294,220). 取 引 理 1 中 的 p,q 此 时 如 p=0， 
则 取 rs = 0(n > 1) 而 结论 显然 正确 ， 否则 四 引 理 1 必 存 在 (> 0), 使 满足 引 理 2 的 条 件 ， 
于 是 如 引 理 2 定义 mm > 了 由 此 二 引 理 知 (4)-(6) 满足 ， 下 证 (7),(8) 成 立 ， 为 此 定义 


a - i ;7= .nn 
ut, = Xn (j=0,1,....n—1) 


》， TeCen 
(m) 一 将 和 生 
也 由 十 入 mm A, 





(15) 
其 中 An, 一 3 TeCen > 0, 而 Xn, Yn 由 (9) 给 出 . 由 充分 性 之 证 知 (ub ， “， uD , 世 (™)) (n 之 1) 
£=0 
是 $1(14) 的 非 负 解 ， 故 为 证 (v0 区) = (wy.… ,wu9) (n > 1), 只 要 证 
vi =u (n>1) (16) 


注意 ， 如 n < 则 由 (3) 得 w?) = 1 = wv ,而 此 时 (16) 成 立 ， 故 只 要 对 n>k+1 证 明 (16). 
对 n 用 归纳 法 ， 经 过 一 些 计 算 后 ， 可 证 





wu = (n>k+1) (17) 
由 此 式 并 注意 
(n) (n) 
URHiE TRH Dkti (k4i<n) 
Lr vm) 
大 k 
立 得 , , 
@ 》， oj 一 ( 一 ye")/ (nm) 
i 二 此 i=k 
即 
n—l n—l 
1 一 》 ud 三 ] 一 So" 
i=k i 二 
今 内 nn 了 





而 且 =v =0 对 一 切 1 < 天 成 立 ， 故 得 证 由 ) = v9 ,n> 上 十 1 

唯一 性 . 今 设 有 二 组 满足 (4)-(6) 的 非 负数 P grnm >0, 及 B47n,n >0, 均 使 已 给 非 
负 解 of ,vt") 能 表 成 (7)-(9) 的 形式 . 如 wv) = tn > >), 妈 2 =0 (n>1j<n) 此 时 
最 然 p=5 一 0,7 二 74 二 0,9 = 二 9=1. 如 存在 上 使 v? =1,ig<k， let < 1 则 由 (7),(9),(5) 
知 p> 0,XX, > 0, ho > 0. 于 是 由 人 (7),(8) 














nl (n) n—l n—l 

Dv CkO 2 TkCko 这 TkCkO 

一 一 二 0 

名 到 = lp (nm 0) (18) 
p 


> vego TkCKO 十 如 4ncno 
大 一 k=0 
同样 ， 上 式 右 方 也 应 收敛 于 五， 故 p= 由 (4) 得 4 = 其 次 ， 当 j< Kk 时 ， 由 于 v0®) 等 于 
0 而 由 (7) 得 =0= 太 :既然 or > 0 故 m > 0 中 > 0, 于 是 由 (7) 得 知 对 ) > 有 
rj/rk = 0 /vo = /Fe (n> max(j,k))O 
(三 ) 考虑 任 一 @ 过 程 z(t,w),t> 0, 9 满足 及 < co 以 ni(w) 表 它 的 第 一 个 飞跃 点 ， 又 
BL™) (w) = inf(t: t+> ni(w), (tw) <n) 
(mY) = P(z(p) = 0), i=0,1,...,n 


则 如 $3 定理 2 所 述 ，VY = (v9,… ,ok ) 满足 81(14), n > 0. 现在 定义 此 过 程 的 特征 数列 
pd ?ns nn > 0 如 下 : 





: 了 Ci0 ve 
p= lm 乞 ? ， 94= lim 一 一 (19) 
也 一 TO n no0 nn 
Dv )cao >, ( )cio 
i=0 i=0 


如 果 一 切 o? 二 1 (mn>0), 定义 7 =0 (n> 0); 如 果 存 在 &, 使 v=1(i<k), 但 v1 < 
那么 按 引 理 2 来 定义 mm (n> 0), 即 : 先 任 取 定 一 正 数 rx, 并 定义 


_ ww 


7 vt —rk (m> max(n,k)) (20) 


由 此 可 见 : 一 @ 过 程 唯一 决定 一 特征 数列 ， (由 于 7 可 任意 选取 ， 故 {rn} 实际 上 是 
除 一 常数 因子 外 唯一 决定 ， 因 此 ， 如 p=p 9g=4g 而 rn 二 crh,c>0 为 常数 ， 我 们 仍 认为 
{p,qg;7n} 与 {pq ,74} 是 相同 的 . ) 特征 数列 刻画 了 此 过 程 的 样本 函数 在 第 一 个 飞跃 点 后 的 
无 穷 小 近邻 内 的 行为 ， 它们 满足 关系 式 (4)-(6), 而 且 使 下 面 的 定理 3,4 成 立 ”. 在 下 节 中 我 
们 将 证 明 反面 的 结论 : 任 给 一 组 满足 这 些 条 件 的 非 负 数 p,q,7n,n > 0,, 是 必 存 在 唯一 过 
程 ， 它 的 特征 数列 与 此 组 数 重合 . 这 样 一 来 ， 特 征 数列 将 全 体 8@ 过 程 分 类 : 在 全 体 特征 数 
列 与 全 体 @ 过 程 间 存 在 一 一 对 应 ; 也 就 是 说 ， 在 全 体 满足 (4)-(6) 和 下 面 的 定理 3, 4 的 非 
负数 列 与 全 体 以 @ 为 密度 矩阵 的 转移 概率 pi;(t) 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 下 节 的 基本 定理 还 会 
指出 如 何 根据 特征 数列 和 @ 来 求 出 对 应 的 pij(2). 


1 本 节 林 会 泪 明 ， (5) 可 由 定理 4 推出 . 
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(四 ) 试 进一步 研究 特征 数列 的 性 质 ， 考虑 用 83 中 (6),(8) 定义 的 pt, 因而 69) 是 第 
一 个 飞跃 点 后 首次 到 达 0 的 时 刻 ， 以 了 表 BIV 前 的 最 后 一 个 飞跃 点 ， 即 


nm(w) = sup(lu: BO uv 是 zttw) 的 飞跃 点 


下 定理 更 直接 地 说 明 特 征 数列 的 概率 意义 ， 
定理 2 P(xz(m,w)=j)=pricjo/Ao (7 地 oo) 


Ptzho) 一 co 一 


( 当 p=0 央 而 4o=0 时 ， 应 理解 Plz(lm,w) = 疙 = 0). 
证 内 P(lim BW = co) = 1 故 对 几乎 一 切 w, 存在 唯一 正 整数 mm = mn, 使 


B® <ng BY) < BO 


试 证 
(7(B00) = 及 = (zn =7) (n> (21) 
(z(B6)) =n) | (zn) = 00) 人 一 oo) (22) 


实际 上 ， 如 rz(pm)m = 了 <m 则 必 .66 = 否则 由 于 在 (60) 中 zf0 > mw 在 HP) 上 轨 
道 之 跃 度 将 大 于 1 而 此 以 概率 1 不 可 能 ， 因 此 


(z(P®)) = 让 C (z(n) =7) 
反 包 含 关 系 是 显然 的 ， 此 得 证 (21). 其 次 ， 显 然 
(z(BEtD) =n +1) C (z(BO) =n) BY 52n (mn 一 oo) 
如 we 站 (z(p%%) = nn), 由 z(t,w) 的 右 下 半 连 续 性 得 
zm) = lim (Bm)) = lim n= oo 
但 7 是 B40 前 最 后 一 飞跃 点 ， 故 而 =7, 从 而 we (z() = co). 这 得 证 
N26) = mc (z(m) = co) 


反 包 含 关 系 是 明显 的 ， 故 (22) 成 立 . 
对 0<j7<n, 有 


P(z(B(®) = 7) = 2 PC = mn = m) 
= 2 Pw < HY, (BR) = BK) < Bl < id) 
oo n ， m~—1 v(™ eso 
-二 | 二 oa- viejo = -一 (23) 
7) kl >, vA cko 
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其 中 rt 是 bp) 后 的 第 一 个 飞跃 点 ， 由 (21),(23), 并 仿照 (18) 的 推理 即 得 证 定理 中 第 一 
结论 ， 第 二 结论 由 (22),(23) 及 引 理 1 推出 ， 口 
定理 3 如 5=o, 则 g=0. 
证 以 元 表 t>0 前 最 后 -飞跃 点 ， 邻 
inf (t : zf(m) = 00, x(t) = 0) 
co 如 上 括号 中 上 集 空 


显然 (z(9) = co) c (to < oo). 根据 $2 (7), P(to < co) = 0 因而 9 = P(z(m) = oo) = 0. 口 
由 定理 3 可 见 ， 对 5 = o% 的 @ 过 程 ， 特 征 数列 中 p = 1 9 = 0, 故 少 去 一 自由 度 .， 因 
而 5=o0 的 8 过程 要 比 S<ow 的 @ 过程 少 得 多 ， 
在 证 明 下 列 定理 前 ， 先 作 一 些 准备 . 
设 3S = oo. 令 
am)(u) 二 inf(t ; 1 为 飞跃 点 ,z(t,w) < 7) (24) 
由 §3 定理 3, 存在 《> 0, 当 n>《 时 ，P(al” < 0)=1. 令 s0) = P(xz(a(”) = k). 因 
全 和 = 1 区 至 少 有 一) > 0 不 失 一 般 性 ,可 假定 < > 0. 显然, Pa < oo) > sm > 0 
k=0 
故 存在 了 > 0, 使 局 (at < 7) > 0. 于 是 由 82 引 理 1 即 得 
Paf(0) < oo (25) 
今 对 z(t,w), t > 0, 施行 c(7n, 840) 变换 而 得 (Q,V() 过 程 zn(t,w) (参看 83 定理 2). 令 
ye" 二 inf(w: 4 是 zr(t,w) 的 飞跃 点 ,zn(u,w) = 0) (26) 


易 见 MD < at 以 7" 表 z(t,w) 的 第 i 个 飞跃 点 并 对 m<n 定义 


LO = 7 7, 如 7 < WN", 而 且 n > za(7(") > "| (2 


= 0， 如 r0 > 37) 或 za(rC) <m 


于 是 三 总 是 在 0 以 前 的 满足 m > zntrf”) > m 的 区 间 fo,rg"rD) 的 总 长 因 之 


oo 
oa >%" = (28) 
t=1 
令 
cmza)>m < A= 守 中 
j=m+1 
Ri = ) Dm; (ms 由 $16.1 (4) 给 出 ) Cg) 





因而 Ri = Br 是 自 ; 出 发 首次 到 达 co 的 平均 时 间 . 我 们 有 
人 ( 开 区 = ao- rf 1CJP(C) 


= 2 Brn en(n™) > mP(O) 


z=1 
= | D> BG rea ) = 
i=1 ~ k=m+l1 


n (n) n oc 
v n nn Tr 
-| 三 RE YD DP < 
kK 二 mn 二 1 f=m++1 ?一 上 
ma Tn) (ni 
一 | 2 & 失 | . ve (1—v0) 
k=m+t+1 t 一 rm 十 1 i=1 
n (n) n (n) 
国 UE 人 A UD 
-| DR 志 区 有 : (29) 
k=m+1 vo k=m+1 v0 


其 中 wo > 0, 这 是 因为 P(Y4” < co) = 1, 存在 局 使 5= Po = TY) > 0, 故 w= 
P(zn(T™ =0)=6>0. 

可 以 更 直观 地 理解 29) 实际 上 ， 和 如 s(n ) = 可 则 [mn 站 ) 的 平均 长 度 为 R; 然 
而 在 yx? 前 ， 这 种 区 间 的 平均 个 数 等 于 


由 此 即 可 得 (29) 中 的 结果 
定理 4' rRi<oo0 
i=0 
证 先 设 S= co. 如 上 所 述 ， 不 妨 设 so) > 0. 以 (7),(8) 代入 (29), 并 注意 由 定理 3, 此 
时 gq = 0, 因而 Y= 0, XX = 1, 即 得 


Oo nl Ce 
， 1 
E ( 2 z) 二 一 ( >， rkRk + Rn >, rom (30) 
t=1 "0 天 一 mm 十 1 £=n 
由 (25),(28),(30) 即 得 
nl 
1 (0) 
元 2 reRe < Ea < oo (31) 





1 由 定理 2 并 注意 P(z(9) E [0,1 ,co]) = 1 可见 如 g < 1, 则 必 奎 必 有 一 > 0, 故此 时 了 riRi > 0. 
i—0 
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再 令 了 一 oo 即 得 所 欲 证 . 
次 设 5 < co. 令 ; 
1 ba- bn 
yo 二 一， 三 一， Yn 二 i (32) 
bo al d142° dn-1Qn 


回忆 §16.1( 一 ) 中 的 mi, Zi 及 2Z, 得 


mi= (Zit1— 2i) YY 
j=0 


Co oo i 
Rj = Dm = 》 (2 一 2 Dy 
i 


4 一 了 7 k=0 
了 oo 
=(Z—2)) y+ (2 — Zp)yk (32’) 
天 一 0 类 一 了 十 1 
< (2 -2)) > (33) 
k=0 


由 假设 S < co 得 于 <o%, 于 是 由 (5) 并 回忆 cno = 如 ,我 们 有 
k=0 


dE 


rjR; < Dri(Z — 2;) dye < oo. 口 


7=0 j=0 k=0 
由 (33) 可 见 ， R; > (2 — 2;)yo; 
OriR; > Dri(Z— Zi)yo = yo ,rico 
j=0 一 0 j=0 


由 此 及 定理 4 的 后 半 证 明 立 得 _ 
系 1 如 于 rjR; < oo, 则 > rico<oo; 相 反 的 结论 在 9 < co 时 成 立 . 
j=0 j=0 


由 (10) 可 见 ， 如 ho = 3 7jCj0 < co, 则 一 切 
了 一 0 


Ce 


An 一 >》， TyCjn < oo 
j=0 
- 17.6 ”基本 定理 


(一 ) 下 定理 是 生 灭 过 程 构造 论 中 的 主要 结果 . 
基本 定理 ” 设 已 给 生 灭 矩阵 @, 满足 条 件 R < co, 那么 下 列 结论 成 立 : 
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Gi) 任 一 @ 过 程 z(t,w), t >0 的 特征 数列 p,q,rn.** 纪 4, 必 满足 关系 式 


p+g=1 (1) 

0< 》 riRi<oo, 如 p>0 (2) 
i=0 

rn = 0, 如 p=0 (3) 

4= 0， 如 S = co (4) 


(ii 反之 ， 设 已 给 一 列 非 负数 p,q, rn,n > 0, 满足 (1)-(4), 则 存在 唯一 8 过 程 z(t,w)， 
t 之 0, 它 的 特征 数列 重合 于 此 已 给 数列 ; 而 且 它 的 转移 概率 pij(t) 满足 


pi(t) = lim Pi 人) (5) 


这 里 p(n(t) 是 (Q,VO)) 过 程 的 转移 概率 , 而 分 布 V" = (VA ,…, VA) 如 下 给 出 : 车 p =0， 


则 令 . 
v=0(0<j<n), v=1 (6) 
若 p > 0, 则 令 
(n) 一 7 ， 
vy = Xn (0 和 7<7m) (7) 
2 Tecen 
(my + 8 
vn n+ Xn (8) 
其 中 _ 
0 < 4 = 》 recer < Oo 
《一 0 
= ?4 -2 (9) 
" pAn(Z 一 Zn) 十 d402 


yy 942 
pAn(2Z 一 Zn) 十 gAoZ 


证 (已 在 35 定理 13,4 中 证 明 . 

Gi) 在 S < oc 的 情况 下 ， 只 须 综合 $4 定理 5 及 85 定理 1 与 系 1 即 得 证 明 因此 ， 剩 
下 来 只 要 在 3S = co 的 情形 下 证 明 ( 中 结论 . 

设 5= oo, 此 时 9=0 而 (7),(8) 简化 为 


vw"™ =r7j/An (Og&jI<n) 


bad 10 
un) 一 》， recen/ An 010) 
{=n 


因 4。 > 0, 至 少 有 一 m > 0, 不 失 一 般 性 可 设 ro > 0. 下 面 的 证 明 与 $4 定理 2 的 证 明 一 样 . 
以 zn(t,w),t 之 0, 表 (Q,V") 过 程 ，YC 由 (10) 定义 用 $4 中 (17),(17) 对 (8,V 中 ) 过 程 
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定义 的 量 记 为 ZY 与 TM(w), 我 们 只 要 证 明 
1 一 1 


a, 2 (DE ) = (1y 
lim lim ET -0 (12) 


回忆 Le 是 从 mr 信 四 经 Ctrl ,am) 变换 变 到 zm(t,w) 时 在 8(™ 前 所 抛 去 的 区 间 
总 长 (参看 3S4(4-(7)), 它 显然 不 大 于 由 85 (27) 定义 的 总 长 a 实际 上 ， 2 只 是 
BO (gy4") 前 诸如 下 区 间 [7 之 在 这 些 区 间 中 ，zx(t,w) > m. 而 LL 


有 由 7” 前 一 切 满足 rarf) > m 的 区 间 中 ”ni) 的 总 长 . 既然 每 个 ri ,Be 下) 必 
后 一 种 区 间 之 一 或 几 个 之 和 的 子 集 ， 故 必 有 2 Znm < 沁 L 避 .于 是 仿 85 (30) 得 


z 人 (过 也) < (2 二 rkRk 十 五 。 二 | “(13) 


当 co m oo 时 ， 有 方 第 一 项 根据 假设 (2) 趋 于 0. 又 由 85 (32), 易 见 
cenRen < Re 
故 右 方 第 二 项 不 超过 二 :> rcRe; 当 n 一 oo 时 ， 它 也 趋 于 0, 这 样 便 证 明了 (11). 
其 次 ， 由 84 (17) 并 注定 geg < 站 , 显 见 
TS = (14) 


ee 


= fe (7 — 0)), 则 


oo 


， 1 et kr-1€) 
Re) = ELF() = 1— e+ SY 2 2 *( 15 
" " > ( > bebe_1be_rbe_k-l | (15) 


此 式 的 证 明 仿 84 引 理 4. 象 证 明 $5 (30) 一 样 ， 有 


Jim ET(™0) = lim -一 站 问 re RE + RO) 人 reem 一 二 >» rpR®) ' (16) 
0 k=0 | 


t=n 


一 级 数 被 收 全 级 数 2 reR 所 控制, 故 当 < 一 0 时 可 在 求 和 号 下 求 极限 ,既然 lin RO = 


0, 于 是 最 后 得 证 
lim lim ET ¢ lim lim ET/™) 一 0 口 


E 一 0 7 一 Oo E 一 0 人 一 
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(二 ) 我 们 已 知 5= co 时 gg=0. 另 一 极端 是 9 = 1， 和 趣 的 特殊 情形 ， 考 
虑 特征 数列 为 2 二 0 g= 二 17 二 0 (nn 之 0) 的 QQ 过程 x(t,w).t 之 0, 记 它 为 (8,1) 过 程 ， 它 是 
84 中 (@,700) 过 程 列 z(t,w),t20 的 极限 ， 7 人 "二 (0,… oy 括号 中 共 n 一 1 个 0. 容易 
想象 ， 质 点 洲 (Q@, 1) : 过 程 的 锁 道 运动 时 ， 每 当 到 达 状 态 “cc” 后 以 概 这 1 立 且 连续 流入 有 
分 状态 . 在 54 中 已 看 到 ， 当 S<s 时， 由 (@,rtoo) 过 程 列 的 收敛 可 推出 其 它 (@,V() 过 
程 列 的 收 伊 ， 在 这 个 意义 上 它 起 了 控制 作用 ， 就 象 级 数论 中 控制 级 数 所 起 的 作用 . 

定理 1 (8@,1) 过 程 zt t>0 起 既 满 足 向 后 方程 组 已 ' 罗 = QP(t), P(0) = 了 工 又 满 
是 向 前 方程 组 己 匠 = P(1)Q, P00) = 了 的 Q@ 过 程 ， 

证 央 每 @ 过 程 都 满足 向 后 方程 组 ， 故 只 要 证 它 满足 向 前 方程 组 .为 此 由 $13.3 定理 

2, 只 此 证 在 任 一 固定 的 to > 0 前 ， 样 本 酒 数 以 概率 1 有 最 后 一 断 点 (t = 0 也 看 作 一 跳跃 

点 ), 而 且 是 跳跃 点 ， 令 0 = (x(to,w) ERB), 则 P(Q0) = 1. 固定 we Qo, 设 x(to,w)= 二 k. 由 
于 zn(to;w) 一 z(to,w) 及 五 的 离散 性 ， 存 在 N(= N(w)), 使 n>N 时 ，zn(to,w) = k. 取 
M > max{N,k), 由 于 在 飞跃 点 r 上 ，zn(r,w) = n, 再 注意 916.1 (2), 可 见 在 加 以 前 ，zar( 人 to) 
必 有 最 后 一 断 点 ， 而 且 是 跳跃 点 . 这 个 点 是 某 上 区 间 的 闭 包 的 左 端 点 由 于 84 (3), 此 天 区 
间 保 留 在 一切 zw(t,w), nM 之 中 ， 故 也 保留 在 x(t,w) 之 中 ， 从 而 得 证 z(t,w) 在 加 以 前 
有 最 后 - 断 点 为 跳跃 点 ， (we Q0). 故 (8,1) 过 程 满 足 向 前 与 向 后 两 组 方程 . 

系 1 设 7T(w) 为 (8,1) 过 程 的 第 一 个 飞跃 点 ， 则 














Plim z(t,w) = 00)=1 


证 此 由 定理 1 及 $14.2 中 定理 1 与 系 4 推 出 ?. 口 
系 2 对 (8,1) 过 程 ，P(z(7y,w) = co) > 0, 这 里 7 由 和 2 (1) 定义 ，yp >0 任意. 
证 内 第 一 个 飞跃 点 的 分 布 是 连续 的 ( 见 $13.3 (45)), 故 





Plro > 0)> P(r < ¢)>0 


由 $814.2 系 4, re 不 可 能 是 任 - i 区间 的 左 端 点 ， 故 由 814.2 定理 1, P(z(ro) = 0%) = P{T, > 
0) > 0. 














817.7 5 一 ”时 98 过 程 的 另 一 种 构造 3 
(一 ) 本 节 的 日 的 是 当 民 < o0,5 = oo 时 用 另 一 种 方法 求 出 一 切 @ 过 程 . 思路 与 84 相 
仿 ， 故 证 明 扼 要 . 考虑 @ 过 程 z(t,w),t>0 以 及 $3(11) 中 的 at, 并 令 sf = P(z(a())= 记 
§3 定理 3, 存在 上 > 0, 当中 > 和 时 ，Plat) < oo) =1, 从 而 并 st = 1 故 至 少 有 一 个 
1=0 
so) > 0, 再 由 83 定理 '3 及 81 (8), 有 


74) n+i+l 了 十 卫 . 
5 -= ss )， (j < n) (1) 
i=0 


1 其 实 (@, 了) 过 程 是 唯一 的 满足 两 组 方程 的 @ 过 程 ， 证 明 见 Reuter (1). 
?或 参看 Chung[]], 第 227 页 ， 11.17 定理 5. 
3 构造 问题 已 由 86 基本 定理 完全 解决 ， 故 本 节 初 读 时 可 以 不 看 . 
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因而 sw > 0 (m > 且 , 而 且 s9" /sh 不 依赖 于 m(> max(j,k). 今 任意 取 定 sk > 0 而 定义 


st™) 
Si 二 Sk [ED (> 0) (2) 
Sk 
显然 ， 除 差 一 常数 因子 外 ， (s;) 由 过 程 唯一 决定 ， j > 0. 
称 (sj) 为 此 @ 过 程 的 第 二 组 特征 数列 . 注意 ， 它 只 对 R < oo, 5 = oo 的 @ 过 程 有 定 
象 证 明 85 定理 4 一 样 ， 可 以 证 明 





0 < Vs, < Co (3) 
7=0 
为 此 ， 只 要 对 z(t,w), t > 0 施行 C(rn,ago)( 代 过 那里 的 C(rw po) 变换 而 得 (9,s()( 代 
亚 那 里 的 (Q,Y()) 过 程 zi(t,w), t > 0, SO = (s 加 st) 易 见 85 (29) 仍 成 立 ， 只 要 以 
s00 换 2 
大 
(二 ) 光碟 反面 问 是 设 已 给 满足 (3) 的 非 负 数列 (s),7 > 0, 不 妨 设 so > 0. 按 81 (20) 
作 分 布 So = (s0",.….,s( 中 ), 以 si 代替 那里 的 pi;. 由 81 定理 3, 存在 (9,F, P), 在 其 上 可 定 
义 (Q,5() 过 程 列 t > 0(n > 0), 满足 81 (7). 以 zw) 表 zn(t,w) 的 第 i 个 飞跃 
点 ， 并 令 
Bl™ 二 min(7(™ : zn(T(™) =0) {4) 
由 于 so > 0, P(6( < 00)=1. 定义 


TO (Ww) = Tw), 如 ro)(w ) < B00) 
n> cnt” \(w) > mm 
一 0， 如 rw) > BI™ (w) 
或 za(rf (w) < m 
则 象 85 (29) 的 证 明 一 样 可 证 
人 ) 


B( = 和 = 二 LS sR (6) 
2 一 二 


大 一 ?rm 十 1 So 0 Km 十 1 


当 叶 一 00, m 一 00 时 ， 由 (3) 知 右 方 项 趋 于 0. 再 仿 $4 (16) 定义 
TOw)= 3 rw-rp(w)) 


rr pe") 
不 难 证 明 _ 
. n 1 ce 
lim ET ) = 而 DR 一 0，(e 一 0) (7) 
定理 1 如 (s;) 满足 (3), 则 (@,5) 过 程 的 样本 函数 rs(tw) 当 一 oo 时 对 几乎 一 切 
t 收 敏 . 


外 
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证 只 需 利 用 (6),(7) 并 重复 54 定理 1 的 证 即 可 口 
仿 84 补 定义 极限 消 数 后 ， 癌 翌 可 证 所 得 的 为 Q@ 过 程 z(t,w),t > 0, 称 为 (8,5) 过 程 ， 
其 转移 概率 p(t) = Tian PN (耐克 (0 是 (8,S(m) 过 程 的 转移 概率 
定理 2 9, 5) 过 程 (tj 1 >0 是 唯一 的 以 已 给 (3)), j > 0 为 特征 数列 的 @ 过 程 
证 用 $301) 于 (QS) 及 (Q@.5S(0) 过 程 而 得 ai” 及 of, 由 (1) 得 


P(x(al™) = 站 = ln P(ee 人 (ad = lim Plznie(at tt) = 


‘lim 2 ‘+ /Y= 人) (i = 0,1,.….,n) 


j=0 


由 此 即 知 z(t,w), t 宛 0 的 特征 数列 为 (s;)- 

唯一 性 的 让 明 仍 仿 54 定理 4 但 要 作 下 列 修改 . 设 Z(t,w), t > 0, 是 以 (s;) 为 特征 数 
列 的 @ 过 程 ， 对 它 用 83 中 (10)-(13) 定义 mm ob ,mm 之 1 并 施行 Cr ao) 变换 而 得 
(Q, 5S 四) 过 程 x(t,w), tz0. 由 特征 数列 的 定义 


5/ Ys (7 = 0,1,...,n) 
1=0 
故 zn(t,w) 的 转移 概 案 244), 如 上 述 应 收敛 于 (8,5) 过 程 的 转移 概率 pij(t). 
今 证 p80) 也 收银 于 二 be) 的 转移 概率 条 的. 固定 (0,8) 而 令 
Stw) 二 (1: te (0,5), t 是 Z(t,w) 的 飞跃 点 ) 


因 S& (w) 以 概 涂 1 是 闭 集 ， 故 (0,B)/S&)(w) 至 多 是 可 列 多 个 不 相交 的 开 区 间 Tj(w) = 
(io Yi) 的 和 ， 在 每 也 (w) 中 ， 2(4w) 关 oo. 定义 3(%) = Jim 3(s), 试 证 


P(E(10) = x)=0 (8) 
否则 ， 如 涪 P(E(W)) = x) > 0 则 必 存 在 ke 万, 使 

P(Z(W) = oc; 对 某 t € (mw), yl)), E(t,w) = k) > 0 
于 是 ， 由 上 式 得 Plts(w) < co) > 0 (这 里 级 (w) 由 62(5) 对 2(4,w) 定义 ), 此 与 82 (7) 矛盾 . 


今 令 上 集 
5 (wo) = (使 (mw) =i 的 区 间 (lw),yi(w)) 之 和 ) 


由 (8) 得 
() SY() = Ue = (0,8) \ SW (w) 
,二 
既然 以 概率 1 L(S&i(w)) = 0, 故 li w)) = 的 概率 为 1. 然后 自 64 (38) 起 逐 句 重复 


84 定理 4 的 证 ， 并 注意 z(0, w) 一 zn(0,w) 即 可 . 口 


总 结 以 上 渚 结果 便 短 
4 
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定理 3 人 设 已 给 & 过 程 z(t,w),t>0, 使 RR< oo,5 = oo, 则 它 的 第 二 组 特征 数列 (sj) 
满足 条 件 (3); (ii) 反之 ， 设 已 给 一 列 非 负 数 (s;), 满足 (3), 则 存在 唯一 @ 过 程 x(t,w), t > 0， 
其 第 二 组 特征 数列 重合 于 此 已 给 数列 ， 而 且 此 过 程 的 转移 概率 为 Py(t) = lim p84Y(t), 这 里 
p(t) 是 (Q,S(") 过 程 的 转移 概率 ， 而 Sm = (s 的 ,st)) 由 $1 (20) 定义 . 

至 此 ， 我 们 已 把 生 灭 过 程 的 构造 问题 叙述 完毕 , 在 此 基础 上 ， 下 节 中 将 研究 生 灭 过 程 
的 若干 性 质 . 


817.8、 遍 历 性 与 0-1 律 


(一 ) 在 315.1-815.2 中 ， 我 们 对 一 般 的 马 氏 链 讨论 了 0-1 律 、 常 返 性 与 过 份 函数 .下 
面 看 到 ， 对 生 灭 过 程 ， 可 以 得 到 更 完整 的 结果 . 注意 ， 由 815.1 定理 2, 生 灭 过 程 的 无 穷 近 
0-1 律 恒 成 立 ， 故 只 要 考虑 无 穷 远 0-1 律 (本 节 内 简称 0-1 律 ). 

设 XX = {z(t,w),t > 0} 是 定义 在 (Q, 天,P) 上 的 生 灭 过 程 ， 不 妨 设 它 是 完全 可 分 ， 
Borel 可 测 的 ， 它 的 密度 矩阵 Q 由 816.1 (1) 给 出 .利用 816.1 (4)-(?), 可 以 引进 数字 特征 
ms, ei; R, 5S, Zn, Z. 

引进 随机 变量 g;(w): 

gi(w) = inf(t : t> 7T(w), z(t,w) = 人 如 右 方 妇 | 
= oo， 反之 
这 里 7(w) 为 X 的 第 一 个 跳跃 点 ， 因 而 %(w) 是 经 过 第 一 次 跳跃 后 的 首 达 i 的 时 刻 ， 而 Eig: 


是 自 i 出发， 离开 i 后首 次回 到 i 的 平均 时 间 ， 称 过 程 X 遍历 , 如 它 常 返 ， 而 且 对 一 切 
i€E, 


(1) 


Eigi < oo (2) 

定理 1 设 民 = eco, 则 式 常 返 的 充 要 条 件 是 2 = cw; X 遍历 的 充 要 条 件 是 2 = x， 
el < co. 

证 由 于 及 = co, 第 一 个 飞跃 点 以 概率 1 等 于 co, 故 自 大 出 发 ， 转 移 到 mm 的 概率 ， 重 
合 于 自 丰 出 发 ， 经 有 穷 次 跳跃 而 达到 m 的 概率 qk(m). 由 $16.1 (25) 可 见 : wk(m) 三 1 (一 
切 已 me 五 ) 的 充 要 条 件 是 2 = co. 因此 由 $15.2 定理 2 得 证 前 一 结论 . 

考虑 首 达 i 的 时 间 . 


(ww) = inf(t : t > 0, z(t,w) = 相 ， 如 右 方 | 





= co， 反之 
容易 看 出 
| Qi b; 
Egi = EB: 天 -1 十 —— Eit1m 
9 T 十 ai b; 17 十 ai; 十 bs; Ei+1im 
1 ma 
和 ai 十 + Qi 十 b; Mii Qi 十 bi e+1 (4) 


由 $16.1 (4) rni_1 < eco. 如 el < oo, 由 $16.1 (5) 可 见 ei+l < co. 因而 由 (4) 及 (2) 式 下 的 
注意 即 得 证 后 一 结论 ， 口 
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如 已 < co,Q 过 程 不 唯 --:， 例 如 (Q,r) 过 程 (参看 81 (二 )) 就 是 其 中 的 一 种 ， 关 为 瓦 
上 任 一 概率 分 布 ， 固 定 @, 全 体 (@,r) 过 程 的 集 记 为 {D}, 全 体 8 过 程 的 集 记 为 {4}, 显然 
{D} Cc {4A}. 

定理 2 如 下 <eco, 则 一切 @ 过 程 融 历 (因而 都 常 返 ). 

证 考虑 83(8) 中 定义 的 Bi 它 是 第 一 个 飞跃 点 后 首 达 状态 0 的 时 刻 . 由 忆 < co, 存 
在 s>0 及 Le 已 ,使 P(Im<szs) 和 bl)>0, 这 里 六 是 第 一 个 飞跃 点 ， 从 而 

P(BI0) < coj) > P(m < sz(s) 乏 4 ss 后 经 有 穷 次 跳跃 到 0) > 0 (5) 
因此 ， 存 在 工 > 0 a > 0, 使 对 一 切 Re 五 ,有 
及 (6 入 7) >a 
(参看 83 的 注 ). 于 是 由 82 引 理 1, 有 EB < co. 显然 go < B10, 故 ! 
moo = Eogo < EoB(®) < oo 
这 得 证 状态 0 遍历 ， 由 互通 性 ， 过 程 遍 历 . 口 
(二 ) 以 下 所 谓 “ 任 意 生 灭 过 程 ”是 指 “ 任 意 具 有 816.1 (1) 形 的 Q 及 任意 @ 过 程 ”. 
定理 3 设 X 为 任意 生 灭 过 程 ，{fi} 为 XX 的 任 一 过 份 函 数 ， 则 必 存 在 极限 
lim fi =f (5)) 
如 及 <o0 或 民 = 00,2Z = o0, 则 三 了 (常数 ). 
证 如 对 某 j, 所 = oo, 则 因 Pi;(t) > 0 对 一 切 训 jEEB 及 t>0 成 立 赦 由 $4.2(10) 知 
i 三 00. 因而 不 妨 设 {fi} 是 有 限 的 过 份 聘 数 . 
如 及 <m% 或 = o0,2Z= oo0, 由 定理 1 及 2, 知 XX 常 返 根据 815.2 定理 3, 知 记 三 下 . 


镜 下 一 种 情形 是 R= co, 2 < co. 这 时 和 非常 返 ， 没 有 飞跃 点 ， 以 Mi 表 由 {zwocust} 
所 产生 的 o 代数 ， 则 {fx,AM,P} 是 可 分 的 半 Martingale, 于 是 已 几乎 地 存在 极限 


lim fre.(w) = f(w) (6) 


由 然 没有 飞跃 点 ， 非 常 返 ， 故 对 几乎 一 切 w 及 任 一 正 数 N, 存在 T(w) > 0, 使 当 上 > T(w) 
时 ， 有 zi(w) > N, 换 句 话说 ? 
Pllim zt(w) = 00)=1 (7) 


由 此 并 注意 无 飞跃 点 ， 可 见 对 的 髓 入 马 氏 链 {y,}, 也 有 
P(yn(w) 一 oo) 一 工 


注意 对 生 灭 过 程 ， 自 i 出 发 ， 经 一 步 跳跃 后 只 能 到 i+1 或 i 一 1. 故 对 几乎 一 切 w yn(w) 必 
取 - - 切 正 整数 ( 除 有 穷 多 个 外 ) 而 趋 于 oo. 于 是 由 (6) 知 以 概率 1 


Lim fr, 一 im fya lw) 一 Jim fr.(w) 一 flw) (8) 





1rnmii 应 理解 为 自 ; 出 发 ， 离 开 i 后 首次 回 到 :的 平均 时 间 ， 即 mii; = Bigi. 
2 如 换 PP 为 Pi,(7),(8) 式 同样 正确 . 
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这 说 明 f(w) 以 概率 1 等 于 某 常 数 f, 而 且 (5) 成 立 ， 
(三 ) 定理 4 对 一 切 生 灭 过 程 X, 强 0-1 律 成 立 . 
证 如 X 常 返 ,由 815.1 定理 5 知 对 和 ,0-1 律 成 立 . 
设 非常 返 ， 即 R= co, 3 < oo. 此 时 (7) 成 立 ， 不 论 开 始 分 布 如 何 ， 任 取 不 变 集 4， 
由 定义 及 马 氏 性 知 对 任意 上 +>0 











P(A) = Pi(014) = 上 Pi(0:A/ Ni) Pi(dw) = [ P(APi(ds) = Spy(dP(A) (9) 


jEE 
所 以 作为 i 的 函数 {PB(4)} 是 X 的 过 份 函数 ， 由 定理 3 及 (8), 存在 常数 f, 使 
f= lim P(A4) = lim Pz,(4) (10) 
注意 4 为 不 变 集 ， P(A4A914) = 0, 故 上 式 右 方 等 于 
lim 忆 (94/N) = lim 已 (4/N) = Pi(A/No) = Xalw) (天 一 几乎 ) (11) 
xa(w) 是 4 的 示 性 函数 ， 由 (10) 及 (11) 得 
Pi(xa(w)= f)=1 


因而 P(A4) = 0 或 1. 再 由 (9) 并 注意 pij(t) > 0, 知 对 XX 强 0-1 律 成 立 ， 口 
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附录 1 时 间 离 散 的 马尔 科 夫 链 的 过 份 函数 
81 。 势 与 过 份 函 数 


近年 来 关于 马 氏 过 程 与 古典 分 析 中 的 位 势 理论 间 紧 密 的 关系 引起 了 广泛 的 注意 . 如 所 
周知 ， 联 系 于 拉 普 拉 斯 算 子 有 所 谓 半 调 和 函数 ， 这 种 函数 在 数理 方程 中 起 着 重要 的 作用 . 
在 马 氏 过 程 论 中 ， 与 这 种 算 子 和 孙 数 相当 的 分 别 是 所 谓 无 穷 小 算 子 4 和 过 份 函数 ; 而且 
对 于 Wiener 过 程 ， 久 恰好 化 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 而 对 于 具 离 散 参 数 的 齐 次 马 氏 链 ， 义 则 化 
为 P- 了 IT(P 的 定义 见 下 ， 了 为 恒 等 变 换 ). 研究 这 两 种 理论 的 关系 ， 无 论 是 对 用 数学 分 析 
方法 以 解决 概率 问题 ， 或 是 用 概率 方法 以 解决 数学 分 析 问 题 ， 都 有 很 大 的 帮助 . 

上 述 关 系 开始 由 JI Doob 和 G. A. Hunt 所 研究 ， 这 里 ， 我 们 偏重 于 讨论 过 份 随 数 . 
本 节气 述 它们 的 一 般 性 质 ， 下 一 节 叙 述 极限 性 质 . 在 下 节 中 要 用 到 一 些 辅助 知识 ， 为 节省 
篇 幅 起 见 ， 我 们 只 指明 出 处 而 略 去 证 明 . 

(一 ) 设 已 给 可 列 集 马上 一 广 随机 矩阵 ;P= (p(i,7)), i,7 E 五 ,五 的 全 体 子 集 构 成 瓦 
中 一 og 代数 8, 对 A eB, 令 p(i,A)= EP) ), 显然 


0< pli,A) < p(i,E)<1 (1) 
用 和 迭代 法 定义 PC 4): 


pi, A) = xl 人 一 本 A ) 
”A (2) 


pi A) = 人 pj, 4)p( dj) 


上 式 中 的 积分 实际 上 是 级 数 DP™ i, A)plid), 不 过 写成 积分 的 形式 更 方便 ， 由 (2) 可 
ji 

见 : 

pW)(i, 4) = p(i, 4), pm (7) 是 nr 步 转移 概率 . 

pM(i, 4A) 具有 性 质 : 当 i 固定 时 , 它 关 于 4 是 8B 上 的 不 超过 1 的 测度 ， 显然 , 当 A4eEB 
固定 时 ， 它 是 ze 互 的 函数 ， 

由 $4.2 定理 2 知 : 可 以 在 某 概率 空间 (Q,,P) 上 定义 一 马 氏 链 X= {fzwn>0}, 其 状 

态 空间 为 BU {aj, (aEE). 它 在 互 中 的 一 步 转移 概率 为 pl2 放 , 而 且 a 为 吸引 状态 . 


pli,a) =1 — p(i, E), (i € E); pla, a) =1 (3) 


由 P 可 产生 两 个 变换 ， 一 个 是 把 巨 上 的 非 负 函数 u(= w(i)) 变 为 上 的 非 负 锋 数 
Pu :一 Pu, 其 中 


Po 加 = 人 .0)pG (4) 


1 即 满足 条 件 0 < p(i, 站 2》 p(i,7) < 1 的 矩阵 (i,j € 忆 ). 注意 p(i,j) 与 t 无关. 
JE 已 
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这 里 Pu (i) 表 果 数 Pu 在 i 点 的 值 ， 另 一 个 是 把 B 上 的 测度 : 宣 为 上 上 的 测度 vP 的 变 
换 : wv 一 vwP, 


vP.(A)= fm A)uldi) (5) 
p( 4) 是 这 二 变换 的 核 函数 ， 我 们 还 沉 要 一 个 重要 的 核 沙 数 Gti. 4): 
G(i, A) = Vp) (6) 
n=U 


省 4 = {四 为 单 点 集 时 ， 它 化 为 G5 有 ) = 于 pmG7) 利用 核 二 数 G64) 及 pm, 及 ,类 
似 地 可 以 定义 Gu,vG 与 Pu,vPl™). 
(二 ) 设 w(i) (GE 五 ) 为 非 负 函 数 ， 可取 oc 为 值 ， 称 尺 为 (关于 p 或 关于 闫 的) 过 份 函 
数 ， 如 
Pu<u (7) 


称 久 为 (关于 PP 或 X 的 ) 调 和 函数 , 如 4 有 限 非 负 而 量 

Pu=u (8) 
称 % 为 势 , 如 存在 非 负 函数 f(i), iE E(f 可 取 co 为 值 ), 使 

u= Gf (9) 


这 时 也 称 % 为 f 的 势 
显然 ， 调 和 耳 数 是 有 穷 的 过 份 函数 ， 势 也 是 过 份 消 数 ; 实际 上 ， 由 (9) 


Pu= PIefl=P(D PW) = PW < GI = (10) 
n=0 n=l1 


特别 ， 由 于 G(i, 4) = Gx (6), 故 作为 i 的 函数 ，G(i,4) 是 x 的 势 ， 从 而 也 是 过 份 的 . 
以 E 表 关于 z 的 全 体 过 份 函数 的 集 . 
引 理 1 (i) 非 负 常数 ce €; 
(i) 如 wve 2, cncs 为 非 负 常数 ， 则 


ciU+cec2v EE, min(u,v) EE 


(ii) 如 wn EE,wun 一 出 则 weE; 
(iv) 对 任 € E, 存在 u, € E, un 有 界 ， 使 i 二. 
证 (i) 及 (j) 中 第 一 结论 明显 ， 为 证 第 二 结论 ， 令 


h = min(w,v) 


则 
Ph< PuS<u, Phg< Prgv (11) 


. 581 . 





故 Ph <h. 
(iiy 由 Fatou 引 理 
Pu=P( lim wun) < lim Pu, < lim wn =u (12) 


Nn.~+00 moc no0 





(iy) 只 要 取 wn = min(n,w) 即 可 .， 口 
关于 有 穷 的 势 有 下 列 简单 引 理 : 
引 理 2 设 4= Gf < oo, 则 
(让 了 被 唯一 决定 ; 
(i) PCV J 0 (n 一 co). 
证 由 (6) 
G= PG+Y PY (13) 
2=0 
取 n=1 得 Gf = PGf+f. 如 Gf < oo, 则 PGf < co, 故 
f=u- Pu (14) 


其 次 ， 由 (13) 


Pou= PYGF = G1 PDOF LO (nao0) O 
J=0 

注 1 由 证 明 可 见 ， 为 使 (i) 中 结论 即 (14) 成 立 ， 只 需 PGf < co 即 可 如 此 条 件 不 满 
足 ， 则 (D 可 不 成 立 ， 例如， 设 瑟 只 传 一 点 i 又 P= PD, 则 G(i,i) = oo, 帮 任 一 正 函 数 让 
的 势 都 恒 等 于 ow. 

称 函 数 v 为 过 份 函数 ， 的 极 大 调和 核 , 如 果 wv < ,wv 是 调和 函数 ， 而 且 对 任 一 不 大 于 
4 的 调和 函数 疡 都 有 六 入 v 显然 ， 如 极 大 调和 核 存在 ， 则 必 唯 一 . 

设 weE, 由 于 

uw> Pu> POu>... (15) 

故 存在 极限 


Pou = lim Pu g oo (16) 
我 们 来 证 明 : 如 Pi)w < co, 则 Pl)w 是 的 极 大 调和 核 ， 因而 特别 地 ， 有 穷 过 份 函数 v 
必 有 极 大 调和 核 为 Ptce)u. 实际 上 ， 由 (15) 


P(UP(coju) 一 P( lim Pu) = lim Pr+lu = Pl 


和 一 DO 


若 关 < 和 zz 而且 调 和 ， 则 
h= POP 二 PO | PP) 


定理 1 (Riesz 分 解 ) 任 一 有 穷 过 份 函数 4 可 唯一 地 表 为 一 调和 函数 "与 一 势 w 的 


关 


公 一 也 十 急 (17) 
+= Pv, w= Gu Pu) (18) 
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证 因 v* 有 穷 ， 故 Ptee)u 为 之 的 极 大 调和 核 ， 在 


u= Prthy+ 和 po — Pu) 
j=0 
中 令 n 一 oo, 即 得 
u= Pw + Gu — Pu) (19) 
下 证 唯一 性 . 设 4= v1 十 wi 为 任 一 展 式 ， V1 调和 ， WI 为 势 ， 因而 WwW]1 < rw 有 和 穷 . 以 P(m 
作用 于 此 展 式 两 边 ， 令 n 一 co, 再 用 引 理 2 (ii), 即 得 





P= lim Pu = lim Pv + lim Pw = 0 


注 2 由 证 明 过 程 可 见 ， 定理 1 中 有 穷 性 假定 可 局 部 化 如 下 : 如 在 点 i 上 uv < co, 则 
uli) = Pl (1) +G(u— Po (2) | (20) 


(三 ) 什么 样 的 过 份 函 数 是 势 ? 由 定理 1 可 见 : 如 对 有 穷 过 份 函数 4 有 Po)u = 0, 则 
u 必 是 势 ， 这 结果 可 以 加 强 

定理 2 ( 势 的 判别 法 ) 过 份 函数 v 是 势 的 充分 与 必要 条 件 是 P(co)u 至 多 只 能 取 二 值 0 
与 co. 

证 必要 : 令 如 =(j: Pou:0)< oo), 因 PCo)u 过 份 ， 


f Pe pid) < Pu (0) 
E 
故 如 ie Bo, keEo, 则 必 pli,k) 0, 否则 左 方 积分 等 于 co 而 与 i Bo 矛盾 ， 这 表示 


设 w4= Gw, 令 Bm = (i: w() 之 去), 则 


> Pu> pe/ v0) 0)| > 
B. 


mm 


于 是 PCYG(, Bm) < oo. 由 此 推 知 ， 对 任 一 固定 的 记 下 式 


n—1l 
PG(i, Bn) + >) PO(i, Bn) = G(i, Bm) (21) 


7=0 
的 左 方 当 n 充分 大 时 有 穷 ， 故 G(i, Bm) < co. 于 上 式 中 令 m 一 oo 得 
PleejG( Bn)=0 (22) 
令 


Pm= P| wot + f wc) 
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第 一 积分 等 于 
snmp" | wc) = ,lm fu w(N (PVG) ,ad)) 
= 人 wip od) 
Cm 
类 似 计算 并 利用 (22) 得 知 第 二 积分 等 于 
[wp =0 
Bm 


因此 
oo > Plcoju = / wONPIG)., dj) 一 0 (mo— 00) 
Cm 
充分 : 定义 函数 w 
v0- 0 和 uli) < oo (23) 
oo， 如 tu 人 1) 一 


则 v = Gw. 实际 上 ， 如 wu(ij < co, 由 注 2 及 假定 
ui) = Poou (i) +G(u— Pu):(i)= Gv:(i) 
如 = co, 则 由 Gw'(ij > w( 让 = oo 得 
u(i) = co = Gw. (人口 


由 定理 2 直接 推 得 

系 1 有 穷 过 份 函 数 是 势 的 充分 与 必要 条 件 是 P(%)w = 0. 

至 于 一 般 过 份 函数 与 势 的 关系 有 

定理 3 设 灵 为 有 穷 过 份 函数 ， 而 且 对 任 一 常 返 状态 1 有 ui) = 0, 则 % 是 一 列 不 下 降 
的 势 的 极限 ， 

证 以 DD 表 全 体 非常 返 状 态 所 成 的 集 ， 任 取 一 列 D, Cc D, D。 是 有 穷 集 ， = UD 


定义 


Kk 
“=min [sso( Un (24) 
如 je D, 当 充分 大 时 ，je U Dm G( 坟 UU Da) > 屠 坟 Tw 由 (10) 式 下 的 说 明 及 引 
理 1(i) 知 wk 是 有 穷 过 份 函 数 ， 又 因 G(p 放 < G(j, 四 ,得 
k 
o( Upyjs >》， Gj)<o% (25) 
Te [| D。 
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故 由 本 节 引 理 2 得 ， 
Pl wr < kpc( .， | D, =0 


由 系 1 知 wx 是 势 ， 口 

系 2 如 每 一 状态 都 非常 返 ， 则 任 一 有 穷 过 份 函数 是 一 列 不 下 降 的 势 的 极限 . 

证 明 与 上 证 完全 相同 . 

如 果 定 理 3 或 系 2 的 条 件 不 满足 ， 则 结论 一 般 不 正确 .仍然 考虑 注 1 中 的 例 ， 那 里 
G(i,i) = co, 故 任 一 势 或 恒 为 0 或 恒 为 wo， 显 然 任 一 列 势 不 能 趋 于 过 份 函数 wu(i) = C， 
0<C<o 为 常数 . 

(四 ) 试 给 出 上 述 诸 概念 的 一 些 概率 解释 . 考虑 (一 ) 中 的 马 氏 链 XX = {zn,n > 0 
p("(i,7) 是 质点 自 i 出 发 在 第 =” 步 来 到 7 的 转移 概率 ， 257J € EE, 把 看 成 EU {a} 上 的 省 
数 ， 补 定义 ula) = 0, 则 


pw. (0) = 上 u(j)p™ (i dj) = 上 人 pd) = Bruen) (26) 


因而 Pw (i) 是 开始 分 布 集中 在 i 时， wzn) 的 平均 值 ， 而 (7),(8) 则 分 别 化 为 
Eiu(71) < uli)} (i € E) (27) 
Eiu(z1) 二 u(i) (2 Ee E) (28) 
G(i, 4) 是 自 i 出 发 的 质点 位 于 4(i e E,A CEB) 中 的 平均 总 次 数 ， 实 际 上 ， 定 义 
nn(w) = 二 1， 如 zn(w)eE 4h 
二 0， 如 zn(w)e4 
则 = 学 mm 是 位 于 4 中 的 总 次 数 而 
Ein = E; ( 》， m) 二 Dp™(i, A) 一 Ci 4) (29) 


n=0 了 二 0 


直观 地 ， 设 想 某 块 土地 采用 第 i 种 耕作 方案 时 可 获 年 产量 u(i) 斤 ， wa) = 0, 如 果 今 
年 采用 第 i 种 方案 ， 则 明年 采用 第 ; 种 的 概率 为 p(i,7); 于 是 在 今年 (第 0 年 ) 采用 第 i 种 方 
案 的 条 件 下 ， 第 nn 年 的 平均 年 产量 为 了 iu(zn) = Puli) 斤 ， 而 势 


Gu(i) = 》 Pu 人 


n=0 


则 是 长 久 耕 种 下 去 历年 平均 年 产量 的 总 和 如果 是 过 份 函数 ， 则 (27) 表示 今年 的 年 产 
量 不 小 于 明年 的 平均 年 产量 ， 又 


Pu . (0) = lim Pu (i) 
也 一 CD 
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古 经 过 多 年 以 后 的 稳定 的 平均 年 产量 ， 而 Riesz 分 解 式 (19) 则 表示 今年 年 产量 与 稳定 的 平 
均 年 产量 之 美 是 G(w - Pz). 

例 1 对 任意 集 4A4 CB, 以 (ij 表 自 i 出 发 的 质点 经 有 穷 多 步 (包括 0 步 ) 终于 来 到 
4 中 的 概 庚 ， 即 


Ua (i) = 8 U (zw E 4) (30) 
蝇 然 0 < 0) < 1 (i)=1(ie 4),U ,加 天 自 i 出 发 从 下 一 步 起 永 不 来 到 4 的 概率 ， 
即 i 
= P (Ue € 1)) = 2 NN, € 1) 
n=1 n=1 
则 办 


w(t) = PP, (\ U' (zn € 和) 十 Do AP, (Ue rn € A) )) 
2 pa, (0) +p A (31) 
可 见 wi (i) 是 有 穷 的 过 份 丽 数 ， 而 且 
pi A)rs (i) = (i) — Pu 人 
由 (17),(18) 得 ww, 的 Riesz 展 式 为 
w= Pe + f pOG, A)r, GG (32) 


这 式 的 概率 解释 见 下 例 ， 
例 2 以 wv(i) 表 自 i 出 发 到 达 4 无穷 多 次 的 概率 ， 即 


QO=R( N Ue) 


oo 
= lim P( U (ze; eA)) 
= lm Pu, (人 = Py, .人 (33) 
1 一 Oo 


故 vs 是 wu 的 极 大 调和 核 ， 当 然 是 调和 函数 . 
以 ws() 表 自 i 出 发 到 达 4 有 穷 (> 0) 次 的 概率 ， 则 显然 


WalD) = v0) + wa ls) 
故 由 (32) 及 Riesz 展 式 的 唯一 性 得 


w, (1) = (0) ,AT (IT)G(i,di) = 7 (7 2,d) 
a (2) fs (7， ) a (07) (i, dj) / a(I)G(i, dj) (34) 
内 而 wi 起 pO(., A)r,() 的 势 ， 
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注 3 如 果 业 是 调和 函数 ， 显 然 (17) 化 为 w=w. 特别 ， 如 书 为 随机 矩阵 又 允 ( 仿 =1 
( 当 任 二 状态 互通 而 且 常 返 时 此 条 件 满足 ), 则 因 wu 调和 而 得 vs( = m4(2), 一切 

(五 ) 与 过 份 函数 ,调和 函数 对 偶 的 概念 分 别 是 过 份 测度 与 调和 测度 . 称 非 负 数列 v = 
fei Ge BE) 为 (关于 PP 的 ， 或 关于 久 的 ) 过 份 测度 , 如 


vP&v (35) 


其 中 wP.(7) 的 值 由 (5) 定义 ( 当 (5) 中 4 为 单 点 集 {2}) 时 ). 如 果 (35) 取 等 号 而 且 0 < w(i) < 
(i EB), 就 称 %v 为 调和 测度 . 

如 wv( 让 三 0, 显然 v 是 调和 测度 ， 我 们 以 下 自然 不 考虑 这 种 平凡 情形 . 

当 了 为 随机 甜 阵 而 且 至 少 存在 一 常 返 状态 时 ， 调 和 测度 存在 ; 如 果 存 在 二 不 互通 的 
常 返 状态 ， 则 有 无 穷 多 个 调和 和 测度. ! 

我 们 知道 ， 关 于 任何 广 转移 矩阵 P, 过 份 消 数 总 存在 (任意 常数 C > 0 都 是 ), 但 过 份 测 
度 的 存在 性 却 待 研究 . 

定理 4 设 P 为 随机 矩阵， 瑟 中 任 二 状态 互通 ， 则 至 少 存在 一 个 过 份 测度 v, 而 且 
0<v())) <o, 一 切 7eE. 

证 任意 固定 一 个 ie 五 . 对 每 ke 定义 iNip 如 下 : 

Qi) 对 上 = 令 Ni = fii, fii 为 自 i 出 发 后 终于 回 到 %i 的 概率 ;由 互通 性 知 fi; > 0; 

(i) 对 上 关 纪 令 Nis 为 自 i 出 发 后 在 回 到 i 以 前 到 达 上 的 平均 次 数 . 

对 上 关 纪 以 ifix 表 自 7 出 发 后 在 到 达 纪 以 前 到 达 上 的 概率 ， 则 显然 有 





ilNik = >», Pi 一 Fe) 一 ifik (36) 


A 1 — ifek 
由 互 道 性 知 ;fik > 0, ie < 1, 故 
0 < iNig <o0 (—Dk€ E) (37) 


以 ipt 表 自 i 出 发 于 第 nn 步 来 到 而且 中 间 未 回 到 i 的 概率 ， 我 们 有 


i Nik 一 -二 ip(™) 
简写 p(i,j) = pij, 于 是 


2 和 Ni， Djk 三 fiipik 十 》， (> Sm 


I#xi “n=l 


Oo 
= fiipik + > :p+ < < Dm : (38) 


故 取 v(7) = ;Na (7 e E), 即 得 所 欲求 ， 口 
1 参看 82.5, 并 注意 那里 所 谓 平 稳 分 布 是 一 种 特殊 的 调和 测度 . 
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可 以 把 对 过 份 测度 的 研究 化 为 对 过 份 阔 数 的 研究 . 实际 上 , 设 关于 广 转移 矩阵 已 = (pij) 
存在 过 份 测度 w 0 < v(i) < oo, 令 让 


qji 二 P7507) (39) 
显然 @ = (gji) 是 一 广 转移 和 矩阵， 如 果 8 是 关于 P 的 过 份 测度 ， 定 义 
ai = 2 (ieE 万 ) (40) 


则 a= {a()} 是 关于 8 的 过 份 函 数 . 
2 过 份 函数 的 极限 定理 


(一 ) 本 节 中 ， 我 们 先 将 马 氏 链 的 位 势 理 论 作 一 简短 介绍 ， 然 后 应 用 此 理论 以 研究 马 
氏 链 的 过 份 函 数 的 极限 定理 .这 节 中 的 某 些 结果 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 不 能 在 此 证 明 ， 只 指明 
出 处 ， 以 供 查阅 . 

设 状态 空间 巨 为 可 列 集 ，P 为 上 的 广 转移 矩阵 ，P = (p(i,j)) 给 出 一 步 转移 的 概 
率 ， 和 矩阵 PP 满足 下 列 条 件 : 


pI20; pi,j)<g1 
3€EE 
回忆 上 节 所 述 ， 称 非 负 函数 h(i) (ie EE) 为 过 份 的 ， 如 
Ph (i)= > PN 和 hi) (ie E) 
jEE 
如 此 式 取 等 号 ， 而 且 h 非 负 有 限 ， 就 称 有 为 调和 的 ， 巨 上 的 测度 4 如 满足 条 件 
uP:(7)=) xP,I) < pj) (fe E) 
i€EE 
则 称 为 过 份 测度 . 
设 h 为 过 份 肖 数 ， 如 果 = (i: 0 <h(i) < o0) 非 空 定义 
p"(ij) = pi RG/hG) (i,j € Er) (1) 
则 Pr = (p*(i,7)) 是 B+ 上 的 广 转移 和 矩阵， 因而 可 以 定义 有 -过 份 函 数 ( 即 定 义 在 B* 上 的 关 
于 Pr 过 份 的 函数 ) 、h- 调 和 函数 等 等 ， 以 Pa 为 转移 概率 矩阵 ， 以 E+ 为 相 空 间 的 马 氏 
链 (za(w),B(w)) 称 为 h- 链 ,8(w) 为 中 断 时 刻 ，0 < mg B(w) (如 PB(w) = o0, 则 0 <&<n<o00), 
w € .如 B(w) 三 oo, 简 记 (zs(w),B(w)) 为 {zn(w)} 或 {zs}. 注意 1- 链 即 以 PP 为 转 称 概率 
矩阵 的 马 氏 链 . 
以 pm (i,j) 表 1- 链 的 m 步 转移 概率 ， p(0(i,7) = 6 (Kronecker 符号 ); 令 
G(ij) = >》 pi (2) 


n=0 


588 . 





本 节 总 假定 1- 链 是 非常 返 的 ， 即 
G(s,j) < 00 (i,j €E) (3) 
固定 已 上 一 测度 y, 使 满足 
7 >0 (ie E); 》 7 人 =1 


i€EE 
定义 隆 数 
CC J) 
《WU) 
这 里 4(j) = 2 DG D) (如 C(7) = 0 则 可 将 7 自 吾 中 除去 ， 故 不 妨 设 《4(7) > 0). 在 五 中 
i€ 


可 引入 距离 d, 使 在 此 距离 下 ， 点 列 {js} C 是 Cauchy 基本 列 的 充 要 条 件 是 : 或 者 {5,} 
只 含有 穷 多 个 不 同 元 ， 或 者 {jn} 含 无 穷 多 个 不 同 元 而 且 {K(i,jn)} 对 每 一 固定 的 ieEE 都 
是 实数 的 Cauchy 基本 列 . 已 关于 4 的 完备 化 空间 记 为 EF. 称 集 互 = 百 \ 百 为 瑟 的 马 亭 
边界 ,B 依赖 于 了 及 7. 以 下 表 EE* 中 含 一 切 开 集 的 最 小 o 代数 . 

设 上 es B, 下 式 定 义 的 函数 KK(,é) 是 过 份 的 : 


K({i, 7) 一 





(i,7 € B) 


d 


称 过 份 函数 户 为 极 小 的 , 如 自 展 式 h = hi++ho (其 中 hi,hz 均 过 份 ) 可 推出 有 ,hs 都 与 
hh 成 比例 ， 称 边界 点 €€B 为 极 小 的 , 如 K(,é) 是 极 小 调和 函数 ， 而 且 
DIK(Gi,E) =1 (5) 


i€EE 
全 体 极 小 边界 点 所 成 的 集 记 为 B.. 
- 我们 要 用 到 下 列 结果 !. 
(A) 设 函 数 户 过 份 而 且 对 + 可 积 , 则 对 h- 链 (zu, 6), 几乎 处 处 或 者 8 有 和 穷 , 此 时 zp E 5; 
或 者 6 = oo, 此 时 zw 在 B* 中 拓扑 下 收敛 于 某 点 zp & B。 
(B) 对 (A) 中 ,存在 UB。 上 唯一 测度 yh, 使 


nD= 人 KGewda (6) 


ph 有 下 列 概率 意义 : 设 h- 链 (zn,8) 有 开始 分 布 思 (0G) = 7YG)P) 则 终极 状态 ze 的 分 
布 为 /*, 即 

ur(C)= PlzeeC)，Ce 丰 (7) 
当 而 且 只 当 疡 调和 时 心 集中 在 B。 上. 


1 参看 Hunt [1]. 
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ars re 


(0) 适当 选取 基本 空间 ?2 后 ， 对 《se B., 可 以 考虑 在 条 件 zs =《 下 的 (B) 中 的 如 链 ， 
所 得 条 件 链 记 为 {zwe), 对 -几乎 一 切 &, (pr* -后 , 此 条 件 链 是 K(.,6)- 链 (因而 更 是 已 氏 
链 ), 有 相 空 间 为 Be = (i: 玉 (i,€) > 0), 开始 分 布 为 YE09 .又 由 于 天 (6) 调和 ， 
YPNDKCG EK AE) =1 lie Ee) 
jE be 
故此 链 是 不 断 的 ， 即 它 的 中 断 时 刻 8(w) = oo. 
引 理 1 设 Ee B, {zs} 为 具 任意 开始 分 布 a( 江 a(i) =1) 的 K(,&) 链 ， 则 有 P(xy = 
£)=1. 
证 概 人 这 PP 依赖 于 开始 分 布 a, 故 最 好 记 己 为 已 . 当 a=?Yx6o 时 ， 由 (C) 及 (5) 得 


1= P(rz4=6= > YK(i,O) P(re =€) (8) 


P 表 开 始 分 布 集中 在 点 1 站 的 天 (6)- 链 所 产生 的 概率 ， 由 于 xY(i)K(Gi,€) > 0, 由 (5) 及 (8) 得 
P(xzp = 6)=1(i€ Ee), 人 而 对 任意 开始 分 布 a( 它 必 集 中 在 Be 上 ), 有 
P(rg =£)= 》 aliP(zs=€)= a(i)=10 
i€ Ee i€ Ee 
以 下 简 记 
ut(C)= P(rzs EC) (Ce7) 
此 即 开 始 分 布 集中 在 i 上 的 h- 链 的 终极 状态 的 分 布 ， 由 (6),(7) 已 知 pr* 有 重要 意义 ， 但 如 
何 求 出 J 及 p+ 的 值 ? 在 一 特殊 情形 即 对 BE* 中 的 单 点 集 j, 由 Hunt [1] 中 (2.21) 


AT) = Gi hI) ~ Ph (h(i) (7 € BE*) 
p= >》 YG DG) -PPO (jf € BE*) 
i€EEh 
至 于 边界 上 的 集 C, 则 有 
定理 1 设 CcB。,Ce 下 , 则 


其 中 hc( 让 表 h 在 i 关于 C 的 Réduite 1. 

证 任 取 一 不 属于 E 的 元 s, 令 ps = 7Y(), p(i,s) = 二 0 ie 已 ), 则 p(i, 站 的 定义 域 自 
玉 扩 大 到 EUf{s}. 由 于 (i) > 0, 扩大 后 的 PP 有 一 中 心 s,, 故 可 引用 Watanabe [中 的 公式 
(4.20): 


he(i) = 人 KG pn 人 dt) (10) 





1 这 里 及 下 面 用 到 的 一 些 知识 见 T. Watanabe [1] 与 Hunt [1]. 
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由 此 得 (参看 Hunt [1] 中 (2.19) 式 ) 


| 0 (i€ Er) (11) 





*(qé) = 





由 (7) 及 (11) 得 
(CC) = 》， Yop (CO) = > Yd)hc(o) 口 
iEEh iEEh 

关于 极 小 性 有 下 列 简 单 结论 ， 为 完全 计 仍 给 出 证 明 . 

引 理 2 (i) 常数 1 是 极 小 调和 函数 的 充 要 条 件 是 : 存在 不 恒 为 0 的 有 界 调和 好 数 ， 而 

(i) 设 te Bc, 又 hh 是 K(,6)- 调 和、 有 界 的 清 数 ， 则 和 恒 等 于 某 一 常数 . 

证 (要 用 到 下 列 事实 : 对 任 一 极 小 调和 函数 h, 必 存 在 唯一 上 es B。, 使 jy* 集中 在 此 
点 上 上. 故 如 1 极 小 调和 ， yl! 集中 在 某 点 《 e B。 上 ， 亦 即 有 P(ze = 6) = 1 这 里 ze 是 
1- 链 的 终极 状态 ， 而 P 是 p 及 开始 分 布 7 产 生 的 概率 ， 既然 Y(i) > 0, 帮 P(xze = 6) = 1， 
1 E 五 . 然而 任 一 有 界 调和 因数 可 表 为 u(i) = Ef(zs), 其 中 f 是 某 个 定义 在 B。 上 的 边界 
疯 数 ， 而 E; 是 对 P; 的 期 望 ， 办 此 


uli) = Eif (rg) = f(é) 


是 与 i 无 类 的 常数 . 

反之 ， 任 取 一 不 恒 为 0 的 有 界 调 和 函数 u, 由 假定 知 4 恒 等于 某 大 于 0 的 常数 C, 故 
C 调和 ， 从 而 常数 1 也 调和 . 今 如 调和 函数 v < 1, 仍 由 假设 知 " 是 一 常数 ， 因 而 与 1 成 比 
例 ， 由 此 容易 推 知 1 是 极 小 调和 函数 . 

Gi) 由 于 p09 集中 在 一 点 5 上 ， 仿 (i) 之 证 即 知 任 一 K(,&)- 调和 、 有 界 的 函数 户 是 
常数 口 

(二 ) 过 份 活 数 的 渐 近 性 质 

先 讨论 极限 的 存在 性 . 在 过 份 函数 渐 近 性 质 的 研究 中 ， 下- 收敛 性 起 着 重要 作用 ， 设 
EE€ B。, 称 忆 的 子 集 DD 为 € 的 -- F- 邻 域 ， ?人 为 开始 分 布 的 (因而 由 引 理 1 对 
以 Ee 上 任 一 概率 分 布 为 开始 分 布 的 )K(.,€)- 链 {zn(w)}, 存在 正 整 数 N = N(w) 使 对 几乎 
一 切 w, zn(w) ED 对 一 切 n 之 NN 成 立 . 

称 函 数 v(i) (ie E) 在 te B。 有 Ff- 极 限 b( 可 能 无 穷 )， 并 记 为 Flimv(i 让 = 二 4, 如 对 5。 在 
广义 直线 [-o0,oo] 上 的 任 一 邻 域 G, 存在 的 F- 邻 域 D， 使 当 ieD 时 ， 有 v(i) € 

引 理 3 存在 Ff- 极限 Flimv(i) 一 的 充 要 条 件 是 : 对 以 765) 为 开始 分 布 的 (因而 
由 引 理 1, 对 以 Ee 上 任 一 概率 分 布 为 开始 分 布 的 )K(.,&)- 链 {x}, 有 dm vzn) =b (a.s.). 

证 设 Flimv(i) =b, 即 对 6 的 任 一 邻 域 G, 存在 & 的 fF- 邻 域 也 使 vesG 对 一 切 
i ED 成立， 国定 此 D, 由 定义 ， 对 以 YK( 为 开始 分 布 的 KK(.,€)- 链 {xz}, 存在 正 整数 
NN 三 N(w), 使 n>N 时 ， 几 乎 处 处 有 zn€ED; 从 而 有 wv(zn) e G, (a.s.). 

反之 ， 设 几乎 处 处 有 Jim_ vlz,) = 5 在 一 零 测 集 上 适当 定义 b 的 值 后 ， 可 使 6 关于 
{za} 的 不 变 o- 代数 可 测 1 . 但 由 引 理 2(ii) 及 Chung [1] 113 页 ， 此 o- 代数 只 含 概率 为 0 


1 见 Chung, K. 工 . [1] 81.17. 
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或 1 的 集 ， 故 /几乎 处 处 等 于 常数 令 Do = (wo: lim etzn(o)) = 到 9 为 常数 ) 则 P(Oo) = 1 
对 5 的 任 -一 邻 域 C, 如 w€ 9o, 则 存在 正 整数 N = N(w), 使 n>N 时 有 
vzn(w)) EG (12) 


取 吕 = (zn(w) :we fo0,n 之 N(w)), 即 DD 为 满足 括号 中 二 条 件 的 状态 zn(w) 的 集 ; DCcE. 
由 定义 ，DD 是 的 FF- 邻 域 ,由 (12), 当 iED 时， 有 w(ij eG. 口 

以 下 记号 lim sfza) 中 ， 如 B < co, 我们 总 认为 此 极限 存在 而 且 等 于 v(zg); 测度 在 
B。 上 的 限制 记 为 yp; “jg 一 t” 表 “关于 测度 yp 几乎 一 切 的 外. 

定理 2 设 (zn,B) 为 1- 链 ， 有 开始 分 布 如 果 几 乎 处 处 存在 极限 lim v(zn), 则 存在 


极限 Flimv(i) 一 BGS) -6). 

证 由 引 理 3, 只 要 证 明 对 we 一 存在 极限 lim v(yn), 其 中 {yn} 是 以 Y*( 为 开始 分 
布 的 K(.,é)- 链 . 根据 (一 ) 中 (0), 适当 选择 基本 空间 9 后 , 只 要 证 几乎 处 处 存在 lim v(zne)， 
以 Pt 表 马 氏 链 {zne} 所 产生 的 概率 ， 则 由 假定 

1= PP( 存 在 lim,v(z")) = P(6 < 00) + 了 (存在 lim v(zn)) 


A)+ /PA( 存 在 lim_v(zne)pa(dk) 


由 于 人 以 B 十 As(Bo) = p(BUB。) ==1, 故 存在 5(&) 使 
Pe( lim v(zne) = b(é)) = 1, (p8 ~é).O 
次 讨论 FF 极限 的 数值 ,如 何 求 出 Flimwv(i) 的 值 ? 当 v 为 有 限 过 份 函数 时 ， 问 题 可 以 
解决 ， 
引 理 4 设 1 对 马 氏 链 {x} 是 极 小 调和 函数 ， 对 应 点 t(e Be). 若 v 是 此 链 的 有 限 过 
份 隆 数 ， 则 


Flimw(i) = inf v(i) 
i i€E 
证 根据 引 理 3, 只 要 证 几乎 处 处 
He (en) = BE 
上 式 左 方 的 极限 由 于 wv 是 有 限 过 份 函 数 而 几乎 处 处 存在 并 且 有 限 ( 见 上 引 Hunt 文 ). 为 证 
等 式 成 立 ， 先 设 v 有 界 . 考虑 Riesz 分 解 式 
v(2) = g(2) + h(2) 


其 中 9 是 非 负 势 而 h 是 有 界 调和 函数 ， 由 引 理 2 知 h(i) = c (常数 ). 不 难 证 明 ! 儿 乎 处 处 
Jim gtzu) = 0. 既然 g(i) > 0, 可 见 


Lim v(zn) = c= inf 2(2) (a.s.) 





1 证 明 可 仿 用 bpIHKHH, E. B. [1] 定理 12.8. 
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对 一 般 的 ww 令 a(w) = im v(zn(w)). 如 上 述 ， 可 取 a(w) 有 限 . 定义 函数 
vm(i) = min(m, v(2)) 
则 ww 有 界 过 份 ， 故 
im um(Zn(w)) 二 ji vm(2) 


由 于 wa 1 vo 及 alw) 的 有 限 性 ， 对 几乎 一 切 w 存在 正 整数 N = N(w), 当 n> N 时 ， 
vo(za(w)) < a(w) + 任 取 正 整数 M = M(w) > alo) +l 则 当 普 > M 时 
ucn(w)) = wm(zn(w)) (一 切 nm > N) 
注意 当 m > Mi (Mi 为 某 正 整数 ) 时 ， 
是 mm 是 
于 是 几乎 处 处 有 
im aen(o)) = lm our (zn (0)) = 进口 
定理 3 设 ， 是 有 限 过 份 函数 ， 则 对 ns -6, 有 
OFm 约 =- 避 基 (13) 


其 中 ee B。 而 为 对 应 于 & 的 不 恒 为 0 的 极 小 调和 函数 ， 又 H= (i: h(i) > 0 
(iD 如 妨 有 界 ， 则 


ml) = sph. iof < 
F lim uli) = sup h(i) pf 天 Rt (14) 
Gi) 设 v 也 是 有 限 过 份 函 数 ， 有 界 ， 而 且 limo() > 0 风 
u(i) ui) (人 
Fam v0) v(i) -= 冰 (3)/ 哮 (#0) (15) 


证 因 天 对 忆 极 小 调和 ， 故 1 对 Ph 极 小 调和 ， 由 于 ht- 链 的 终极 分 布 集中 在 h 所 对 
应 的 点 上 上， 因而 作为 h- 链 的 极 小 调和 函数 ， 1 也 对 应 于 点 上 既然 wh 为 hr 过 份 ， 在 
瑟 中 有 限 ， 由 引 理 4 得 (13). 
在 (13) 中 令 “= 1 得 
Flimh(i)= suph(i) >0 (16) 
i€ i€EH 


如 有 界 ， 此 极限 是 有 限 的 ， 代 入 (13) 得 


pp pin 
F lim ut) Flim h(i) . Flim im 


u(2) 
Bh) 


此 即 (14). 应 用 (14) 于 w 将 所 得 式 除 (14), 由 假定 limv(i) > 0 得 (15). 口 


二 sup h(i): inf 





注 1 对 已 给 边界 点 上 € B。, 定理 3 中 居 的 一 种 取 法 为 K(.,&), 根据 等 式 [ 见 Hunt 
[1](2.19) 式 ] 
Pi(xg = €)= K(i,é)n{é} (17) 
可 见 ， 如 AM > 0 则 天 (6 必 有 界 ， 由 于 对 应 于 * 的 任 一 极 小 调和 洱 数 h 必 与 K(:,E) 成 
比例 ， 故 如 K(-,é) 有 界 ， 则 矿 也 有 界 . 
再 故 虚 原子 核 情形 . 
运 今 对 有 限 过 份 汕 数 的 天 - 收敛 收 已 研究 清楚 ， 然 而 何 时 F- 收敛 化 为 通常 的 收敛 ? 
试 给 出 -简单 的 充分 条 件 ， 它 概括 了 常见 的 实用 情况 ， 为 此 要 引进 原子 核 的 概念 . 
设 {za} 是 以 x 为 开始 分 布 的 ,不 中 断 的 马 氏 链 . 考虑 状态 空间 已 关于 此 链 的 Blackwell 
分 解 : 
E=EUFUEU... (18) 
诸 BE; 互 不 相交 ， Bo 为 完全 非 原子 几乎 闭 集 ， 而 轧 (j > 0) 为 原子 几乎 闭 集 ( 见 Chung 
[$1.17). 称 &; (€ B。) 为 原子 边界 点 , 如 p{&;} > 0. 可 证 ! 全 体 原子 几乎 闭 集 {Bj,j 之 1} 与 
全 体 原子 边界 点 集 {&j} 间 存 在 一 -一 对 应 ， 下 设 6; 与 6 对 应 ， 
设 ej 为 BB; 的 子 集 ，(7 之 1). 称 ej 是 一 原子 核 ， 如 


P(L(E;)) = P(L(e;)) (19) 


而 且 对 sj 的 任 一 无 限 子 集 4 有 
P(C(sj — A)) =0 (20) 


这 里 C(e =U 站 (ee 


引 理 5 对 任 ” -无 界 点 列 1 {jh} Cej, 当 n 一 00 时 ， {in} FF- 收敛 于 &. 
证 任 取 & 的 FF- 邻 域 C, 则 对 KK(,é&j)- 链 {yw}, 存在 正 整 数 N = Now) 及 w- 集 Do 
P(Qo0) 基 1 使 对 任 一 WE 0, 对 一 切 nN 有 yn(w) EC. 令 


Y= (yn(w): weENo n>N(w) CC 


有 必要 时 可 放大 N(w) 后 ， 可 设 Yc E;; 再 由 (19) 可 设 Y cej. 由 此 即 可 推 知 一 切 ( 除 有 穷 
多 个 外 )j,, EY; 否则 存在 {7 的 一 无 限 子 集 4, 使 


PC — A))> P(AL(Y ~ A))= P(L(Y)) = p{6;} >0 
这 与 (20) 矛盾 ， 于 是 存在 正 整 数 M, 对 n>M 有 
InEYCCO 
定理 4 设 {zn} 是 以 Y 为 开始 分 布 的 马 氏 链 ，w 为 此 链 的 有 限 过 份 函 数 ， 如 果 e; 是 
一 原子 核 ， {jn} 为 sj 的 任意 一 个 无 界 的 子 列 ， 则 存在 有 限 极限 lim wu(jn), 而 且 


lim wu(jn) = suph(i) . inf EA) 
N+o0 iEH 


iEH h(i) (21) 





i Chung: Acta Mathematica, 110:1-2(1963), 19-77. | 
! 称 点 列 {7n} 为 万 界 的 ， 如 对 忆 中 任意 有 限 子 集 DD, 存在 正 整数 N, 当 n 之 NN 时 ，jED，. 
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这 里 hh 是 对 应 于 的 极 小 调和 函数 ，H= (i: h(i) > 0). 
证 因 &; 对 应 于 原子 几乎 闭 集 忆 ), 故 jp{&j} > 0. 由 注 1 知 h 有 界 . 由 (14) 得 知 (21) 
右 方 值 等 于 Flim w() 然而 由 引 理 5 


lin wn) = FF lim ul(?) 
Ti 0 i—é) 


此 得 让 (21). 口 

最 后 叙述 过 份 测度 的 极限 定理 ,利用 对 偶 性 ， 不 难得 到 过 份 测度 的 相应 的 结果 ， 设 对 
转移 矩阵 P 存在 严格 为 正 的 过 份 测度 a(i) > 0(ie E). ( 当 书 满足 不 可 分 条 件 时 ， 即 中 
任 二 状态 互通 时 ， 如 此 的 a 必 存 在 ， 见 81 定理 4.) 令 





qji = p(i,j)a(i)/a(y) (22) 
设 8 是 对 PP 的 有 限 过 份 测度 ， 定 义 
BF*(i) = B(i)/a(i) 


则 8* 是 对 8 = (qji) 的 有 限 过 份 函数 . 以 8* 表 Q- 链 的 极 小 边界 点 ，F* 表 它 的 -收敛 ， 
由 (13) 得 





J Bi) _. B(2) 
f a(i)h*(i) 四 a(i)h* (i) 
其 中 hr 为 8- 链 的 极 小 调和 阻 数 ， 对 应 于 6*, 而 H* = (i: h*(i) > 0). 
(三 ) 对 具 连 续 参 数 马 氏 链 的 应 用 
考虑 连续 时 间 参 数 情形 . 设 X = {z(t,w),0 < t<T(w)} 为 可 列 齐 次 马 氏 链 ， 其 转移 概 
率 和 矩阵 (pij()) 满足 条 件 
limpi(t) =1 (ie E) (23) 
设 此 过 程 的 样本 郴 数 右 连续 ， 以 & = (gij) 表 密 度 和 矩阵 ， 其 中 


， Pi(t) — 6 
qj = lim 一 


以 下 设 
0<g=-qgi=) ,gq<% (ieE) (24) 
I#1 
以 mx(w) 表 样 本 函数 的 第 个 跳跃 点 ， 即 
To(w) 三 0 
Tn(wW) = inf(t : 1 > Th_1(w)) 
z(t,w) # zm 1 (0), w)) 
我 们 假定 中 断 时 刻 r(w) 为 第 一 个 飞跃 点 ， 即 


T(w) = lim Tn (Ww) (25) 
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因而 X={fztbw) 0 < t<7T(w)} 是 最 小 链 . 考虑 嵌入 马 氏 链 

yn(w) = rT),w) (n=0,1,2,...) (26) 
以 下 总 设 {yn(w)} 的 转移 矩阵 满足 条 件 (3), 于 是 可 以 定义 {yw} 的 马 襄 边界 , 以 下 记号 Flim 
系 指 对 此 边界 而 言 . 

设 非 负 函 数 vi) (i Ee BE) 为 关于 X 的 过 份 函 数 , 简称 为 XX- 过 份 ， 因而 对 任意 上 > 0 有 
Dpi(t)ulj) < uli) (ieE) (27) 
jEE 

在 Watanabe [1] 中 证 明了 : 也 数 (i) 是 XX- 过 份 的 充 要 条 件 是 它 关 于 局 入 链 {y%} 过 份 . 这 
样 一 来 ， 对 有 限 X- 过 份 函数 完全 可 以 运用 第 (二 ) 段 中 结果 . 
设 已 给 函数 f(i) > 0,ie ,满足 
u(i) 三 5 | f(z(t,w))jdt<o (iEE) (28) 
0 


容易 验证 由 此 式 定义 的 函数 4 对 X- 过 份 、 有 限 . 
设 嵌 入 链 {yn} 的 开始 分 布 为 y, se 是 此 链 的 一 原子 核 ， 对 应 于 边界 点 &， 于 是 必 有 
4{é} > 0. 由 (17) 知 函 数 
ri{é}=P (ys = é€) 
是 {yn} 的 对 应 于 的 一 极 小 调和 函数 ， 任 取 一 无 界 子 列 {js} Ce, 由 (21) 得 


| 7 .» E;fo f(z(t,w)) dt 
lm Bf flo) dt = supute} - Wh 


(29) 
其 中 五 = (i: pi(€) > 0). 
特别 ， 先 在 (29) 中 取 f(i) = 64, 再 取 f() = 6mi, (1 € EB,m € 忆 ). 将 所 得 二 式 相 除 ， 如 果 
一 ; fo pim(t) dt 
Mm = inf me >0 (30) 
即 得 最 小 链 的 转移 概率 的 积分 比 的 公式 . 
im /0 pjai(t) dt 一 M1 
了 一 OO pm 人 dt AT 
今 考虑 双边 生 灭 过 程 X 的 特殊 情形 ， 这 时 已 - 收敛 化 为 通常 的 收敛 . 
称 可 列 马 氏 链 X 为 双边 生 灭 过 程 ， 如 果 它 的 密度 矩阵 8 = (gq;;) 满足 条 件 


qi; 二 0， 如 |i 一 站 >1 


(31) 


qii-l = Qi>0, git1=b>0,g = -gir= + 7, EBE= (1,0,1,.…), B 为 全 体 整 数 
集 ， 引 入 特征 数 


b- b_1b_ 2::.b; 
zi=—bo 1+ tt 如 i < 一 1 
Ql Q -10-2 "Qitl 
2Z_1 三 一 50， zo = 0, Xl 三 ao 
Ql QI1Q02 Qi 一 1 。 
Zi 一 0011 十 一 - T+) 
of b1 下 bp2 1 如 i > 1 


596 . 





太一 lim zi 22 = lim zi 
一 一 OO i—00 


杨 超群 [1] 中 证 明了 : 对 嵌入 链 {ya}, 以 Cin 表 自 i 出 发 经 有 穷 多 次 跳跃 到 达 n 的 概率 ， 则 








2 一 Wn<i 
“ 一 到 如 n>i 


(理解 兰 = 1); (3) 对 {yn} 不 满足 的 充 要 条 件 是 = -co, 22 = co, 故 只 要 考虑 至 少 有 一 
有 穷 的 情形 1. 

a. 设 21 = -co, 2Z2 < co, 这 时 只 有 一 个 原子 几乎 团 集 已, s = (n,n 十 1,…) 是 原子 核 
G(i,)) Ci;G(7,7) Cj 





00 TG pop 页 T0155 (33) 
当 了 >i 时 ， 由 (32) 知 Co = 1, 故 
K(i,) -1/ [y+ oe | (34) 
以 oo 表 所 对 应 的 最 小 边界 点 ， 由 于 避 Y(o) = 1 故 
K(, 00) = Pm KD) =1 (35) 


由 引 理 2(i) 之 证 可 见 p{o0} = P(yp = co) =1 
除 co 外 还 有 一 边界 点 -co, 类 似 计算 得 


K(i, -oo = (2 /Dn v0)(22 — 2) 


vEE 
但 因 jy{~~o0} = 0, 故此 边界 点 无 关 紧 要 . 
设 为 最 小 过 程 的 有 限 过 份 函 数 ， 由 (21) 得 
Lim u(i) = 地 ua 人 (1) 


b. 设 如,22 都 有 穷 ， 此 时 有 二 原子 几乎 闭 集 ， 各 有 原子 核 为 sl = (…, 一 n ~ 1, 一 n)， 
62 = (m,n 十 1,…), 它们 分 别 对 应 的 最 小 边界 点 记 为 -oo,oo. 仿 上 算得 


K(i, 一 oo) 一 2Z2 — Ti —2Z1 


i . _ 71 
DI 0) 0 Fe 2) 





对 最 小 链 X 的 任 一 有 限 过 份 函数 已 有 
lim vi) = (22 — 21) : 这 2 _ 


lim 4(i) = (2Z2 — 21) . inf 0) 





1 如 2 = 一 00, 2Z2 = oo, 则 {ym} 常 返 ， 故 {yn} 的 (或 最 小 链 X 的 ) 每 一 过 份 函 数 4 为 一 常数 ， 注意 v 或 处 处 有 
限 ， 或 恒 等 于 co, 此 因 pij(t) > 0 (t> 0,i,je€ BE). 
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附录 2 超过 程 的 若干 新 进展 
81 引 言 


超过 程 (superprocess) 是 近 几 年 来 国际 上 概 举 论 研究 中 最 新 课题 之 一 ， 众 所 周知 ， 分 
支 过 程 是 - -类 重要 的 取 离 散 值 的 随机 过 程 ， 它 是 群体 发 展 的 数学 模型 . 如 改变 时 间 尺 度 并 
令 质 点 的 质量 以 适当 方式 趋 十 0 则 W. Feller 指出 Galton-Watson 分 支 过 程 趋 于 一 类 扩散 
过 程 日 . M. Jiiina 称 后 者 为 连续 态 的 分 支 过 程 外 ; J. Lamperti 等 研究 了 它 的 性 质 B4，1968 
年 ，S. Watanabe 发 表 了 有 份量 的 论文 巨 . 接着 又 考虑 了 有 迁 入 的 情况 四. 后 来 沉 科 了 一 段 
时 间 ， 直 到 八 十 年 代 后 期 ， 出 现 了 研究 的 高 潮 ， 参 加 这 项 工作 的 有 美国 、 加 拿 大 、 法 国 、 
日 本 等 的 “ 些 概 府 论 专家 ， 如 E. B. Dynkin 、D. A. Dawson 等 ， 前 者 把 一 类 最 重要 的 测度 
值 过 程 称 为 超过 程 .我国 对 超过 程 的 研究 虽 刚 开始 ， 但 也 取得 了 一 些 结果 『 .89 

简单 说 来 , 超过 程 是 -- 种 取 测 度 为 值 的 具有 分 支 性 的 马尔 科 夫 过 程 (简称 后 者 为 蕊 程 ). 
既然 它 是 马 程 ， 关 于 马 程 的 一 般 方法 和 结论 对 它 当 然 适 用 ， 因 之 转移 概率 、 无 穷 小 算 子 、 
强 蕊 氏 性 、 轨 道 性 质 、 拷 问题 、5[ 加 泛 耳 等 等 对 它 都 有 意义 ， 男 方面 ， 由 干 它 取 测度 值 ， 
它 还 有 一 般 马 程 所 没有 的 特殊 性 质 ， 如 随机 测度 的 支 集 等 等 , 再 者 ， 分 支 性 使 它 的 Laplace 
泛 浮 受到 限制 ， 从 而 引导 到 深远 的 结果 . 

研究 者 由 于 各 自 的 基础 不 同 ， 方法 亦 异 .法 国学 者 多 用 随机 分 析 ， 而 E. B. Dynkin 及 
加 拿 大 入 则 偏重 于 将 概率 方法 与 偏 微分 方程 相 结合 ， 以 收 到 左右 着 源 双 方 获 益 之 效 . 

本 文 的 目的 在 于 论述 超过 程 的 一 些 基本 概念 及 其 新 进展 ， 其 中 包含 国内 学 者 的 若干 
工作 . 


82 ”超过 程 的 定义 


考虑 d(> 1) 维 欧 氏 空间 Ra 及 其 子 集 Borel o- 代数 B4. 可 测 空间 (R4, B84) 虽 很 特殊 但 
却 可 容纳 所 有 的 结果 ， 本 文中 许多 结论 可 推广 到 一 般 的 空间 . 以 后 不 需要 强调 维 数 d 的 作 
用 时 ， 简 记 R4, Bs 分 别 为 R,B. 

以 M 表 B 上 所 有 有 限 测度 的 集 ， 在 M 中 引进 子 集 o- 代数 B™, 它 是 含 M 中 一 切 下 
形 集 

(gp: EM NnB)<a), BEB,a2>0 
的 最 小 o- 代数 .在 M 中 引进 弱 拓 扑 ( 弱 收 敛 ). 

取 值 于 (M, B™) 中 的 马 程 X = {zi,t > 0} 称 为 MB 过 程 (Measure- Valued Branching 

Process), 如 它 具有 分 支 性 : Vp,ve M,t1>0 


DA) 半 plv,t, ) = p(k + v, +, *), (1) 
其 中 p(j,1, 4) (4 E M,t > 0,A4EB”) 为 XX 的 转移 概率 ，* 表 测 度 的 卷 积 运算 . 
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以 MB) 表 定 义 在 R 上 的 有 界 B 可 测 函 数 集 ， 记 < p,f >= /hf(z)p(dz). (1) 等 价 于 
Vu,v € M,t2>0,f eb(8), . 


Eexp(— < zi,f >): Evexp(~ < Zt,f >)= Ejrvexp(— < ze,f >), (1 


E, 表 关 于 己 , 之 期 望 ， 已 ,为 zo 三 几时 X 之 分 布 ， 
p(t,-) 与 其 Laplace 泛 也 


E,exp(~ < zi,f >) 一 / e <mf>p(p,t, dv), 0 < f eb(B) 
M 


相互 唯一 决定 . 

一 类 重要 的 MB 过 程 是 超过 程 ， 它 由 下 列 二 元 给 定 : 

1) 已 给 取 值 于 (P,8) 中 的 马 程 上 = {&,t > 0}, 其 转移 概率 为 q(x,t,dy), 转移 算 子 半 群 
为 {Ti,t > 0}, 无 穷 小 算 子 为 4. 本 文 设 < 为 不 中 断 的 Hunt 过 程 . 

2) 已 给 实 值 函 数 B(z,A, zx € R, 入 >0, 


B(z,N) = a(z) — b(z)A— c(z)X7 - /er 一 1 十 和 an(zdu)， (2) 
0 
其 中 >0c>0 及 5 缘 为 有 界 连续 函数 ， 在 无 穷 远 收敛 ， 积 分 核 n(z, du) 满足 
fe Nw )n(z, du) € b(B8), 


称 B(z, 入 ) 为 分 支 函 数 . 
称 取 值 于 (M,B™) 中 的 马 程 关 = {zt,t > 0} 为 (&,B) 超过 程 ,， 如 Vv pe M,0 < fe 4b(B), 
有 


E,exp(— < zi >) = exp(— < hh, VV >), (3) 
其 中 到 = Viz) 是 下 列 积分 方程 的 唯一 解 : 
Vi(z) = / [1,B(, Vs( (2)ds + Tf (2), (4) 
由 (3) 易 见 X 具有 分 支 性 ， (4) 可 改写 为 
Vilz) = [ 人 gz 3, dy) B(y, Vi_s(y))ds + Tf (se), (4) 
积分 方程 (4) 形式 上 等 价 于 偏 微分 方程 
= AU + ew 
Volz) = /az) 


如 上 为 某 某 过 程 ， 也 称 X 为 超 某 某 过 程 ， 例 如 ， 超 布朗 运动 ， 超 扩散 过 程 等 . 
一 种 重要 的 特殊 分 支 函 数 是 


(5) 


B(z,N) = 一 X2， (6) 
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这 时 (4) 特殊 化 为 
- Vi(z) + / TV2 ,lz) ds = Tf(z). 
0 


本 文 以 后 所 说 的 超 布 朗 运 动 、 超 对 称 稳定 过 程 ， 都 是 对 (6) 中 分 支 函 数 而 言 . 
83 ”直观 意义 
设想 粒子 群 在 += 0 时 按 强度 为 Ae M 的 Poisson 点 过 程 而 分 布 ， 即 
P(x,(B) = n) = WB ns), n= 0,1,2,... 
其 中 rn(B) 表 t=0 时 位 于 Be 8 中 的 粒子 数 ， 设 每 一 粒子 沿 & 的 轨道 而 运动 ， 其 寿命 是 
随机 的 ， 有 参数 为 7 的 指数 分 布 ， 一 粒子 死亡 后 立即 在 死亡 地 点 z 产生 n 个 同样 后 代 粒 


子 的 概率 设 为 pa(x), n = 0,1,2,…. 每 一 新 粒子 又 沿 的 轨道 同样 地 相互 独立 运动 ， 如 此 
继续 ， 设 每 一 粒子 有 质量 6. 以 rw(t B) 表 上 时 位 于 B 中 的 粒子 数 ， 则 


zf(B) = Pr,lt, B) 
为 上 时 位 于 互 中 请 粒子 的 质量 和 ， 令 


2(z, A) = 》 pn(z)A". 
n=0 
今 取 : 
?6 = 1/p, Hp6 = p/P, 
令 8 一 0, 从 而 平均 寿命 1/7Y8 一 0, 强度 np 一 co; 再 设 


[palz, 1— OA) (1 BAI/B? 一 B(z, A) (7) 


在 呈 x 10,c] 中 一 致 ，e> 0 任意 . 在 这 些 条 件 下 ， 如 果 


Dnpn(z) < 1 (8) 
一 n=0 
则 可 以 证 明 : 测度 值 过 程 (zf, P.,,,) 弱 收 敛 于 (zs P,) 见 [10,11]. 
关于 [7] 中 极限 函数 B(z, 和 ) 的 一 般 形 式 ， Dynkin 猜想 : 在 条 件 (8) 下 ， B(z,^) 具有 
形式 (2), 但 其 中 a(z) = 0. 此 猜想 已 被 李 增 沪 在 [8] 中 证 实 . 
无 特别 声明 时 ， 本 文 恒 设 a(z) = 0. 如 为 Feller 过 程 ， 此 条 件 等 价 于 超过 程 X 不 爆 
发 ， 即 其 寿命 为 oo. 再 者 ， 当 且 仅 当 n(z, du) = 0 时 ， X 有 连续 轨道 4. 
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84 ”超过 程 的 存在 与 性 质 


方程 (4) 是 否 有 唯一 解 9 这 是 首先 要 解决 的 问题 . 为 此 ， 考 虑 更 一 般 的 方程 ， 已 给 二 
非 负 函 数 f,g e 5(8), & 为 Hunt 过 程 ， 则 方程 


Wi(z) = [ (TBC, Wi_s( (2) ds + [ Tug(z)ds + Tif(z) (9) 


(t > 0,z € R) 有 唯一 解 Ws(z) (= Wi(f,9)(z)), 它 有 下 列 性 质 : 
a) Wi(z) 对 如 £) 联合 可 测 ， 而 且 


sup ||W,llw < co， 一 切 上 > 0. 
0O<Ss<t 


b) 如 Vz, Tf(z) 对 上 > 0 右 连续 , 则 Wi(z) 对 t>0 也 右 连续 . 如 yg 固定, 则 f 一 Wi(f,9)， 
t>0 是 作用 在 5+(B5) 上 之 非 线性 算 子 半 群 (61(8) 为 KB) 中 全 体 非 负 函 数 之 集 ). 
c) Yi20 及 je M, 在 (M,8")* 上 存在 唯一 质量 不 超过 1 的 测度 ， II(p; dv, dy), 使 


f me dz dy)e™ <"f>-<Y9> 一 ce 一 <AWe(f9)> (10) 
当 9=0 时 (9) 化 为 (4), 故 知 (4) 有 唯一 解 VW = We(f,0), 而 且 


ewe> 一 e<4We(f0)> 一 f pt an), 


其 中 p(jp,t,dv) = f#rIh(p;dv,dy). 由 b) 知 {V4,t > 0} 有 半 群 性 ， 从 而 plj,t,dv} 确 是 马 氏 
核 ， 由 马 程 的 一 般 理论 ， 知 存在 取 测 度 值 的 马 程 X, 其 转移 概率 为 p(4,t,adv). 详 见 [12]. 

当 a(z)=0 时 ， 若 € 为 Hunt 过 程 ， 则 X 也 是 Hunt 过 程 [2. 

在 (6) 下 ， 著 的 转移 概率 具有 Dynkin 意义 下 的 规则 性 ， 则 X 的 转移 概率 也 如 此 . 
稍 加 条 件 后 反之 亦 然 (19. 

在 巩 问 题 意义 下 ，X 的 无 穷 小 算 子 工 为 9 


cpt) = par)ele)P" (i) + PsDG ~ Be)’ (sa) 
+ 人 hldz) [ n(z, du)[F (p+ wes) — F(p) — uF'(p;2)), GD) 
其 中 4 为 Hunt 过 程 《 的 无 穷 小 算 子 ， 
F'(p; 58) = jm Tt es) = FW), 
es 为 集中 在 单 点 集 {z} 上 之 概率 . 
志 的 定义 域 D(D) 含 定义 在 M 上 之 下 形 函 数 


F(p) = Y(< pf >,. ,< ,fn >), (12) 
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其 中 We CP(R) (R 上 无 穷 次 可 微 且 在 无 穷 远 趋 0 的 函数 集 ), f: € D(A4), n= 1 2… 
所 谓 鞭 问题 是 指 : 对 固定 上 Ae M， 
(YYv FeD(L), 


t 


MP Rod ~ Flao)— { Leles) ds, t>0 (13) 


是 局 部 有 界 已 , 舟 ， 而 且 已 -a.s. 右 连 续 有 左 极限 . 
( 反之 ， 设 PP 为 右 连 左 极 哺 数 可 测 空 间 上 之 概率 ， P(xzo = p) = 1 使 Mf 右边 左 极 
P-a.s., 而 且 是 P 局 部 拷 ， 一 切 Fe D(D); 则 P= PP. 
二 次 变 差 
< MMS >= / T(E G)(zs) ds, 
0 


T(F,G) = L(FG)— FL(G) -~ GL(F). 


85 和 矩 问 题 
设 0< fe MB), 试 求 < cof > 的 各 级 矩 
mn EE,l<z,f >"=/ <v,f >" pu,t,dv), neEM. (14) 
五 
当 (2) 中 alz) 三 0 时， 已 知 1 
mi =< pf >， 
1 
ma =< pThf >2 + / pT,(E. (Te 有 2)de， (15) 
0 
其 中 6=2c+ fo uin(., du), 
fa) = Ele hh ee fe0)]. 


如 分 支 函 数 为 (6), 甚至 对 非 时 齐 马 程 上 , 也 可 完全 解决 抢 问 题 . 以 q(7,z;w,dy) 表 & 的 
转移 概率 ， 固 定 r< wb 令 


Tr f(z) = 上 gq(r, z;w, dy) f(y), 0 < f e b(B), 
对 二 非 负 函 数 ，w(z), 如 (z) e 5(B), 定义 其 着 积 
exwi=/ Tr (pw) ds. 


记 g"” = Tf, p™ = bi pp < p>, 则 各 级 矩 mn = 已 [< zj >?] 皆 存 
k=1 
在 ， 而 且 可 北 推 求 出 : 


n—l 
mn = CR (no Klan i me (mo = 1, CR = 
k=0 


BH Y=), 00) 
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诸 矩 唯一 决定 < zw > 关于 已, 之 分 布 ， 且 当 | 和 | < 1/4(w 一 7)sup|T?f(z) 时 ， 有 竹 级 数 
展开 
Ernexp(—A < zu,f >) = 》 (一 1)”bnXn， (17) 
n=0 
其 中 bo 一 1,， nbn 一 条 大 中 jp x. 见 [10]. 
k= 
86 ”超过 程 的 变换 


相对 于 同一 &, 设 有 二 超过 程 ， 其 概率 分 布 绝 对 连续 ， 试 看 其 分 支 聘 数 如 何 变 化 . 
考虑 (2) 中 的 B(x, 入 ), 这 里 不 假定 a(z) 恒 为 0, 因而 (#,B) 超过 程 X 可 能 爆发 ， 设 六 
的 生命 为 C. 对 非 负 连 续 函 数 gz), z € RR, 定义 


t 
Ct =/ < Zoo0 > ds， 
0 


再 对 非 负 连 续 函 数 ge D(4), 在 五 =cfzos<ktint<5) 上 定义 测度 Qu 使 


dQ, 
dP, 


其 中 户 , 为 (£,B) 超过 程 的 分 布 ， 又 





= Hi(g)e ™, (18) 


Ho.(g) 二 Tce) exp ( 一 





< zi,9 > -/ <Zzs,Ag+ B(z, g(x)) > 叫 )， 
0 


则 可 证 明 下 列 类 似 Girsanov 定理 之 结果 : 
Qu 是 (&,B8) 超过 程 X 的 分 布 ， 


B(z,M) = B(x,A+g(z)) — B(z,g(z)) + 


”特别 ， 取 &=g=0, 则 忆 (z, 和 ) = B(z, 和 ) -alz) (参看 83 末 ). 
更 多 的 变换 见 [14]. 


$7 超 对 称 稳定 过 程 的 支 集 


设 上 为 R(= R4) 指数 中 a(0 < a < 2) 的 对 称 稳定 过 程 ， 它 相应 于 (6) 的 超过 程 记 为 
X* = {7?,t 之 0}. 当 a=2 时 ，X? 是 超 布 朗 运 动 . 

对 8(= B84) 上 任 一 测度 v, 以 S(v) 表 v 的 闭 支 集 (closed support). 支 集 的 大 小 反映 了 
v 的 散布 程度 ， 为 了 描述 集 4 e B 的 大 小 ， 首 先 可 考虑 4 的 d 维 Lebesgue 测度 Lu(4) 如 
La(4) = 0, 作为 量 尺 ， 此 测度 已 嫌 太 大 ， 而 且 4 的 通常 的 拓扑 维 数 也 很 可 能 小 于 d. 于 是 
需 采 用 其 它 的 维 数 与 测度 .一 种 选择 是 Hausdorf 维 数 (五 维 数 ), 记 为 dim. 知道 集 4 的 王 
维 数 dim 4 后 ， 如 想 获得 更 精确 的 信息 ， 可 考虑 4 的 Hausdorf 测度 (H 测度 ). 此 测度 由 某 
一 国 数 $(z)(z € R) 产生 ， 记 为 g%-mm. 如 集 4 的 互 测度 0<g-mf4) < oo, 则 说 $(z)( 关 于 
4) 为 正确 选择 的 ， 
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对 每 国定 的 1, ze 是 一 随机 测度 ， S? 人 3S(zg) 是 一 随机 集 ， 以 下 结论 a.s. 成 立 ， 是 指 
“Pr-a.s., 一 切 juE M.” 在 [16,25] 中 有 下 列 结果 . 
固定 +> 0, 存在 随机 集 Bi, 使 对 R 中 任 一 紧 集 C, 有 
zg(Binc)= zf(C)， (os 
dim Br & oa. (19) 


上 式 可 惊异 处 是 与 维 数 d 无 关 ， 这 里 Bi 起 到 5S? 的 作用 . 

当 d>>a 时 ， zw? 关于 La 奇异; 

当 d < a 时 (其实 d= 1), zx? 关于 Ls 绝对 连续 ， zx?(da) = y*(t,a)da, 而 且 可 取 密 度 
y*(t,Q) 为 (t,a) 二 元 连续 . 

考虑 函数 pa = ze log log = (0 <a <2). 

设 d>a, 此 时 存在 常数 ci, 只 依赖 于 ad,0 < cl < ca < co, 使 对 任 一 上 > 0, 任 一 4AEB， 
有 

cigu — m(ANMB:) < zi(A) & cepa — mMm(ANMB:). 


§83 ” 超 布 朗 运动 的 支 集 


对 超 布 朗 运 动 X= X?, 可 以 得 到 更 深刻 的 结果 . 不 妨 设 和 = {zi,t > 0} 的 样本 在 弱 拓 
扑 下 对 上 >0 连 续 [5,15], 固定 二 > 0, a.s. 有 
d > 2: 
La(S$1) = 0, (20) 
dim S4 = 2 (对 照 (19))， (21) 


d > 3: $2(7) 是 54 正确 的 互 函数 ， 即 
0< $a —m(s) < co. (22) 
将 这 些 结果 与 d 维 布 朗 运 动 W = {Wi, 0 < t< 1} 比较 是 有 趣 的 . 令 
| ImW =(W.: 0gt<1), 


即 当 0< tg 1 时 ，Wi 的 全 体 值 所 成 之 集 ， 称 为 W 的 象 集 ， 则 有 
d>2: dim (ImW)=2; (23) 
d 之 3: Im 的 正确 总 函数 也 是 加 (z), 而 且 


$2—m(W,s, s <t)=ca:t (24) 


cd 是 常数 ， 
所 不 同 者 ， 对 超 布朗 运动 是 在 单 点 上 上 之 S54. 另 一 差别 是 : d=2 时 ，ImW 正确 的 
H 函数 是 1 
zx? log = 108 log log = 


(25) 


- 604 . 





而 5 的 正确 五 范 数 似 还 不 知 ， 
进一步 ， 当 d>2 时 ， 任 取 0 < <…<tt, 有 
大 
dim 门 Su & d— k(d — 2); 


i=1 


而 且 St, 有 有 限 的 rd-kMd-2)log log 上 一 mm 测度 ; 特别 ， 当 大 > dd 一 2)-! 时 ( 即 4d=3,， 
i=1 

KK>2 或 d>3>1 时 ), 此 集 是 空 集 .重复 一 遍 ， 上 述 结论 缘 已 -a.s., 一 切 jE M, 成立. 
今 设 始 值 4 集中 在 a 维 球 内 ， 试 看 x: 如 何 扩散 .以 B(z,r) 记 z 为 球 心 ，" 为 半径 之 

开 球 ， 设 S(p) Cc B(0,7), 则 可 证 05; 对 尺 >r 有 


Pl3t > 0 使 cd(I5O,RID > 0) = 1~exp (~ < >) (26) 


一 表 闭 包 、e 表 补 运算 ; 9 为 下 方程 之 唯一 正 的 只 依赖 于 |z| 之 解 : 
Ag(z) = 9g2(z)，z E B{0,1); 9(z) 一 co £ — 8B(0,1), (27) 


A 为 Laplace 算 子 ，9B 表 B 之 边界 . 特别 ， 如 j= 60, 则 (26) 右 为 1 一 exp(—g(0)/R?); 再 
如 d= 1 则 g(0) > 8.38. 由 (26) 
PP ( st 有 界 ) = 1， (28) 


t>0 


因 之 整个 扩散 范围 不 超出 某 (随机 ) 球 ， 故 可 定义 


£ = inf(r > 0， 一 切 ! > 0，zi([B(0,r)]?) = 0), (29) 
P(L & 7)=exp(— <p,g9(/7) > /7), (30) 
EL < o0; 特别 EC = Vg(0)7; d=1 时 BsL X55.2. 
另 一 有 趣 之 结果 为 : 


Pi(3t > 0, 使 z:(B(z,e)) > 0) 分 别 等 于 
6/7’,(d = 1); 4/z°, (d = 2); 2/ (d= 3); 
2/z? log lzl, (d = 4); ccd 到/|z| 和 2,(d > 5). (31) 
c 为 只 依赖 于 d 之 常数 . 
回忆 S = 5S(zi). 今 考虑 取 闭 集 为 值 的 随机 过 程 5 = {54,t > 0}, 我 们 想 知道 5; 对 t 是 


否 也 有 某 种 连续 性 . 这 样 ， 就 需 在 集 所 成 之 空间 中 引进 拓扑 . 
设 局 ,io 为 RR 中 二 非 空 紧 集 ， 定 义 


pi(ki, k2) = min[sup r(x, k2), 1], 
IER 
p(k1, k2) = max(p1(k1, k2), p1(k2, k1)), (32) 


p(k1, $) 一 1, 
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其 中 > 表 4 维 欧 氏 距 离 ， 以 KR) 表 已 中 紧 子 集 所 成 之 空间 ， 称 p 为 k(R) 中 的 Hausdorff 
距离 ， 可 以 证 明 ae: {54,t > 0} 是 取 值 于 (k(R),p) 中 的 右 连 续 过 程 (由 于 so 可 为 RR, 故 除 
去 上 +=0). 这 意味 着 3 的 变化 是 缓和 的 . 

形象 地 想 ， 倾 水 于 地 ， 最 初 的 湿 影 域 为 50, t = 时 湿 影 域 为 US 考虑 S(r,w) 会 


U S54, 它 对 不 减 ， 研究 S(rz (u > 7) 是 一 有 趣 问题 ， 现 有 结果 不 甚 彻 底 ， 其 一 较 简 


TS&t&u 


明 的 结果 是 [19 
zlog 7 ~ m(S(r,00)) < oo， 一 如 > 0 (33) 


89 ” 击 中 概率 、k- 重点 与 极 集 
本 节 中 仍 考 虑 超 布朗 运动 X. 称 RR = US: 为 X 的 值 域 , 我 们 有 
dx3: La(Ri1) >0; d>3: La(Ri)=0. (34) 


之 H 维 数 见 下 (38), 五 函数 参照 (33). 
说 对 击 中 4, 如 ANRI 基 8. 如 dxg3, 有 


P(X 击 中 单 点 集 {2z}】) = 1 exp [- 2(4 一 df ly 一 zp)|. (35) 
R 
当 且 只 当 fy 一 z1-?p(dy) = oo 时 此 概率 为 1. 但 如 d > 4 X 不 击 中 点 ， 称 集 


大 
P= U (stm hh…,1 为 (0.o0) 中 不 交 紧 区 间 ) 


nr jl 
为 之 &- 重点 集 . 当 d>4 时 有 

dim(AN R) < dim A ~ k(d ~ 4), (36) 

其 中 负 维 数 意味 空 集 ， 注 意 &. 当 上 = 1 时 与 上 面 定义 的 Ri 一 致 . 在 (36) 中 取 4 = Rs, 得 

dim R < d ~ k(d — 4), (37) 


dimR = dim【j 5 <4 (与 4>4 无 关 ) (38) 


t>0 
(对 照 (23)). 关于 Ri 的 互 测 度 ， 至 今 只 有 较 弱 的 结果 : 
lk 
d=4: Re 有 o- 有 穷 的 re( log 了 | 一 mm; 


d>4: Re 有 co- 有 穷 的 zd -dlog log 一 77. 


特别 ， 如 有 > d(d 一 外 1, 则 R=. 可见 d=5 时 无 5 及 以 上 重点 ，d=8 时 无 2 及 以 上 重 


. 606 . 





受 [19] 启发 ， 猜 想 Ri 之 正确 五 函数 可 能 为 : 


1 l\k 
$2) = (Iog =1og log log 2) ,d= (39) 


k 
= 24 kh(d4) (log log = ,ad>4. (40) 
TI 


称 集 4 E88 为 Ri 之 极 集 如 AMR =0 称 4 为 Ri 之 半 极 集 如 AN Ri 至 多 可 列 ， 
(a.s.). 如 有 = 1 则 简称 4 分 别 为 极 集 或 半 极 集 ne] 

d=4: 如 (log 1)“-m(4) =0, 则 有 4 为 Ri 之 极 集 ; 如 和 A 有 o- 有 穷 的 (log 1)“--m, 
则 4 为 Ri 之 半 极 集 . 

d>4: 如 ztd9 -ml(4)=0 则 4 为 有 之 极 集 ; 如 4 有 co- 有 穷 的 zk 一 m 则 4 
为 Rk 之 半 极 集 . 

关于 超过 程 的 局 部 时 可 见 [15,18]. 在 [18] 中 甚至 定义 了 Re 上 之 局 部 时 ， 它 集中 在 及 
上 ; 上 上 ==1 时 即 为 通常 的 局 部 时 . 


$10 ” 非 线 性 偏 微分 方程 解 的 概率 表示 


考虑 边 值 问 题 (Dirichelet 问题 ): 
—LV(z)= B(x,V(7x))+ p(xz), z ED (41) 
V(x)— f(a), z —» a €0D, ED (42) 


这 里 吃 为 R 中 有 界 域 ， 边 界 为 9D; p > 0 为 有 界 孙 数 ; f >0 为 8D 上 连续 函数 Pp 在 D 
中 满足 Halder 条 件 ， 吕 


jp(z) -p(y)| < clz 一 yc > 0, 和 >0 此 常 数 ， 
B(z, 和 ) 见 (2), 但 a(z)==0. 工 为 R 中 一 致 椭圆 算 子 ， 即 


站 Vi Bri 部 部 + 二 (43) 
其 中 ai, 8; 丝 有 界 ， 在 R 中 满足 H6lder 条 件 ， 且 


d 


a 
>», aij(T)uiuy > kD 2, k >0 常数 ， 一 切 z € RR, 一 切 w1,:… ,ua 
t=1 


1,7=1 


在 这 些 条 件 下 ， 周 知 存 在 取 值 于 R 中 的 马 程 & = (&, Pz), 其 无 穷 小 算 子 为 二 对 应 的 
(5 B) 超过 程 X= {zi,t 2 0} 称 为 超 扩散 . 定义 集 De B 的 首 出 时 7 = inf(t > 0,&1ED). 称 
点 ae 8D 为 规则 点 ， 如 Ps(7 =0)=1. 以 下 设 8D 之 点 皆 规 则 ， 在 [20] 中 证 明了 : 对 应 于 
D 之 首 出 时 7, 在 (R,8) 上 存在 二 随机 测度 YY,X;, 满足 


Pexp{~— <Y,p> ~ <X,f >}=exp{—- <pV >}, (EM) (44) 
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其 中 六 = y(z) 满足 积分 方程 
v@) = { Ble vee + P| leas+ yt (45) 
则 (41) 、(42) 之 唯一 解 可 表示 为 
V(z) = -log Pyexp{— <¥,p> — < Xf >}. (46) 
特别 ， 如 B(z,) = 0(41) 化 为 LV(z) = -plz), ze D. 我 们 得 到 熟知 的 
V(z) = 书 | / ple)ds + te 


X, 下 之 直观 意义 仍 如 83, 但 应 考虑 粒子 a 的 历史 轨道 wg, 它 由 自身 及 其 所 有 前 辈 的 轨道 
连接 而 成 ， 然 后 令 产 = inf(t: w?ED), zp(B) = 6 并 TB(uwg， 


Xe8(B) = 8 Telox)，Ye(B)= B85 [ Ig(we) ds, 
在 83 收敛 下 ，f 一 0 时， z8,X5,Y8 分 别 弱 收 伍 于 ro X,Y 
取 有 界 Borel 可 测 函 数 y, 而 且 inf y(z) > 0. 下 设 
B(x,A) = -7(z)X，1< a 近 2. (47) 


则 可 证 超 扩散 X 之 全 值 域 Ro = 呆 豆 有 界 ， 用 .as, 一 切 =e Re 而 且 对 任 开 集 D， 


V(xz)=—log Ps (Ro CD) (48) 


是 LV(z) = Y(z)V(z)*, xz ED 的 极 大 正解 . 
$11 ” 弱 极 集 与 可 去 奇 点 


称 Be 8B 为 XX 的 弱 极 集 ， 如 B* 关 8, 且 
Ps.(RoN BM =0，-— 切 zEB. (49) 


设 六 为 对 应 于 (47) 之 超 扩散 . 可 以 证 明 P29: 闭 集 G 为 弱 极 集 的 充 要 条 件 是 下 二 条 件 
之 一 : 

a) 如 V 在 D = G* 中 满足 (48), 则 V = 0; 

b) (48) 在 D 中 之 极 大 解 有 界 . 

例 在 RA\{0} 中 考虑 3AV=Ye.d< 站 时 ，VY(z)= ce/lzl2/te-0 是 一 正解 ，c>0 
为 常数 . |z| 一 0 时 V(z) 一 oo, 故 单 点 集 非 弱 极 集 ， 4 > 站 时 ， 则 可 证 2] 此 方程 之 每 
一 正解 在 0 附近 有 界 ， 故 单 点 集 为 弱 极 集 ， 此 结果 对 某 些 超 扩散 也 成 立 . 
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本 节 下 设 (48) 中 y(z) = 1. 弱 极 集 与 方程 之 可 去 奇 点 间 有 密切 关系 设 太 为 紧 集 ， 则 
上 为 弱 极 集 之 充 要 条 件 是 : 大 是 方程 


Lu=u 


= (50) 


之 可 去 奇 点 集 详 言 之 : 设 上 为 紧 的 弱 极 集 ，k CC ( 开 ), 则 (50) 在 D\k 中 每 一 正解 可 延 
拓 到 D 上 使 之 成 为 一 次 连续 可 微 且 满 足 Hilder 条 件 ， 因 而 此 解 在 k 附近 有 界 ; 反之 ， 如 
(50) 在 D\k 中 之 最 大 解 在 上 附近 有 界 ， 则 上 为 弱 极 集 . 

还 可 用 维 数 来 形容 弱 极 集 ， 固 定 4&8B. 


一 2 ， 则 4 为 弱 极 集 ; 


若 dim4 > 4- -人 , 则 4 非 弱 极 集 . 
d < -过 : 唯一 之 弱 极 集 是 空 集 
2 .车 LdimA<-: ,4 为 弱 极 集 ; 
CQ 一 1 CG 一 


若 工 -dim 4> -一 4 非 弱 极 集 . 


d > 0 .车 dim 4<a 一 
a—1l1 





d= 





这 里 L-dim (4) 表 4 的 Carleson 对 数 维 数 ， 它 由 (log 1)®, (8 > 0) 产生 ， 正 如 五 维 
数 由 ze, (6 > 0) 产生 一 样 . 


$12 极限 定理 


本 节 设 X 为 超 布朗 运动 ， 如 始 值 zo = jE M, 则 过 程 必 灭绝 . 但 如 为 无 限 测度 ， 就 
会 出 现 有 趣 现 象 ， 故 讨论 极限 定理 时 应 允许 超过 程 取 无 限 测度 为 值 ， 一 种 选择 是 ， 考 虑 如 
下 测度 空间 

M = Mp(R") = {4: 4 为 B4 上 Radon 测度 ， 而 且 
du/(1 十 |z|?) 为 有 限 测度 , p > dd}. (51) 

S. Watanabe 在 [5 中 证 明了 到 值 于 M 中 超 布 朗 运 动 存 在 ， 其 轨道 在 弱 收 敛 下 连续 ; 工 
Iscoef23] 则 证 明了 取 值 于 Ma(p > d) 中 超 布 朗 运 动 存在 ， 其 轨道 在 淡 收 敛 下 右 连 左 极 、 显 
见 d 维 Lebesgue 测度 Ls e NM 本 节 设 zo = La. zi(t > 0) 对 La 之 绝对 连续 性 已 见 87. 

今 考虑 上 一 oo 之 情形 6 , 并 简 记 La 为 工 . 

d < 2: 对 每 有 界 开 集 G, 依 Pr 测度 lim rt(G) =0. 

d > 2: zt 弱 收 和 伍 到 唯一 非 平 凡 的 平稳 分 布 . 

现在 来 研究 男 一 测度 值 过 程 Y = {y, t > 0}: 


y(B) = 1 a), BeBs (52) 


t 
<y Pp >- < Ze > ds (53) 
0 
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关于 后 者 的 Laplace 变换 有 下 列 结果 Ba.15j: 
设 p 为 Ra 上 非 负 连 续 函 数 ， 有 上 紧 支 集 ， 则 


t 
Bexp{ -/ <raPp> zo) = exp{— < ,u(t) >}, 1 € Msp, (54) 
0 


其 中 wb = w(t,zx) 是 下 方程 之 解 : 
P= Auls) -w+ ossst (55) 
wu(0) =0. 

关于 极限 行为 ， 有 Ia 

d=1: Pr( lim > =0) =1; Pe(f se< ~) =1 c- 紧 . 
d=2: 次/! 吉 收 化 到 ET (t 一 00),《 > 0 为 无 穷 可 分 随机 变量 . 
P.( 人 =- mw) -1 0- 非 空 开 
d>3: Pr( Jim 交 = 5) 二 1,，Vague 收敛 意义 下 . 
最 后 讨论 另 一 类 极限 定理 (类 似 于 中 心 极限 定理 ). 固定 Ri 上 速 降 连 续 范 数 6$ >> 0, 使 
A(z) = p(y) 


Ra |z — ye? 





dy < co. 


定义 实数 值 过 程 Z = {zi,t > 0}: 


1 t t 
a= 雪 (/ <s6> dE [ cz > ds). 
定理 A 如 d>4, 则 当 + 一 co 时 ，z 依 分 布 收敛 到 随机 变量 Z-。, 其 Laplace 变换 为 


Ere-~ = exp [Pe / 42(z) dz| 0 > 0， 
Rd 


(5 
今 如 视 $e 5(R) 为 参 变 函数 ， 其 中 
5(B) = {f : R* 上 无 穷 次 可 微 ， 且 ft" 速 降 , n= 1,2,…}. 
定理 B 如 d>4, 当 t 一 oo 时 


<ap>= 吉 (| <zn6>ds -Ef/ < 5.6 > ds), besS(R) 
vt 0 0 


收 合 于 Gauss 场 zw, 其 相关 泛 函 为 


El< zu 由 > :< zo >]= ef, 人 他 drdy，c 为 常数 . 





: 610 . 





除 积分 型 泛 函 (52) 外 ， 超 过 程 的 一 般 泛 函 之 研究 见 [28]. 
结 束 语 


、” 超 布朗 运动 是 最 好 的 老师 ， 由 于 它 很 特殊 ， 人 们 得 到 的 结果 最 多 最 深入 ; 而 且 它 还 提 
供 思想 和 方法 ， 以 便 研究 那些 结果 可 推广 到 一 - 般 超过 程 . 

超过 程 与 位 势 论 间 之 关系 ， 部 分 结果 已 述 于 $9, $10, 这 方面 的 研究 还 才 开 始 ?20.24. 

更 一般 的 模型 ， 如 有 迁 入 情形 ( 即 不 仅 原 有 的 粒子 作 随机 繁殖 ， 而 且 有 新 的 粒子 随机 
迁 入 ) 、 多 种 粒子 情形 ， 都 很 值得 研究 ,301. 

由 本 文 (3) 、 (4) 所 确定 的 测度 值 马 程 通常 称 为 Dawson-Watanabe 型 的 . 另外 还 有 二 
类 测度 值 过程 为 Orstein-Uhlenbeck 型 及 Fleming-Viot 型 ， 本 文 并 未 涉及 ， 见 [32]. 
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下 卷 各 节 内 容 的 历史 的 注 


第 十 一 、 十 二 章 
关于 马尔 科 夫 过 程 论 与 位 势 关 系 的 研究 ， 先 行者 为 S. Kakutani, 见 第 十 二 章 末 的 文献 [13], 他 发 现 
平面 上 Dirichlet 问题 的 解 可 由 二 维 布朗 运动 的 概率 特征 来 表达 ， 详 见 811.5. 稍 后 有 Doob, J. 工 . 的 工作 
四. 一般 理论 的 建立 则 应 归功 于 G. A. Hunt [11]. 1965 年 ， E. B. Dynkin 把 微分 方程 的 概率 解法 严谨 地 
写 入 书 [8]( 俄 文 版 ). 1968 年 ， 出 现 了 专著 [1]. 此 后 许多 概率 书 中 都 有 关于 位 势 的 章节 ， 而 集大成 者 ， 当 
推 Doob, J. 工 . 的 专著 《 Classical Potential Theory and Its Probabilistic Counterpart 》， 1984, (有 中 译 
本 ). 此 项 研究 现 仍 继续 中 ， 811.12 中 定理 3~ 定理 7 源 出 王 梓 坤 {21]. 


第 十 三 章 

813.1 定理 4 由 Lévy 提出 ， 这 里 的 证 明 取 材 于 Chung [1]; 本 节 其 他 的 定理 都 属于 Doob [2]. 

813.2 ”转移 概率 (pi 区) 在 标准 性 条 件 pij(t) 一 5;; 下 的 可 微 性 ， 最 初 由 KonMoropos 于 1951 年 
[3] 中 当 作 预言 提出 ， 后 来 在 附加 条 件 g;: < ee 或 gj < oo 下， Austin [1] [2], Omxesnad [1], Chung 给 
出 证 明 ， 最 后 由 Ornstein [1] 于 1960 年 彻底 证 实 ， 这 里 所 述 的 定理 2 的 证 明 即 取 自 该 文 ， 但 原 证 相当 简 
略 . 定理 3,4,5,6 见 Doob [3],[1]. 

813.3 定理 1, 2, 4 及 引 理 2 见 Doob [3],[1], 引 理 2 是 强 马尔 科 夫 性 的 前 奏 . 定理 5 是 Feller [2] 中 
一 结果 在 可 列 状态 空间 情况 下 的 特殊 化 . 


第 十 四 章 
814.1 引 理 2 中 第 二 结论 由 朱 成 喜 [ 得 到 .定理 2 中 (i) 的 证 见 Chung [1], (ii) 由 Lévy 给 出 . 
$14.2 定理 1 由 Doob [2] 得 到 ， 定 理 2 属于 Lévy, 定理 4 的 叙述 仿 Chung [1], 定理 5 由 Chung [1] 
给 出 . 
614.3 本 节 结果 及 证 明 属于 Chung [1], 11. 9, 那里 对 强 马 氏 性 研究 的 历史 有 简要 叙述 关于 -- 般 马 
乓 过 程 的 强 马 氏 性 见 brs [1], [2]. 
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第 十 五 章 
$15.1 本 节 结 果 属 于 王 梓 坤 [6], 那里 对 一 般 的 马 氏 过 程 讨 论 了 0-1 律 . 
815.2 除 定理 [1] 见 Chung [1] 外 ， 其 它 结果 取材 于 王 梓 坤 [了 ]. 
$15.3 ”定理 1,2 来 源 于 吴 立 德 [1],, 定理 3,4 来 源 于 杨 超群 [1]. 
§15.4 嵌入 问题 最 初 由 Elfving 于 1937 年 提出 ， 定理 1,2,3 由 匡 立 德 [2] 得 到 ， 定 理 2,3 与 系 2 也 为 


王 梓 坤 于 1956 年 获得 ， D. G. Kendall 亦 曾 证 明 系 2. 本 节 中 连续 扩充 不 唯一 的 例 1 由 备 庆 生 、 郭 冠 英 
造 出 ， 例 2 见 Speakman [1]. 其 他 结果 见 Johansen [1]. 


第 十 六 章 

816.1 定理 1 见 及 oco6pymun [1], 定理 2, 3 见 王 梓 坤 [2], [5]. 

816.2 本 节 大 部 结果 来 源 于 王 梓 坤 [4], 其 它 是 新 证 明 的 ， 但 引 理 3 取 自 Reuter [1]. 

816.3 引 理 1 见 Ledermann and Reuter [1]. 定理 2 改进 了 LHeneHKo [1] 中 一 结果 ， 其余 定 理 是 新 
结果 . 

816.4 定理 2 来 源 于 TwxmaH-Ckopoxon [1), 其 余 是 新 结果 . 

816.5 定理 1, 2 的 证 明 取 材 于 Saaty [1}. 

§16.6 . 关于 生 灭 过 程 的 应 用 可 参看 Feller [1], Bharucha-Reid 上 . 


第 十 七 章 


817.1-817.7 全 部 结果 来 源 于 王 梓 坤 [2], [3], [5], 杨 向 群 做 了 显著 的 改进 ， 参 看 王 梓 坤 、 杨 向 群 [1]. 
关于 生 灭 过 程 的 构造 问题 ， 几 乎 同时 于 1958 年 左右 由 好 几 位 作者 所 研究 ， Feller 用 分 析 方法 研究 了 比 
较 一 般 的 马 氏 链 的 构造 ， 并 深入 地 讨论 了 生 灭 过 程 ， 见 他 的 文章 [3]. Karlin 及 McGregor 发 表 了 一 系列 
关于 生 灭 过 程 的 论文 ， 其 中 的 [1] 用 积分 形式 表达 了 转移 概率 ， 并 研究 了 过 程 的 性 质 .， IOmekeBrxs [2] 
用 半 群 的 方法 构造 @ 过 程 . 本 章 所 令 述 的 概率 方法 ， 由 作者 所 发 展 ， 并 由 杨 超群 、 侯 振 挺 、 郭 青峰 等 继 
续 深入 ， 他 们 并 吸取 了 其 它 方法 的 优点 ， 见 杨 超群 [2],[3]. 

817.8 本 节 源 出 王 梓 坤 [9]. 关于 生 灭 过 程 性 质 更 多 的 研究 ， 可 参看 杨 超群 [外 . 


附 录 1 
81 马尔 科 夫 链 的 势 与 过 份 函数 ， 最 初 由 Doob [4] 及 Hunt [1] 所 研究 ， 这 里 的 令 述 主要 参考 Doob 
和合. 
82 本 节 中 关于 马 亭 边 界 的 令 述 见 Hunt [1] 及 Watanabe [1]; 过 份 函数 的 极限 定理 则 属于 王 梯 坤 [8] 


附 录 2 
和 一 系 与 C- 系 方 法 的 明确 叙述 首 见于 E. B. lprsewn [2]. 
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co 
下 卷 名 词 索引 
Blackwell 分 解 .i 82 : 九 - 十 男 
Clapybe) 变换 .i §17.1 
Doob 过 程 .0 §13.3 保守 密度 矩阵 .pp 813.3 
所 骨架 813.1 首 中 时 311.3 
i 常 值 集 (或 二 集 ) 814.1 必 直 位 并 人 a 
i 让 ( 或 记 区 闻 ) | 骨架 15.4 
ee 141 调和 函数 815.2 
O apman 方程 ...….......... 813.3 
过 程 813.3 ”调和 测度 $1 
特征 数列 .i 817.5; 817.7 
Q@ 转移 矩阵 813.3 运 留 状态 
(Q@,7z) 过 程 813.3 地 和 $513.2 
Riesz 分 解 .4 81 逗留 时 间 $16.3 
了 跳跃 函数 .es. 817.1 一 而 
@ 前 o 代数 §14.3 十 二 一 机 
Q 后 5 代数 $14.3 ”密度 矩阵 13.2 
a 后 链 .es 814.3 党 节 希 记 3 1 
Og 815.1 柑 入 链 §15.3 
最 小 解 §13.3 
三 -四 加 最 小 链 817.1 
马 氏 时 刻 .ee. 814.3 十 二 画 以 上 
马 享 边界 82 
飞 唉 点 .ss $13.3 ”跳跃 函数 §13.2 
不 变 集 815.1 稳定 状态 .vv 814.1 
无 穷 远 ( 近 ) 0-1 律 815.1 有 瞬时 状态 .7 813.2 
无 穷 可 分 随机 和 矩阵 .i 815.4 
五 - 六 画 
生 灭 矩阵 §16.1 
右 标准 815.1 
平稳 分 布 815.2 
平衡 势 §11.1 
灭绝 概 府 §16.1 
灭绝 时 间 .es 816.4 
过 份 函数 .9 815.2 
过 份 测度 61 
回转 时 间 .i §16.4 
回转 概率 .9. §16.1 
向 前 方程 .i 813.3 
向 后 方程 813.3 
七 - 八 画 
极 集 §11.3 
连续 扩充 815.4 
势 §1 
极 小 过 份 函 数 §2 
极 小 边界 点 82 
纯 生 过 程 .i 816.5 


1 这 表示 此 名 词 首次 出 现 于 §2. 
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